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Аннотация. Предложен класс точных решений уравнений Навье – Стокса для
вращающейся вязкой несжимаемой жидкости. Данный класс позволяет описывать
установившиеся сдвиговые неоднородные (т. е. зависящие от нескольких коорди-
нат выбранной декартовой системы) течения. Вращение характеризуется двумя па-
раметрами Кориолиса, что во вращающейся системе координат приводит к тому,
что даже для сдвиговых течений вертикальная скорость оказывается ненулевой.
Учет второго параметра Кориолиса также уточняет широко известное гидростатиче-
ское условие для течений вращающейся жидкости, используемое при традиционном
приближении ускорения Кориолиса. Класс точных решений позволяет обобщить
классическое точное решение Экмана. Известно, что течение Экмана предполагает
однородное распределение скоростей при пренебрежении вторым параметром Ко-
риолиса, что не позволяет описывать экваториальные противотечения. В статье
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этот пробел в теоретических исследованиях частично восполняется. Было показано,
что редукция базовой системы уравнений, состоящей из уравнений Навье – Сток-
са и уравнения несжимаемости, для данного класса приводит к переопределенной
системе дифференциальных уравнений. Получено условие разрешимости данной си-
стемы. Показано, что построенные нетривиальные точные решения в общем случае
принадлежат классу квазиполиномов. Однако учет условия совместности, определя-
ющего разрешимость рассматриваемой переопределенной системы, приводит к тому,
что пространственные ускорения, характеризующие неоднородность распределение
поля скоростей течения, оказываются постоянными величинами. Также приводятся
точные решения для всех составляющих поля давления.

Ключевые слова: слоистые течения, сдвиговые течения, точные решения, пара-
метр Кориолиса, переопределенная система, условия совместности.

1. Введение

Исследование течений вращающихся жидкостей является предметом
изучения сравнительно молодой науки –– геофизической гидродинами-
ки [14; 19; 20; 35; 37]. Этот раздел механики жидкости как отдельная
научная дисциплина окончательно сформировался в 70-е гг. XX сто-
летия, когда в Пристонском университете Джозефом Смагоринским
была организована одноименная лаборатория [19;35–37]. Не будет пре-
увеличением сказать, что центральное место в геофизической гидроди-
намике занимает точное решение Экмана, описывающее установивше-
еся сдвиговое изобарическое течение вращающего океана бесконечной
глубины [27].

При построении точного решения Экман использовал традиционное
приближение ускорения Кориолиса: пренебрегал вторым параметром
Кориолиса [27]. Фактически это означало пренебрежение вертикальной
скоростью жидкости, поскольку она много меньше характерных значе-
ний горизонтальных скоростей [14;20;27]. Нахождение двух компонент
скоростей осуществлялось из решения двух уравнений Навье – Сток-
са, дополненных уравнением несжимаемости [27]. Система уравнений,
записанная во вращающейся системе координат, является переопреде-
ленной. Экманом было указано нетривиальное точное решение систе-
мы уравнений Навье – Стокса и уравнения несжимаемости, которое
является суперпозицией точного решения Куэтта для каждой гори-
зонтальной скорости [26; 27]. Это решение многократно сравнивалось
с натурными наблюдениями [30;31;33] и экспериментальными данными
[13;17;28;38;39], обобщалось для слоя конечной глубины при различных
силах [2; 7–9;12;15;16;22;23].

Использование классического течения Экмана не позволяет описы-
вать экваториальные противотечения из-за пренебрежения вторым па-
раметром Кориолиса. В статьях [10; 24; 25; 34] были предложены ма-
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тематические модели для описания экваториальных изотермических
и конвективных противотечений при использовании нулевого первого
параметра Кориолиса. В этом случае система уравнений также пере-
определенная и описывает движение жидкости в инерциальной системе
координат. Течение жидкости в этом случае генерируется неоднород-
ными скоростями и напряжениями, которые в океанологии называют
параболический ветер [14;18].

В статье [11] впервые предложены точные решения для описания
неоднородного течения Экмана в случае учета первого параметра Ко-
риолиса. В [11] проведено исследование переопределенной системы
уравнений Навье – Стокса и уравнения несжимаемости для сдвиговых
течений вращающейся жидкости в классе Линя – Сидорова – Аристова
[1; 6; 21;29].

В данной статье восполняется пробел в теоретических исследованиях
течений типа Экмана с двумя параметрами Кориолиса с неоднородным
распределением скоростей или касательных напряжений на одной или
обеих границах бесконечного слоя жидкости конечной глубины.

2. Постановка задачи

Рассмотрим установившееся течение вязкой несжимаемой жидко-
сти, вращающейся с однородной (постоянной) угловой скоростью Ω.
Полагаем, что вращение жидкости описывается двумя параметрами
Кориолиса [14; 18], т. е. вектор угловой скорости в выбранной системе
координат имеет следующий вид:

Ω =
1

2
(0, f2, f1) .

Величины f1 = 2Ω sinφ, f2 = 2Ω cosφ — это соответственно первый и
второй параметры Кориолиса. Они характеризуют положение (геогра-
фическую широту φ) вращающейся системы координат. При этом во
многих работах вторым параметром Кориолиса принято пренебрегать
в средних широтах, обосновывая этот выбор тем, что в океане вер-
тикальные скорости много меньше горизонтальных. В данной работе
второй параметр также может локально обращаться в нуль, но при этом
вектор угловой скорости не является тождественно равной нулю вели-
чиной. Исследование такого рода течений осуществляется посредством
интегрирования системы уравнений, состоящей из уравнения Навье –
Стокса и уравнения несжимаемости [19;20]:

(V,∇) V + 2Ω×V = −∇P + ν4V,

∇ ·V = 0. (2.1)
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Здесь V = (Vx (x, y, z, t) , Vy (x, y, z, t) , Vz (x, y, z, t)) –– вектор скорости
течения во вращающейся системе координат; P (x, y, z, t) –– нормиро-
ванное на плотность редуцированное давление, полученное из истинно-
го давления p вычитанием центробежной составляющей

1

2
ρ ((Ω× r) , (Ω× r))

и учетом потенциальных массовых сил; r = (x, y, z) — радиус-вектор; ν
–– кинематическая вязкость жидкости; ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)T , 4 =
∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2 — операторы Гамильтона и Лапласа соответ-
ственно. При этом сила Кориолиса (сила инерции) 2Ω×V определяется
символическим определителем:

2Ω×V =

∣∣∣∣∣∣
i j k
0 f2 f1

Vx Vy Vz

∣∣∣∣∣∣ = (f2Vz − f1Vy) i + f1Vxj− f2Vxk.

В случае, когда установившееся движение вращающейся жидкости яв-
ляется сдвиговым (V = (Vx(x, y, z), Vy(x, y, z), 0)), система (2.1) в коор-
динатной форме записывается следующим образом:

Vx
∂Vx
∂x

+ Vy
∂Vx
∂y
− f1Vy = −∂P

∂x
+ ν

(
∂2Vx
∂x2

+
∂2Vx
∂y2

+
∂2Vx
∂z2

)
,

Vx
∂Vy
∂x

+ Vy
∂Vy
∂y

+ f1Vx = −∂P
∂y

+ ν

(
∂2Vy
∂x2

+
∂2Vy
∂y2

+
∂2Vy
∂z2

)
,

f2Vx =
∂P

∂z
,

∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

= 0. (2.2)

Учет второго параметра Кориолиса приводит к появлению силы инер-
ции в третьем уравнении системы (2.2), что означает невыполнение
гидростатического условия для течений вращающейся жидкости в срав-
нении с использованием традиционного приближения для угловой ско-
рости. Система (2.2) является квадратично нелинейной (в виду наличия
в левых частях уравнений Навье – Стокса конвективной производной)
и переопределенной, поскольку число уравнений (четыре) в ней превос-
ходит число неизвестных функций (Vx, Vy, P ).

Очевидно, что системе (2.2) удовлетворяет тривиальное решение
Vx = Vy = P = 0. Для нахождения точного решения системы (2.2),
отличного от нулевого, рассмотрим далее поле скоростей, линейным
образом зависящее от продольных (горизонтальных) координат x и y,
и поле давление, являющееся квадратичной формой этих же координат
[1; 4–6;10;21;29] :

Vx = U (z) + u1 (z)x+ u2 (z) y, Vy = V (z) + v1 (z)x+ v2 (z) y, (2.3)
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P = P0 (z)+P1 (z)x+P2 (z) y+P12 (z)xy+P11 (z)
x2

2
+P22 (z)

y2

2
. (2.4)

Заметим, что коэффициенты линейных форм (2.3) и квадратичной фор-
мы (2.4) относительно горизонтальных координат x, y зависят от вер-
тикальной (поперечной) координаты z.

Подставим далее выражения (2.3)–(2.4) в систему уравнений (2.2) и
приравняем коэффициенты при соответствующих степенях независи-
мых переменных x и y. В результате получим систему обыкновенных
дифференциальных уравнений для определения неизвестных функци-
ональных коэффициент форм (2.3), (2.4):

P ′12 = P ′11 = P ′22 = 0; (2.5)

u1u2 + u2v2 − f1v2 = −P12 + νu′′2, u1v1 + v1v2 + f1u1 = −P12 + νv′′1 ,

u2
1 + u2v1 − f1v1 = −P11 + νu′′1, u2v1 + v2

2 + f1u2 = −P22 + νv′′2 ,

u1 + v2 = 0; (2.6)

P ′1 = f2u1, P ′2 = f2u2; (2.7)

Uu1 + V u2 − f1V = −P1 + νU ′′, Uv1 + V v2 + f1U = −P2 + νV ′′; (2.8)

P ′0 = f2U. (2.9)

Дифференцирование в системе уравнений (2.5)–(2.9) ведется по пере-
менной z. Заметим, что семейство точных решений (2.3), (2.4) ранее
использовалось для описания течений жидкости в инерциальных си-
стемах координат [10; 11; 24; 25; 34] . Для вращающихся жидкостей с
вектором угловой скорости, направленным в противоположную сторону
по отношению к ускорению свободного падения, использовался част-
ный случай поля скоростей (2.3) Vx = U (z) − Ωy, Vy = V (z) + Ωx,
который соответствовал во вращающейся системе координат точному
решению Экмана Vx = U (z), Vy = V (z). Таким образом, представления
гидродинамических полей (2.3), (2.4) формируют новый класс точных
решений для уравнений геофизической гидродинамики, пригодный для
описания неоднородных течений.

В систему (2.5)–(2.9) входят двенадцать неизвестных (компоненты
линейных форм (2.3) и квадратичной формы (2.4)), связанные трина-
дцатью уравнениями. Переход для класса (2.3)-(2.4) от системы уравне-
ний в частных производных (2.2) к эквивалентной системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (2.5)–(2.9) сохраняет свойство пере-
определенности, наследуя при этом нелинейные свойства системы (2.2).
В этом случае поиск нетривиального точного решения системы (2.2)
эквивалентен анализу разрешимости системы (2.5)–(2.9).

Согласно системе (2.5), компоненты P12, P11, P22 поля давления яв-
ляются постоянными величинами и могут быть однозначным образом
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найдены из граничных условий. Заметим также, что неизвестные в
системах (2.7), (2.8) и (2.9) могут быть найдены непосредственным ин-
тегрированием, если будет известно решение системы (2.6) для про-
странственных ускорений u1, u2, v1, v2. Таким образом, разрешимость
системы уравнений (2.5)–(2.9) сводится к разрешимости изолированной
системы (2.6).

3. Анализ разрешимости системы уравнений

После того, как коэффициенты P12, P11, P22 при старших членах
квадратичной формы будут определены из граничных условий, систе-
ма (2.6) станет неоднородной нелинейной системой дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами относительно пространст-
венных ускорений u1, u2, v1, v2.

Путем попарного сложения (и вычитания) первого уравнения систе-
мы (2.6) со вторым, а третьего уравнения этой системы -— с четвертым,
систему (2.6) можно привести к эквивалентному виду:

v′′1 = u′′2, νu′′2 = P12 + f1u1, 2νu′′1 = P11 − P22 − f1 (u2 + v1) , (3.1)

P11 + P22 + 2u2
1 + 2u2v1 + f1 (u2 − v1) = 0. (3.2)

Решение уравнений системы (3.1) определяет общий вид пространствен-
ных ускорений u1, u2, v1. При этом полученные решения должны быть
согласованы между собой в силу уравнения (3.2).

Двукратное дифференцирование второго уравнения системы (3.1) с
учетом третьего уравнения этой системы приводит к линейному диф-
ференциальному уравнению:

νu
(4)
2 =

f1

2ν
[P11 − P22 − f1 (u2 + v1)] . (3.3)

При этом линейная связь между компонентами v1, u2 поля скоро-
стей (2.3) определяется из первого уравнения системы (3.1):

v1 = u2 + c1z + c2. (3.4)

Подстановка этого соотношения в уравнение (3.3) приводит к обык-
новенному дифференциальному уравнению для определения простран-
ственного ускорения u2:

u
(4)
2 +

f2
1

ν2
u2 =

f1

2ν2
[P11 − P22 − f1 (c1z + c2)] . (3.5)

Решение уравнения (3.5) как неоднородного уравнения четвертого
порядка с постоянными коэффициентами, согласно [32] , определяется
следующей суммой:

u2 = c3 cosh (kz) cos (kz) + c4 cosh (kz) sin (kz) + c5 sinh (kz) cos (kz) +
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+c6 sinh (kz) sin (kz) + az + b.

здесь k4 = f2
1 /
(
4ν2
)
, a = −c1/2, b = (P11 − P22 − f1c2) / (2f1). Учиты-

вая соотношение (3.4), получим точное решение для пространственного
ускорения v1:

v1 = c3 cosh (kz) cos (kz) + c4 cosh (kz) sin (kz) + c5 sinh (kz) cos (kz) +

+c6 sinh (kz) sin (kz) + (a+ c1) z + (b+ c2) .

Из второго уравнения системы (3.1) находим вид решения для про-
странственного ускорения u1:

u1 =
νu′′2 − P12

f1
.

Далее подставим найденные решения уравнений системы (3.1) в ал-
гебраическое условие совместности (3.2). Согласно методу неопределен-
ных коэффициентов [3], условие (3.1) сводится к тождеству:

c2
2f

2
1 + 2c2f

3
1 − P 2

11 − 4P 2
12 − 2f2

1 (P11 − P22) + 2P11P22 + P 2
22 = 0. (3.6)

При этом c1 = c3 = c4 = c5 = c6 = 0.
Подстановка нулевых значений коэффициентов c1, c3, c4, c5, c6 в точ-

ные решения для компонент u1, u2, v1, v2 приводит к окончательному
виду (общему решению):

u1 = −P12

f1
, u2 = b =

P11 − P22 − f1c2

2f1
,

v1 = b+ c2 =
P11 − P22 + f1c2

2f1
, v2 =

P12

f1
. (3.7)

Заметим, что все пространственные ускорения оказались в силу усло-
вия (3.2) постоянными функциями, часть из которых зависит от значе-
ния параметра c2, определяемого соотношением (3.6).

4. Интегрирование переопределенной системы (2.5)–(2.9)

Итак, анализ условий разрешимости переопределенной системы (2.6)
позволил определить ее точное решение. Опираясь на полученное ре-
шение (3.7), проинтегрируем оставшиеся уравнения систем (2.7)–(2.9).

Уравнения системы (2.7) являются линейными неоднородными
обыкновенными дифференциальными уравнениями с постоянными ко-
эффициентами. Их решение находится непосредственным интегрирова-
нием по переменной z:

P1 = f2u1z + p1, P2 = f2u2z + p2. (4.1)
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Перейдем далее к системе уравнений (2.8) для определения однород-
ных компонент U, V поля скорости (2.3) и преобразуем ее следующим
образом:

νU ′′ − u1U − (u2 − f1)V = P1, νV ′′ + u1V − (v1 + f1)U = P2. (4.2)

Вид решения системы (4.2) зависит от значений коэффициентов u1, u2,
v1.

1) Пусть v1 +f1 = 0, тогда второе уравнение системы (4.2) запишется
следующим образом:

νV ′′ + u1V = P2. (4.3)

Таким образом, второе уравнение системы (4.2) становится изолиро-
ванным. После того, как будет найдено его решение (решение уравне-
ния (4.3)), непосредственным интегрированием первого уравнения си-
стемы (4.2) определяется выражение для компоненты U поля скоро-
сти (2.3). Решение неоднородного уравнения (4.3) зависит от величины
коэффициента u1:
1.1) Если u1 = 0, то

V =
f2u2

6ν
z3 +

p2

2ν
z2 + C2z + C1.

1.2) Если u1 > 0, то

V =
f2u2z + p2

u1
+ C1 sin

(
z

√
u1

ν

)
+ C2 cos

(
z

√
u1

ν

)
.

1.3) Если u1 < 0, то

V =
f2u2z + p2

u1
+ C1 sinh

(
z

√
|u1|
ν

)
+ C2 cosh

(
z

√
|u1|
ν

)
,

2) Пусть теперь v1+f1 6= 0, тогда из второго уравнения системы (4.2)
выразим скорость U :

U =
νV ′′ + u1V − P2

v1 + f1
(4.4)

и подставим в первое уравнение. Получим:

ν

(
νV ′′ + u1V − P2

v1 + f1

)′′
− u1

(
νV ′′ + u1V − P2

v1 + f1

)
− (u2 − f1)V = P1.

Элементарными преобразованиями это уравнение приводится к равно-
сильному виду:

V (4) − u2
1 + (u2 − f1) (v1 + f1)

ν2
V =

P1 (v1 + f1)− u1P2

ν2
. (4.5)
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После нахождения решения этого уравнения, пользуясь подстановкой
(4.4), определяем скорость U . Решение уравнения (4.5) зависит [32] от
значения коэффициента

S = −u
2
1 + (u2 − f1) (v1 + f1)

ν2
.

2.1) Если S = 0, то

V =
f2u1 (v1 + f1 − u2)

120ν2
z5+

p1 (v1 + f1)− u1p2

24ν2
z4+C4z

3+C3z
2+C2z+C1.

2.2) Если S > 0, то

V = C1 cosh (kz) cos (kz) + C2 cosh (kz) sin (kz) +

+C3 sinh (kz) cos (kz) + C4 sinh (kz) sin (kz) +
P1 (v1 + f1)− u1P2

Sν2
,

здесь k4 = S/4.
2.3) Если S < 0, то

V = C1 cos (kz) + C2 sin (kz) + C3 cosh (kz) +

+C4 sinh (kz) +
P1 (v1 + f1)− u1P2

Sν2
.

Таким образом, вне зависимости от значений управляющих парамет-
ров (случаи 1.1)–2.3)) получено точное решение для однородных скоро-
стей U и V . Далее, интегрируя уравнение (2.9), находим однородную
составляющую поля давления (2.4) — фоновое давление P0. Следова-
тельно, будет построено точное (аналитическое) решение переопреде-
ленной системы (2.5)–(2.9) для любого сочетания значений задаваемых
параметров.

Полученные выражения для неизвестных функций, входящих в точ-
ное решение (2.3), (2.4), описывают слоистые и сдвиговые течения с уче-
том двух параметров Кориолиса для вращающейся жидкости. Условие
разрешимости (3.6) переопределенной системы уравнений (2.5)–(2.9),
равносильной системе (2.2) в рамках класса точных решений (2.3), (2.4),
задает область применимости точного решения для задач геофизиче-
ской гидродинамики. Данное решение позволит теоретически исследо-
вать экваториальные градиентные противотечения вращающейся жид-
кости при однородном и параболическом распределении касательных
напряжений и скоростей на границе атмосферы и океана. Точные ре-
шения (2.3), (2.4) также будут служить тестовым примером для апро-
бации и верификации численных расчетов. Отметим, что полученные
формулы показывают ветвление решения в зависимости от величин
неоднородности ветра (пространственных ускорений) и квадратичных
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слагаемых давления, определяющих вид квадрик изолиний этого по-
ля. При изменении этих параметров и пренебрежении временем выхо-
да на установившийся режим можно говорить о теоретическом описа-
нии скачкообразного изменения профиля скоростей в исследуемом слое
жидкости.

5. Заключение

В статье исследована переопределенная система уравнений Навье –
Стокса и уравнения несжимаемости, описывающая сдвиговое течение
вращающейся жидкости. Сила инерции в уравнениях Навье – Сток-
са описывается при помощи двух параметров Кориолиса. Приведен
класс точных решений, описывающий неоднородные течения. В рамках
этого класса точных решений исследована разрешимость уравнений
движения и построено точное решение, описывающее поле скоростей
и поле давления, вид которого зависит от величин коэффициентов,
формирующих неоднородность поля скорости.
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A Class of Exact Solutions for Two–Dimensional Equations
of Geophysical Hydrodynamics with Two Coriolis Parame-
ters

N. V. Burmasheva1,2, E. Yu. Prosviryakov1,2

1 Institute of Engineering Science UB RAS, Ekaterinburg, Russian Federation
2 Ural Federal University, Ekaterinburg, Russian Federation

Abstract. The article proposes a class of exact solutions of the Navier–Stokes equa-
tions for a rotating viscous incompressible fluid. This class allows us to describe steady
shear inhomogeneous (i.e., depending on several coordinates of the selected Cartesian
system) flows. Rotation is characterized by two Coriolis parameters, which in a rotating
coordinate system leads to the fact that even for shear flows the vertical velocity is
nonzero. The inclusion of the second Coriolis parameter also clarifies the well-known
hydrostatic condition for rotating fluid flows, used in the traditional approximation of
Coriolis acceleration. The class of exact solutions allows us to generalize Ekman’s classical
exact solution. It is known that the Ekman flow assumes a uniform velocity distribution
and neglect of the second Coriolis parameter, which does not allow us to describe the
equatorial counterflows. In this paper, this gap in theoretical research is partially filled.
It was shown that the reduction of the basic system of equations, consisting of the
Navier-Stokes equations and the incompressibility equation, for this class leads to an
overdetermined system of differential equations. The solvability condition for this system
is obtained. It is shown that the constructed nontrivial exact solutions in the general case
belong to the class of quasipolynomials. However, taking into account the compatibility
condition, which determines the solvability of the considered overdetermined system,
leads to the fact that the spatial accelerations characterizing the inhomogeneity of the
distribution of the flow velocity field turn out to be constant. The article also provides
exact solutions for all components of the pressure field.

Keywords: layered flows, shear flows, exact solutions, Coriolis parameter, overde-
termined system, compatibility conditions.
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