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Аннотация. Обсуждаются проблемы моделирования спокойных русловых течений
малой мутности в пределах протяженных слабо искривленных участков. Представ-
лена методика получения упрощенных математических моделей, адекватно учиты-
вающих пространственный характер течения, основанная на методе малого парамет-
ра. В отличие от распространенных осредненных уравнений предлагаемые в статье
математические модели учитывают пространственную структуру течения, что поз-
воляет исследовать влияние формы дна и береговой линии русла, а также некоторых
внешних факторов (например, воздействие ветра) на особенности перемешивания и
распределения вещества в потоке.
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1. Введение

Особенности распространения вещества в речных потоках связаны с
тем, что поперечное сечение речного русла имеет существенно различ-
ные размеры в вертикальном и горизонтальном направлениях. (Отно-
шение между характерной глубиной и характерной шириной равнин-
ных рек колеблется в пределах от 0,1 до 0,005 [11].) Эти особенности
естественных водотоков могут быть использованы для значительно-
го упрощения математического описания процессов распространения
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вещества без существенной потери точности результатов моделирова-
ния, поэтому разработка редуцированных моделей, ориентированных
на природные водотоки и адекватно описывающих процесс рассеяния
пассивных примесей, является весьма актуальной задачей [5].

При моделировании потоков малой мутности рассматривают перенос
пассивной примеси, когда изменение концентрации вещества в потоке
не влияет на его гидродинамику — распределение скорости и давления
[1]. Это позволяет отделить задачу определения поля скорости пото-
ка от задачи определения концентрации вещества. Поскольку процесс
перемешивания в естественных водотоках определяется как диффу-
зией вещества, так и его переносом движущейся жидкостью, то гид-
родинамические характеристики течения играют здесь важную роль,
и скорость потока необходимо задавать так же точно, как и описы-
вать процесс диффузии. Другими словами, точность моделирования
гидродинамики течения должна быть согласована с точностью моде-
лирования диффузии, а математическая модель массопереноса должна
включать в себя как модель течения ("гидродинамическую подсисте-
му"), так и модель переноса и диффузии вещества ("концентрационную
подсистему").

В работе представлены редуцированные пространственно трехмер-
ные модели распространения пассивной неконсервативной примеси в
протяженном потоке, рассмотрена классификация их математических
моделей, предложенная ранее [9]. Модельные уравнения получены ме-
тодом малого параметра из уравнений Рейнольдса для несжимаемой
жидкости, замкнутых на основе гипотезы Буссинеска [7], и уравнения
диффузии распадающегося вещества в движущейся среде [8].

В отличие от предыдущих исследований автора в данной работе
при постановке задачи учитывается сила Кориолиса и показано, что
в базовом приближении ее влиянием можно пренебречь.

Предлагаемые модели учитывают пространственную структуру те-
чения, что позволяет исследовать влияние формы дна и береговой ли-
нии русла, а также некоторых внешних факторов (например, воздей-
ствие ветра) на особенности перемешивания и распределения вещества
в потоке [9].

2. Общие уравнения в безразмерных переменных

Рассмотрим распространение пассивной примеси в турбулентном
русловом потоке. Будем предполагать, что рассматриваемый участок
русла искривлен слабо. (Позже это предположение будет сформулиро-
вано математически.)

Введем прямоугольные декартовы координаты (x, y, z), как показано
на рис. 1.



36 К. А. НАДОЛИН

Рис. 1. Геометрия потока и система координат

Пусть свободная поверхность описывается уравнением z = ξ(x, y, t),
где ξ(x, y, t) — неизвестная функция. Дно потока будем считать задан-
ным соотношением z = h(x, y), где h(x, y) известная функция. Берега
будем считать либо заданными известными цилиндрическими поверх-
ностями y = l(x) и y = r(x), которые ортогональны плоскости xOy
(так обстоит дело, например, для искусственных каналов прямоуголь-
ного сечения), либо береговые линии для левого и правого берега опре-
деляются зависимостями y = l(x, t) и y = r(x, t) исходя из условия
ξ(x, y, t) = h(x, y) (так обстоит дело, например, для речных русел или
искусственных каналов трапециевидного сечения).

Функции y = l(x, t) и y = r(x, t) находятся, как неявно заданные,
из уравнения h(x, y) − ξ(x, y, t) = 0. Считается, что в любой момент
времени t при l(x, t) < y < r(x, t) выполнено условие h(x, y) > ξ(x, y, t),
т. е. отсутствуют острова или отмели.

Входное и выходное сечения будут определяться уравнениями x = 0
и x = Lx, соответственно, где Lx — протяженность рассматриваемого
участка потока.

Перейдем к безразмерным переменным, следуя [9]. Выберем в каче-
стве линейного масштаба по соответствующему направлению характер-
ную длину Lx, ширину Ly и глубину Lz потока. В дальнейшем отноше-
ния ε = Lz/Ly и δ = Ly/Lx будут предполагаться малыми. Различные
компоненты вектора скорости нормируем, используя разные масшта-
бы. Пусть Ux — характерная скорость в направлении x. За масштаб
скорости в направлении y примем Uy = δUx, а в направлении z, соот-
ветственно Uz = εUy = εδUx. В качестве масштаба измерения давления
выберем P = ρU2

x , а времени — T = Lx/Ux. Это означает, что чис-
ло Эйлера Eu = Pρ−1U−2

x и число Струхаля Sh = LzT
−1U−1

x для
рассматриваемых течений равны единице. (Заметим, что такое предпо-
ложение выполняется для широкого класса русловых потоков [11; 12].)
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За масштаб измерения концентрации примем максимальное значение
концентрации вещества в начальный момент времени max (C0).

Компоненты вектора угловой скорости, входящей в выражение для
силы Кориолиса, и вектора внешней нагрузки нормируются в соответ-
ствии с представлением

ω = (ω cos θx, δω cos θy, εδω cos θz)

f = (f cosψx, δf cosψy, εδf cosψz)

В безразмерных переменных уравнение конвекции-диффузии, где
конвективная часть управляется полем скорости турбулентного тече-
ния [8], имеет вид
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где dij = Dij (UzLz)
−1 , dij = dji — безразмерные коэффициенты тур-

булентного обмена; λ = γLxU
−1
x — параметр распада вещества.

Начальное и краевые условия запишем в виде
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где c0 = C0/max(C0), c
in = CinLx/max(C0) и cout = CoutLx/max(C0) —

заданные безразмерные функции.
Уравнения Рейнольдса для несжимаемой жидкости, замкнутые на

основе гипотезы Буссинеска и учитывающие действие силы Кориолиса
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[7], относительно безразмерных переменных имеют вид
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Здесь введены число Рейнольдса Re = ρUxLz/η̄, число Фруда Fr =
U2
x/gLz, число Россби Ro = Uz/2ωLx и безразмерная функция вяз-

кости ν(x, y, z) = η(x, y, z)/η̄, учитывающая турбулентность потока в
соответствии с гипотезой Буссинеска.

Начальные и краевые условия имеют вид
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где v0, a, и b – заданные векторные поля.
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Здесь νξ = ν(x, y, ξ) — значение функции турбулентной вязкости

на поверхности потока, κ = ϑ (η̄Ux)
−1 — капиллярный параметр, уг-

лы ψx и ψy определяют направление, а параметр F = fLz (η̄Ux)
−1 —

интенсивность ветровой нагрузки.
Уравнения (2.1)–(2.4), (2.5)–(2.16) содержат общую постановку зада-

чи о распространении пассивной примеси в турбулентном потоке, и их
решение представляет значительную трудность.

Для упрощения начально-краевых задач (2.1)–(2.4), (2.5)–(2.16) вос-
пользуемся тем, что характерной особенностью русловых потоков яв-
ляются их большая протяженность и малая, по сравнению с шириной,
глубина. Это означает, что параметры ε и δ можно считать малыми.

3. Классификация моделей русловых потоков

Уравнения (2.1)–(2.16), записанные в безразмерном виде и содержа-
щие параметры ε и δ, позволяют получать различные математические
модели русловых потоков [9]. Для этого требуется определить связь
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между указанными параметрами в соответствии с предположениями о
характере исследуемого течения.

В таблице 1 приведены различные варианты связи между парамет-
рами, которые могут быть использованы для характеристики русловых
потоков.

Таблица 1

Подстановка

Тип модели ε δ в уравнениях

(2.1)-(2.16)

1. мелкий протяженный поток o(1) O(ε) ε = δ

2. сверхмелкий протяженный поток o(δ) o(1) ε = δ2

3. мелкий сверхпротяженный поток o(1) o(ε) δ = ε2

4. мелкий широкий поток o(1) O(1) δ = 1

5. глубокий протяженный поток O(1) o(ε) ε = 1

6. существенно трехмерный поток O(1) O(1) ε = δ = 1

Например, понятие мелкого протяженного потока формализовано
предположением, что параметры ε и δ являются малыми величинами
одного порядка. Это означает, что ширина значительно превосходит
глубину потока, причем рассматривается течение на участке русла, дли-
на которого во столько же раз превосходит ширину потока, во сколько
раз ширина превосходит глубину. Считая ε и δ малыми параметрами
разных порядков малости, получим уравнения, описывающие мелкий
сверхпротяженный поток (δ = o(ε)) или сверхмелкий протяженный
поток (ε = o(δ)). Варианты, когда лишь один из параметров является
малым, отвечают случаям глубокого протяженного потока и мелкого
широкого потока. Заметим, что отказ от предположения о малости
как параметра ε, так и параметра δ приводит к общим трехмерным
уравнениям.

В качестве примера рассмотрим получение математической модели
мелкого протяженного потока. Полагая в (2.1)–(2.16) δ = ε, приходим
к уравнениям

∂c

∂t
+
∂cu

∂x
+
∂cv

∂y
+
∂cw

∂z
=
∂

∂z

(
d33

∂c

∂z

)
+ε

(
∂

∂y

(
d23

∂c

∂z

)
+

∂

∂z

(
d32

∂c

∂y

))
+

+ ε2
(
∂

∂x

(
d13

∂c

∂z

)
+

∂

∂z

(
d31

∂c

∂x

)
+

∂

∂y

(
d22

∂c

∂y

))
+

+ ε3
(
∂

∂x

(
d12

∂c

∂y

)
+

∂

∂y

(
d21

∂c

∂x

))
+ ε4

∂

∂x

(
d11

∂c

∂x

)
− λc. (3.1)

Начальные и граничные условия (2.2) во входном и выходном сечениях
сохраняются. Граничные условия на дне и на свободной поверхности
(2.3),(2.4) примут вид
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∂c

∂z
− ε2

∂h

∂y

∂c

∂y
− ε4

∂h

∂x

∂c

∂x

∣∣∣∣
z=h(x,y)

= 0,
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∂ξ

∂x

∂c

∂x

∣∣∣∣
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= 0.

(3.2)

Уравнения гидродинамической подсистемы (2.5)–(2.7) примут вид
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(3.3)
Уравнение неразрывности (2.8) остается прежним, как и начально-

краевые условия (2.9)–(2.13).
Динамические условия на свободной границе (2.14)-(2.16) примут

вид
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∂ξ

∂y
+ ε4

(
2
∂u

∂x

∂ξ

∂x
+
∂v

∂x

∂ξ

∂y
− ∂w

∂x

)
+

+ε4
κ

νξ

(
ε2
∂2ξ

∂x2
+
∂2ξ

∂y2

)
∂ξ
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(3.4)

где введены обозначения Fx = F cosψx, Fy = F cosψy.
Начально-краевая задача (3.1),(2.2),(3.2) образует концентрацион-

ную подсистему, а (3.3),(2.8)-(2.13),(3.4) – гидродинамическую подси-
стему математической модели перемешивания примеси в мелком про-
тяженном потоке.

4. Базовая модель мелкого протяженного потока

Наличие малого параметра в уравнениях русловых потоков, запи-
санных в безразмерных переменных, позволяет применить стандартную
технику разложения неизвестных величин в асимптотические ряды

c = c0 + εc1 + ε2c2 + · · ·
u = u0 + εu1 + ε2u2 + · · ·
v = v0 + εv1 + ε2v2 + · · ·
w = w0 + εw1 + ε2w2 + · · ·
p = p0 + εp1 + ε2p2 + · · ·
ξ = ξ0 + εξ1 + ε2ξ2 + · · ·

(4.1)

и свести исходные нелинейные задачи к рекуррентной последовательно-
сти линейных начально-краевых задач. При этом уравнения для глав-
ных членов можно рассматривать как редуцированные трехмерные ма-
тематические модели, описывающие соответствующие разновидности
русловых потоков.

Применение такого подхода основывается на условии, что в урав-
нениях, записанных в безразмерном виде, величина слагаемых опреде-
ляется стоящими при них параметрами. Для неизвестных величин и
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их производных это обеспечивается выбором масштабов, а для формы
русла (в исходной геометрии) требуется выполнение условий

∂h

∂x
= O(εδ),

∂h

∂y
= O(ε)

что и означает слабую искривленность потока.
Модель мелкого протяженного потока. В качестве примера рас-

смотрим получение редуцированной математической модели мелкого
протяженного потока.

Как было показано в предыдущем разделе, начально-краевая задача
(3.1), (2.2), (3.2) образует концентрационную подсистему, а (3.3), (2.8)-
(2.13), (3.4) – гидродинамическую подсистему полной математической
модели перемешивания примеси в мелком протяженном потоке.

Будем искать решение этих подсистем в виде рядов (4.1) по степеням
параметра ε. Подставляя (4.1) в (3.1)-(3.3), (2.2), (2.8)-(2.13), (3.4) и
группируя слагаемые, содержащие старшие члены разложения (4.1),
получим уравнения первого приближения, которые назовем базовой ма-
тематической моделью перемешивания примеси в мелком протяжен-
ном потоке

∂c0
∂t

+
∂c0u0
∂x

+
∂c0v0
∂y

+
∂c0w0

∂z
=

∂

∂z

(
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∂c0
∂z
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∣∣
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= c0,
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∂x

∣∣∣∣
x=0

= cin,
∂c0
∂z

∣∣∣∣
z=h

=
∂c0
∂z

∣∣∣∣
z=ξ0

= 0,

(4.2)

∂
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= −GI, ∂
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(
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)
= Re
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∂v0
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,

∂p0
∂z
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G

Re
,
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= 0,
∂u0
∂z

∣∣∣∣
z=ξ0

= −Fx

νξ0
,

∂v0
∂z

∣∣∣∣
z=ξ0

= −Fy

νξ0
,

u0 = v0 = w0

∣∣
z=h

= 0,

(4.3)

∂ξ0
∂t

+ u0
∂ξ0
∂x

+ v0
∂ξ0
∂y

− w0

∣∣∣∣
z=ξ0

= 0. (4.4)

Здесь νξ0 = ν(x, y, ξ0) и введены гравитационный параметр

G = ReFr−1 cosϕ

и уклон потока I = tgϕ.
Уравнения (4.2),(4.3) содержат не все производные по сравнению с

исходными уравнениями (3.1),(3.3), и поэтому некоторые из начально-
краевых условий должны быть отброшены или заменены интеграль-
ными соотношениями. Также отметим, что в уравнения (4.2) не вошли
слагаемые, связанные с действием силы Кориолиса.
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Система (4.2)–(4.4) является базовой математической моделью пере-
мешивания. Уравнения (4.2) образуют концентрационную подсистему,
а (4.3),(4.4) — гидродинамическую подсистему базовой модели.

Здесь важно отметить, что гидродинамическая подсистема решается
независимо от концентрационной подсистемы, но они согласованы по
точности приближения. В этом методологическое отличие от некото-
рых исследований, когда рассматривается лишь задача для концентра-
ции вещества, а скорость потока считается известной и исключается из
рассмотрения.

Решение уравнений гидродинамической подсистемы (4.3) может
быть явно записано в квадратурах

p0 = GRe−1(z − ξ0), ξ0 = ξ0(x, y, t), u0 = GI (J2 − ξ0J1) + FxJ1,

v0 = G
∂ξ0
∂y

(J2 − ξ0J1) + FyJ1,

w0 = G

(
I
∂

∂x
(J4 − ξ0J3) +

∂

∂y

(
(J4 − ξ0J3)

∂ξ0
∂y

))
+ Fx

∂J3
∂x

+ Fy
∂J3
∂y
(4.5)

где введены обозначения

J1(x, y, z) =

h(x,y)∫

z

dτ

ν(x, y, τ)
, J2(x, y, z) =

h(x,y)∫

z

τdτ

ν(x, y, τ)
,

J3(x, y, z) =

h(x,y)∫

z

J1(x, y, τ)dτ, J4(x, y, z) =

h(x,y)∫

z

J2(x, y, τ)dτ.

Поскольку закон изменения турбулентной вязкости ν(x, y, z) в потоке
должен быть задан, величины Ji(x, y, z), i = 1,2,3,4 следует считать
известными функциями.

Давление и компоненты скорости в (4.5) выражены через возвыше-
ние свободной поверхности ξ0, которое определяется из кинематическо-
го краевого условия (4.4).

Подставляя выражения (4.5) в кинематическое краевое условие (4.4),
получим

∂ξ0
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[
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)
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)
(4.6)

Известия Иркутского государственного университета.
2020. Т. 31. Серия «Математика». С. 34–48



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ МАССОПЕРЕНОСА В РУСЛОВЫХ ПОТОКАХ 45

Здесь функции Ji, i = 1,2,3,4 и их производные вычислены на свободной
границе при z = ξ0.

Для уравнения (4.6) надо задать начальную форму свободной по-
верхности, а также граничные условия во входном створе x = 0 и на
берегах потока, которые могут быть, согласно постановке задачи, либо
фиксированными и заданными, либо должны определяться из условия
h(x, y)− ξ(x, y, t) = 0, т.е. являются нестационарными и неизвестными.

Численные результаты моделирования гидродинамики и пассивного
массопереноса для мелких протяженных русловых потоков на основе
упрощенной модели (4.2)-(4.4) представлены в [6; 10].

5. Уравнения для поправок

Использование метода малого параметра для получения редуциро-
ванных математических моделей русловых потоков приводит к рекур-
рентной последовательности линейных начально-краевых задач. Урав-
нения для главных членов разложения неизвестных величин по степе-
ням малого параметра мы называем базовой математической моделью.
Именно базовые модели предлагается использовать при моделирова-
нии массопереноса в естественных водотоках разных типов (см. табл.).
Уравнения для последующих членов разложения неизвестных вели-
чин по степеням малого параметра являются поправочными и могут
быть использованы для уточнения результатов, полученных на основе
базовых моделей.

Уравнения для поправок остаются линейными, но оказываются весь-
ма громоздкими, причем эта громоздкость возрастает с ростом порядка
рассматриваемых поправок (т.е. учитываемой степени малого парамет-
ра).

Проведенные вычислительные эксперименты [2]- [4] показали, что
поправки к базовым моделям, как и следовало ожидать, весьма малы и
не оказывают заметного влияния на результаты, полученные на основе
базовых моделей. Поэтому уравнения для поправок не имеют практи-
ческого значения при моделировании водных объектов. Однако анализ
уравнений для поправок может быть полезен для лучшего понимания
роли и оценки вклада того или иного члена математической модели
руслового потока в решение задачи моделирования.

6. Заключение

Модельные уравнения, полученные выше, описывают распростране-
ние пассивной примеси в русловых потоках как пространственно трех-
мерный процесс, при этом они существенно проще полных трехмерных
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уравнений, а в некоторых случаях — и двумерных [2]. Упрощение свя-
зано с тем, что рассматриваются протяженные мелководные и слабо ис-
кривленные русловые потоки, которые не являются существенно трех-
мерными объектами (хотя, конечно, их нельзя считать и одномерными
течениями).

Обратим внимание на ряд моментов, важных для правильного пони-
мания области применимости, которая соответствует полученным мо-
делям.

Во-первых, при получении моделей используется методика формаль-
ной оценки малости членов уравнений, на основе степеней малого па-
раметра, входящих в эти члены. При этом исходные полные трехмер-
ные уравнения должны быть записаны в безразмерной форме так, что-
бы неизвестные безразмерные функции и их производные были по-
рядка O(1). Правильный выбор масштабов безразмерных величин для
конкретного потока должен обеспечить выполнение этого условия и
определить, какой тип модели в классификации таблицы может быть
использован.

Во-вторых, слабая искривленность потока означает, что (в размер-
ных величинах) производная функции h(x, y) по переменной y должна
быть порядка δ, а производная по переменной x — порядка εδ.

В-третьих, рассматриваются “медленные” потоки, т. е. в размерных
величинах производная продольной скорости по времени должна быть
порядка εδ. Поэтому в модельных уравнениях гидродинамическая под-
система оказывается стационарной, или слабо зависящей от времени в
силу возможной нестационарности свободной границы.

И наконец, для первых четырех типов потоков (см. таблицу) урав-
нения редуцированных моделей в первом приближении оказываются
весьма близки между собой, хотя присутствуют и некоторые различия.
Для уточнения результатов следует рассматривать уравнения для по-
правок — членов более высокого порядка. Выписать эти уравнения не
составляет труда, и не приведены они лишь из-за своего громоздкого
вида. Уравнения поправок остаются линейными, причем несмотря на их
внешнее различие для потоков разных типов, влияние самих поправок
на поля скорости и концентрации оказывается незначительным.
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On a Family of Mathematical Models of Adequate Com-
plexity, Describing Passive Mass Transfer in Calm Streambed
Flowes

K. A. Nadolin

Southern Federal University, Rostov-on-Don, Russian Federation

Abstract. The problems of modeling calm and shallow streambed flows of low tur-
bidity within elongated and weakly curved sections are discussed. A technique based on
the small parameter method of obtaining simplified mathematical models that adequately
take into account the spatial nature of the flow is presented. In contrast to the widespread
averaged models, the equations of mathematical models described in the article take into
account the spatial structure of the flow, which allows us to study the influence of the
shape of the bottom and coastline of the channel, as well as some external factors (for
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example, the wind) on the characteristics of mixing and distribution of matter in the
stream.

Keywords: mathematical model, streambed flow, turbulence, free surface, small
parameter technique, passive admixture.
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