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Аннотация. Исследуется строение конечных квазиполей с ассоциативными сте-
пенями. Это прежде всего ассоциативные квазиполя, называемые почти-полями. К
ним относят также квазиполя Муфанг, у которых лупы ненулевых элементов есть,
по определению, лупы, введенные Рут Муфанг в 1935 г.

В работе приводятся основные определения, связанные с квазиполями. Показы-
вается, что единица любого конечного (правого) квазиполя Q порождает простое
подполе P , и Q всегда есть левый модуль над P , а двусторонний — не всегда. Как
следствие, найдено новое доказательство известного утверждения: простое подполе
конечного полуполя всегда лежит в центре. В то же время выявляются конечные
почти-поля с простым подполем, не лежащим в центре. Известный вопрос о мак-
симальных подполях конечных квазиполей полностью решен для класса конечных
почти-полей порядка pr с простыми числами p и r.

В решении вопросов о максимальных подполях и спектрах групповых порядков
ненулевых элементов конечных квазиполей Муфанг предлагается использовать из-
вестные аналоги теоретико-групповых теорем Лагранжа и Силова. Перечислены все
возможные двузначные порядки собственных квазиполей Муфанг.
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1. Введение

Исследования проективных плоскостей и координатизирующих ква-
зиполей, проводимые уже более века, тесно связаны [13; 16; 20]. С се-
редины прошлого века они используют компьютерные вычисления и
отражались в 2007 г. в обширном обзоре [14].

В то же время строение даже известных собственных (или не яв-
ляющихся полем) конечных квазиполей изучено мало. Более изучены
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конечные квазиполя с ассоциативными степенями. Вопросы о макси-
мальных подполях и спектрах порядков ненулевых элементов конечных
квазиполей в последние годы отмечались на конференциях [17], статьях
[18] и [19] (вопросы (А) и (С)); там же отражаются их исследования
для отдельных полуполей и квазиполей малых порядков.

В § 2 мы доказываем, что единица конечного (правого) квазиполя
Q порождает простое подполе P , и Q всегда есть левый модуль над
P (Лемма 2). Как следствие, найдено новое доказательство известно-
го утверждения: простое подполе конечного полуполя всегда лежит в
центре (Следствие 2). В то же время найдено конечное почти-поле с
простым подполем, не лежащим в центре, и выявляется, что существу-
ет точно четыре конечных почти-поля с таким аномальным свойством
(Пример 1 и Замечание 1).

Описание под-почти-полей конечного почти-поля Диксона ранее бы-
ло установлено в работах [5; 6] и [9]. Опираясь на этот результат, мы
полностью решаем отмеченный выше вопрос (А) для класса конечных
почти-полей порядка pr с простыми числами p и r (Теорема 3).

В решении вопросов (А) и (С) из [19] для конечных квазиполей
Муфанг (у них, по определению, лупы ненулевых элементов — это
лупы, введенные Рут Муфанг в 1935 г.) в § 4 предлагается исполь-
зовать известные аналоги из [10;11] и [12] теоретико-групповых теорем
Лагранжа и Силова. Основная в этом параграфе теорема 6 перечисляет
все возможные двузначные порядки собственных квазиполей Муфанг.

2. Простое подполе конечных квазиполей

Множество L с бинарной операцией · называется лупой, если в (L, ·)
существует нейтральный элемент и уравнения a · x = b и x · a = b одно-
значно разрешимы при любых a, b ∈ L, [2], [1]. В частности, группа —
это ассоциативная лупа.

Отказываясь в определении поля от коммутативности, приходим к
понятию тела. Отбрасывая также требования ассоциативности, прихо-
дим к понятию полуполя. К более общему понятию приводит ослабле-
ние дистрибутивности, см. [20], [13].

Определение 1. Множество Q = (Q,+, ·) с бинарными операция-
ми сложения + и умножения · называют правым квазиполем, если
выполняются следующие условия:

1) (Q,+) — абелева группа;

2) Q∗ = (Q\{0}, ·) — лупа;

3) x · 0 = 0 для любого x ∈ Q;
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4) выполняется правый дистрибутивный закон (x+y) ·z = x ·z+y ·z
для любых x, y, z ∈ Q;

5) если a, b, c ∈ Q и a 6= b, то уравнение x · a = x · b + c однозначно
разрешимо в Q.

Левое квазиполе определяют аналогично. Согласно теореме 7.3
Д. Хьюгеса и Ф. Пайпера [13], для конечного правого квазиполя ак-
сиома 5 вытекает из аксиом 1–4, то есть является излишней. Далее,
говорим «квазиполе» вместо «правое квазиполе».

Нам потребуются леммы о простом подполе.

Лемма 1. Любая абелева аддитивная группа A = (A,+) превращает-
ся в двусторонний Z-модуль, если для элементов x ∈ A и целых чисел
k > 0 полагать 0x := 0 = x0 и

kx := x+ x+ . . . + x︸ ︷︷ ︸
k раз

= xk, (−k)x := −(kx) = x(−k).

Доказательство. Из ассоциативности сложения в группе A и соотно-
шения kx = xk для любых x, y ∈ Q и k,m ∈ Z вытекают следующие
равенства:

k(mx) = (km)x = x(km) = (xk)m, (k +m)x = kx+mx = x(k +m).

Используя также коммутативность сложения для любых x, y ∈ Q и
k,m ∈ Z, получаем

k(x+ y) = kx+ ky = (x+ y)k.

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть Q — правое квазиполе с единицей e. Тогда:

а) отображение π : k → ke (k ∈ Z) есть гомоморфизм в Q кольцаZ целых чисел;

б) Q — левый π(Z)-модуль, и либо π(Z) ∼= Z, либо π(Z) ∼= Zp для
простого числа p.

Доказательство. Очевидно, что для любых k,m ∈ Z имеем:

π(k +m) = (k +m)e = ke+me = π(k) + π(m).

Отображение π сохраняет также операцию умножения целых чисел –
π(km) = π(k)π(m), так как

ke ·me = k
(
e · (me)

)
= e ·me+ e ·me+ . . . + e ·me︸ ︷︷ ︸

k раз

=
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= me+me+ . . . +me︸ ︷︷ ︸
k раз

= k(me) = (km)e (k,m ∈ Z).
Поэтому π является гомоморфизмом в Q кольца Z целых чисел, и
утверждение а) леммы доказано.

Свойства коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности
кольца при гомоморфизмах сохраняются. Поэтому π(Z) = {ke|k ∈ Z} —
ассоциативное коммутативное подкольцо в Q, аддитивно порождаемое
единицей, причем ненулевое, так как e 6= 0.

В силу известной теоремы о гомоморфизмах колец, кольцо π(Z)
изоморфно фактор-кольцу кольца Z по ядру Ker(π) гомоморфизма π.
Если ядро гомоморфизма π нулевое, то π(Z) ∼= Z. Когда Ker(π) 6= 0,
подкольцо π(Z) изоморфно конечному кольцу вычетов кольца Z и не
имеет делителей нуля, как подмножество в Q. Следовательно, π(Z)
изоморфно простому подполю Zp для некоторого простого числа p.
Cуществует p > 0 такое, что pe = 0, и p является минимальным. Тогда
p — простое число и p = km. Получаем, что π(Z) ∼= Zp.

Наконец, следующие равенства показывают, что Q есть левый π(Z)-
модуль и завершают доказательство:

me · x = m(ex) = mx,

(ke) · (me · x) = k(e · (me · x)) = (km)x = (ke ·me) · x,

me · (x+ y) = m(x+ y) = mx+my = (me · x) + (me · y),

(ke+me)x = (ke)x+ (me)x = k(ex) +m(ex) = ((k +m)e)x.

Из утверждения б) доказанной леммы сразу же вытекает

Следствие 1. Порядок |Q| всякого конечного квазиполя Q есть сте-
пень простого числа, равного порядку простого подполя π(Z).

По аналогии с леммой 2 показывается, что левое квазиполе явля-
ется правым π(Z)-модулем. Произвольное полуполе является кольцом,
а потому и двусторонним π(Z)-модулем. Как следствие, для конечных
полуполей отсюда вытекает

Следствие 2. В конечном полуполе S простое подполе всегда лежит
в центре.

Доказательство. Пусть P — простое подполе полуполя S, т. е.

P = π(Z) = {e, 2e, . . . , (p− 1)e, pe = 0}.
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Докажем, что центр полуполя S содержит P . Требуемые равенства
(ke)x = x(ke) вытекают при любых ke ∈ P ∗ и x ∈ S из равенств:

(ke)x = (e+ . . . + e)︸ ︷︷ ︸
k раз

x = ex+ . . . + ex︸ ︷︷ ︸
k раз

= x+ . . . + x︸ ︷︷ ︸
k раз

,

x(ke) = x (e+ . . . + e)︸ ︷︷ ︸
k раз

= xe+ . . . + xe︸ ︷︷ ︸
k раз

= x+ . . . + x︸ ︷︷ ︸
k раз

.

Полученное следствие дает новое доказательство известного утвер-
ждения; ранее (см., например, [14, Замечание 5.56]) утверждение след-
ствия 2 устанавливалось с помощью понятий правого, левого и среднего
ядер полуполя.

В следующем параграфе мы укажем примеры квазиполей (даже сре-
ди почти-полей), в которых простое подполе не лежит в центре.

3. Максимальные подполя конечных почти-полей

Всякое ассоциативное квазиполе называют почти-полем [2]. Ясно,
что собственное конечное почти-поле, в отличие от полуполей, не обя-
зано даже быть кольцом.

В этом параграфе, опираясь на классификацию Цассенхауза конеч-
ных почти-полей, мы исследуем для них вопрос (A) из [19] о максималь-
ных подполях. Вместе с тем укажем примеры почти-полей, в которых
простое подполе не лежит в центре.

В 1936 г. Цассенхауз [22] описал все конечные почти-поля, связывая
с каждым из них определенную 2-транзетивную группу; см. также [2,
Глава 20].

Рассмотрим кратко эту связь. Группу G подстановок множества Ω
называют 2-транзитивной, если любая пара символов из Ω переводит-
ся подходящей подстановкой T ∈ G в фиксированную (произвольно)
пару символов из Ω. Когда каждая такая подстановка T определена
однозначно (так что только единичная подстановка оставляет непо-
движными 2 символа), группу G называют точно 2-транзитивной.

Пусть G — конечная точно 2-транзитивная группа подстановок мно-
жества Ω. Построим алгебраическую систему K = (Ω,+, ·) на мно-
жестве Ω. Один символ этой системы считаем нулем 0, а другой —
единицей 1, так что при любом a ∈ Ω имеем

a+ 0 = a = 0 + a, 0a = 0 = a0, a1 = a = 1a.

Подгруппу всех подстановок, оставляющих на месте символ 0, обозна-
чим через M .
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Известно [2, § 20.7], [22], что при x, y ∈ Ω, в G существует не более
одной подстановки, переводящей x в y и переставляющей все символы.
Кроме того, подстановки в G, переставляющие все символы, образуют
вместе с единичной подстановкой инвариантную абелеву подгруппу A,
транзитивную на Ω. Если b, x ∈ Ω, то в подгруппе A существует и
единственна подстановка

Ab =

(
0 . . . x . . .
b . . . y . . .

)
.

Полагая y = x + b, получаем корректно определенное сложение на
Ω. Для ненулевых элементов m,x, y ∈ Ω однозначно определены в G
подстановка

Mm =

(
0 1 . . . x . . .
0 m . . . y . . .

)
,

а поэтому и произведение y = xm (x,m ∈ Ω\{0}). Тем самым сложение
и умножение определены на Ω корректно, причем

AaAb = Aa+b, MmMt =Mmt,

M−1
m A1Mm = Am, M−1

t AmMt = Amt (a, b,m, t ∈ Ω, mt 6= 0).

Более того, согласно [2, Теорема 20.7.1], алгебраическая система
K = (Ω,+, ·) есть почти-поле,

(K,+) ≃ A, K∗ := (K \ {0}, ·) ≃M,

а группа его линейных преобразований y = xm+ b, m 6= 0, изоморфна
группе G. Обратно: группа указанных подстановок элементов любого
конечного почти-поля K является точно 2-транзитивной.

В [2, Лемма 20.7.К4] доказана

Лемма 3. Силовская r-подгруппа Sr группы M является цикличе-
ской, или при r = 2 и подходящем n ≥ 3 обобщенной кватернионной

〈a, b | a2
n−1

= 1, b2 = a2
n−2

, ba = ab−1〉.

Известный довольно общий способ построения конечного почти-поля
как специального расширения его центра GF (q) (поле Галуа), впер-
вые начал применять еще Диксон. Это расширение, построенное на
аддитивной группе (GF (qn),+), характеризуется порядком центра и
степенью n, которые выбирают произвольно с условиями:

1) каждый простой делитель n делит q − 1;

2) если q ≡ 3 (mod 4), то n 6≡ 0 (mod 4).
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Почти-поля, построенные таким способом, Цассенхауз [22] называет
почти-полями Диксона. Центр всякого почти-поля Диксона, по постро-
ению, является подполем и, очевидно, содержит простое подполе.

По теореме Цассенхауза [2, с. 420], все конечные почти-поля исчерпы-
ваются почти-полями Диксона и, кроме того, семью исключительными
почти-полями порядка p2; по одному почти-полю для каждого из про-
стых чисел p = 5, 7, 23, 29, 59, а также два почти-поля при p = 11.
Требуемый в конце предыдущего параграфа пример дает

Пример 1. Группа K∗ исключительного почти-поля K порядка p2

при p = 5 в [2] точно представлена группой SL(2, 3) порядка 24. Ее
порождают матрицы

(
0 −1
1 0

)
,

(
1 −2
−1 −2

)
(3.1)

над полем GF (3). По лемме 3 cиловская 2-подгруппа группы SL(2, 3)
является кватернионной порядка 8 с центром {E,−E} порядка 2. По-
этому центр почти-поля K имеет порядок 3 и даже не является подпо-
лем, а поэтому не содержит простое подполе порядка 5.

Замечание 1. Все группы K∗ исключительных почти-полей K пред-
ставлены в [2, стр. 420–421] в списке I − V II. Используя указанное
представление группы K∗ и лемму 3, О. В. Кравцова, В. М. Левчук и
автор недавно завершили перечисление исключительных почти-полей,
в которых простое подполе не лежит в центре. Оказывается, простое
подполе не совпадает с центром почти-поля точно в четырех из семи
исключительных почти-полей. Таким образом, с учетом теоремы Цас-
сенхауза, существует точно четыре конечных почти-поля, в которых
простое подполе не лежит в центре.

В связи с вопросом (А) из [19], нам потребуется далее описание из С.
Данкс [5], [6] и У. Филгнер [9] под-почти-полей Диксонова почти-поля.
Зафиксируем конечное почти-поле Диксона K порядка qn с центром
Z(K) порядка q = pl для некоторого простого числа p, Z(K) ∼= GF (q).
Ядром почти-поля K называют совокупность

C(K) = {x ∈ K | (y + z) · x = y · x+ z · x для всех y, z ∈ K}.

Теорема 1. Если H есть под-почти-поле в K, то H = ph, h | (l · n).
Обратно, если h | (l · n), то K имеет единственное под-почти-поле H
порядка ph, и H — почти-поле Диксона, причем

Z(H) = C(H) ∼= GF (pz),

z = НОД(jl, h), 0 < j ≤ n, j ≡ (qn − 1)/(ph − 1)(mod n).
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С помощью этой теоремы в [9] выявляется единственность макси-
мального подполя в почти-поле Диксона, содержащего центр. Более
точно, в [9] доказана

Теорема 2. Пусть почти-поле K выбрано, как в теореме 1, и λ —
максимальное число такое, что λ2|n. Тогда среди всех коммутатив-
ных подполей D в K с центром Z(K) ⊆ D существует единственное
максимальное подполе M порядка qλ.

Для одного класса конечных почти-полей мы можем описать мак-
симальные подполя полностью (как требует вопрос (А) из [19]), в том
числе, когда простое подполе не лежит в центре почти-поля.

Теорема 3. Максимальное подполе конечного почти-поля порядка pr

с простыми числами p и r всегда совпадает с простым подполем.

Доказательство. Согласно теореме 1 под-почти-поля конечного почти-
поля Диксона K порядка qn с центром Z(K) ∼= GF (q), q = pl, взаимно-
однозначно соответствуют делителям числа l · n. Когда |K| = pr, где r
– простое число, это означает, что l · n = r и, следовательно, K имеет
единственное под-почти-поле, отличное от K. Ясно, что оно совпадает
с простым подполем и является единственным максимальным подпо-
лем. В каждом их семи исключительных почти-полей при r = 2 про-
стое подполе, очевидно, также является единственным максимальным
подполем.

4. Квазиполя и лупы Муфанг

К квазиполям с ослабленной ассоциативностью приводят квазиполя
Муфанг с лупой Муфанг ненулевых элементов, по определению. Со-
гласно [3], лупа Муфанг — это лупа M , такая, что для всех x, y, z ∈ M
выполняется одно из (эквивалентных) тождеств:

(xy)(zx) =
(
x(yz)

)
x, (4.1)

(
(xy)z

)
y = x

(
y(zy)

)
, (4.2)

x
(
y(xz)

)
=

(
(xy)x

)
z. (4.3)

Если квазиполе удовлетворяет тождеству Муфанг 4.1, то его назы-
вают квазиполем Муфанг, [15]. Из определений сразу же следует, что
все почти-поля являются квазиполями Муфанг. Лупы Муфанг были
введены Р. Муфанг [21] в 1930-х гг. См. также Р. Брук [3].

Тождества 4.1 – 4.3 называются тождествами Муфанг. Их эквива-
лентность устанавливает лемма 3.1 в [3]. В силу этой же леммы, лупа
Муфанг M удовлетворяет также тождествам

(xx)y = x(xy), (xy)x = x(yx), (yx)x = y(xx).
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Циклические лупы Муфанг — ассоциативны, и поэтому являются
группами. В частности, циклические лупы Муфанг — это хорошо из-
вестные циклические группы.

Как доказано в [11], теоретико-групповая теорема Лагранжа перено-
сится на конечные лупы Муфанг.

Теорема 4. Порядок любой конечной лупы Муфанг M делится на
порядок любой ее подлупы.

Для доказательства этой теоремы Гришков и Заварницин использо-
вали связь между лупами Муфанг и группами с тройственностью.

В [10;12] на лупы Муфанг переносятся теоремы Силова.

Определение 2. Подлупу P лупы Муфанг M называют p-подлупой,
если порядок |P | является p-примарным, и называют p-силовской, если
порядок |P | и индекс |M : P | взаимно просты.

Множество всех p-силовских подлуп в M обозначим как Sylp(M).

Теорема 5. Если M — конечная лупа Муфанг и p — простой делитель
порядка |M |, то |Sylp(M)| ≡ 1 (mod p).

Сейчас несложно описать все возможные двузначные порядки
собственных (не являющихся полем) квазиполей Муфанг.

Теорема 6. Собственные квазиполя Муфанг порядка ≤ 100 могут
существовать лишь для порядков 25, 49, 64 и 81.

Доказательство. В статье Орина Чейна [4] перечислены все неассо-
циативные лупы Муфанг порядков ≤ 32. Более точно, существует 13
таких луп: по одной порядков 12, 20 и 28, пять - порядка 16, пять -
порядка 24. Ясно, что лупа 3.1 порядка 24 приводит к собственному
(исключительному) почти-полю K порядка 25; квазиполе порядка 21
не существует, в силу следствия 1. Очевидно, квазиполя порядков 13 и
29 являются полями, как и квазиполе любого простого порядка. Воз-
можные порядки в интервале 32 < |M | ≤ 100 возможны только для
порядков 49, 64 и 81, согласно построению всех почти-полей Диксона,
которое приведено в параграфе 3.

Замечание 2. Теоремы 4 и 5 Гришкова, Заварницына и Гаголы, а
также теорема 1 из § 3 позволяют решать вопрос (C) из [19] для почти-
полей и квазиполей Муфанг.
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5. Заключение

Получены следующие результаты.
1. Доказано, что единица конечного (правого) квазиполя Q порождает
простое подполе P , и Q всегда есть левый модуль над P . Как следствие,
найдено новое доказательство известного утверждения: простое подпо-
ле конечного полуполя всегда лежит в центре.
2. Выявляются конечные почти-поля с простым подполем, не лежащим
в центре.
3. Известный вопрос о максимальных подполях конечных квазиполей
полностью решен для класса конечных почти-полей порядка pr с про-
стыми числами p и r.
4. Перечислены все возможные двузначные порядки собственных ква-
зиполей Муфанг.

Автор статьи выражает искреннюю благодарность профессору В. М.
Левчуку за постановку задачи и внимание к данной работе.
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Questions of Construction of Quasifields with Associative
Powers

T. N. Yakovleva

Siberian Federal University, Krasnoyarsk, Russian Federation

Abstract. The structure of finite quasi-fields with associative degrees is investi-
gated. These are, above all, associative quasifields, called near-fields. These also include
the Moufang quasifields which have loops of nonzero elements are, by definition, loops
introduced by Ruth Moufang in 1935.

The paper presents the main definitions associated with quasifields. It is shown that
identity element of any finite (right) quasifield Q generates a simple subfield P , and Q is
always a one-sided module over P , and a two-way — is not always. As a result, found
new proof of a well-known statement: a simple subfield of a finite semifield always lies
in the center. At the same time, the finite near-fields with a simple subfield that does
not lie in the center. Famous the question of maximal subfields of finite quasifields is
completely solved for a class of finite near-fields of order pr with prime numbers p and r.

In solving the questions about maximal subfields and spectra of group orders of
nonzero elements of finite Moufang quasifields, it is proposed to use the well-known
analogues of the group-theoretic theorems of Lagrange and Sylow. All possible two-digit
orders of the proper Moufang quasifields are listed.
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