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Аннотация. Рассматривается система дифференциальных уравнений с запазды-
вающим аргументом, описывающая взаимодействие популяций хищников и жертв,
обитающих на одной территории. Система состоит из трех уравнений, при этом
компоненты решения отвечают за численность популяции жертв, численность по-
пуляции взрослых хищников и численность популяции молодых хищников. Предпо-
лагается, что только взрослые хищники могут нападать на жертв и воспроизводить
потомство. Параметр запаздывания предполагается постоянным и отвечает за время
взросления хищников. Для рассматриваемой системы ставится начальная задача,
для которой обсуждаются вопросы существования, единственности, неотрицатель-
ности, ограниченности решения. Также обсуждаются вопросы устойчивости стаци-
онарных решений (положений равновесия), соответствующих полному вымиранию
популяций, вымиранию только популяции хищников и совместному сосуществова-
нию популяций хищников и жертв. Основное внимание в работе уделяется получе-
нию оценок решений, характеризующих скорость сходимости к положению равнове-
сия, соответствующему совместному сосуществованию популяций, и установлению
оценок на множество притяжения, т. е. допустимых условий на начальные данные,
при которых происходит сходимость. При получении результатов применяется ме-
тод функционалов Ляпунова – Красовского, который является аналогом метода
функций Ляпунова для обыкновенных дифференциальных уравнений. При этом
в работе существенно используется модифицированный функционал Ляпунова –
Красовского, предложенный Г. В. Демиденко и И. И. Матвеевой. Важно отметить,
что этот функционал позволяет получать оценки решений систем с запаздывающим
аргументом, являющиеся аналогами оценки Крейна для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, а построение такого функционала сводится к решению хорошо
обусловленных задач.

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 18-31-00408.
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1. Введение

В настоящей работе мы продолжаем исследования асимптотических
свойств решений системы дифференциальных уравнений с запаздыва-
ющим аргументом, описывающей взаимодействие популяций хищников
и жертв, обитающих на одной территории. Система имеет вид [9], [10]:





d

dt
x(t) = rx(t)

(
1− x(t)

K

)
− px(t)y(t),

d

dt
y(t) = bpe−cτx(t− τ)y(t− τ)− dy(t),

d

dt
z(t) = bpx(t)y(t)− bpe−cτx(t− τ)y(t− τ)− cz(t),

(1.1)

где x(t) — численность популяции жертв, y(t) — численность популяции
взрослых хищников, z(t) — численность популяции молодых хищни-
ков. Предполагается, что только взрослые хищники могут нападать на
жертв и воспроизводить потомство. Параметр запаздывания τ отвечает
за время взросления хищников, r — коэффициент прироста популяции
жертв, K — максимально допустимая численность популяции жертв,
p — коэффициент взаимодействия жертв и взрослых хищников, b —
параметр, отвечающий за рождаемость молодых хищников, c — коэф-
фициент смертности молодых хищников, d — коэффициент смертности
взрослых хищников. Все параметры системы предполагаются положи-
тельными.

Вместе с системой (1.1) рассмотрим начальные условия



x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], x(+0) = ϕ(0), ϕ ∈ C([−τ, 0]),
y(t) = ψ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = ψ(0), ψ ∈ C([−τ, 0]),
z(0) = η.

(1.2)

Хорошо известно, что решение начальной задачи (1.1), (1.2) существует
и единственно. Также легко показать, что если

ϕ(t) ≥ 0, ψ(t) ≥ 0, t ∈ [−τ, 0], (1.3)

то x(t), y(t) будут определены при всех t ≥ 0, причем x(t) ≥ 0, y(t) ≥ 0
при t ≥ 0. Более того, если при этом выполнено неравенство

η ≥
0∫

−τ

bpecξϕ(ξ)ψ(ξ)dξ, (1.4)
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то z(t) ≥ 0 при всех t ≥ 0 (см., например, [6]). Также отметим, что при
выполнении условий (1.3), (1.4) компоненты решения начальной задачи
(1.1), (1.2) будут ограничены (см., например [9]).

Всюду далее будем предполагать, что начальные данные ϕ(t), ψ(t),
η удовлетворяют условиям (1.3), (1.4).

Теперь рассмотрим положения равновесия системы (1.1):
1) при условии bpe−cτK ≤ d в системе два положения равновесия:
(x(t), y(t), z(t)) = (0, 0, 0) и (x(t), y(t), z(t)) = (K, 0, 0);
2) при условии bpe−cτK > d в системе три положения равновесия:
(x(t), y(t), z(t)) = (0, 0, 0), (x(t), y(t), z(t)) = (K, 0, 0) и (x(t), y(t), z(t)) =
(x0, y0, z0), где

x0 =
d

bpe−cτ
, y0 =

r

p

(
1− d

bpe−cτK

)
, (1.5)

z0 =
d

c

r

p

(
1− d

bpe−cτK

)
(ecτ − 1).

В работе [6] был получен следующий результат.

Теорема 1. I) Пусть bpe−cτK < d. Тогда (0, 0, 0) неустойчиво, а
(K, 0, 0) асимптотически устойчиво.
II) Пусть d < bpe−cτK ≤ 3d. Тогда (0, 0, 0) и (K, 0, 0) неустойчивы, а
(x0, y0, z0) асимптотически устойчиво.
III) Пусть bpe−cτK > 3d. Тогда (0, 0, 0) и (K, 0, 0) неустойчивы и су-
ществует τ0 > 0 такое, что при 0 ≤ τ < τ0 положение равнове-
сия (x0, y0, z0) асимптотически устойчиво, а при τ > τ0 положение
равновесия (x0, y0, z0) неустойчиво.

Замечание 1. Отметим, что в случае bpe−cτK < d справедливы более
сильные результаты: в работах [9] и [10] была доказана глобальная
асимптотическая устойчивость положения равновесия (K, 0, 0), в ра-
боте [6] были получены оценки решений, характеризующие скорость
сходимости к положению равновесия (K, 0, 0).

Цель настоящей работы — установить оценки решений, характери-
зующие скорость сходимости к положению равновесия (x0, y0, z0), и
получить оценки на множество притяжения.

2. Метод функционалов Ляпунова – Красовского

Одним из методов исследования устойчивости решений систем диф-
ференциальных уравнений с запаздывающим аргументом является ме-
тод функционалов Ляпунова – Красовского, предложенный Н. Н. Кра-
совским [4]. Для линейной системы

d

dt
y(t) = Ay(t) +By(t− τ) (2.1)



112 М. А. СКВОРЦОВА

с постоянными матрицами A и B функционал Ляпунова – Красовского
может быть построен в виде

V (t,y) = 〈Hy(t),y(t)〉 +
t∫

t−τ

〈Qy(s),y(s)〉ds, (2.2)

где H = H∗ > 0 и Q = Q∗ > 0 [4, гл. 7, § 34]. (Здесь и далее через H∗

обозначается эрмитово-сопряженная к H матрица, неравенство H > 0
означает, что матрица H является положительно определенной.) При-
ведем результат об асимптотической устойчивости нулевого решения
системы (2.1), полученный с помощью функционала (2.2).

Теорема 2. (Н.Н. Красовский). Предположим, что существуют
матрицы H = H∗ > 0 и Q = Q∗ > 0 такие, что выполнено матричное
неравенство (

HA+A∗H +Q HB
B∗H −Q

)
< 0.

Тогда нулевое решение системы (2.1) асимптотически устойчиво.

Отметим, что использование функционалов Ляпунова – Красовского
позволяет проводить исследования устойчивости решений, а также оце-
нивать области притяжения асимптотически устойчивых решений и для
нелинейных систем с запаздывающим аргументом. Однако с их помо-
щью далеко не всегда удается получить оценки решений, характеризую-
щие скорость убывания на бесконечности. Для получения таких оценок
применяют различные модификации функционалов Ляпунова – Кра-
совского (см., например, [2; 3; 8; 11; 12]). В частности, в работе [2] был
предложен модифицированный функционал Ляпунова – Красовского
следующего вида

V (t,y) = 〈Hy(t),y(t)〉 +
t∫

t−τ

〈Q(t− s)y(s),y(s)〉ds, (2.3)

где матрица H = H∗ > 0 и матрица Q(s) ∈ C1([0, τ ]) удовлетворяют
условиям:

Q(s) = Q∗(s) > 0,
d

ds
Q(s) < 0, s ∈ [0, τ ], (2.4)

C = −
(
HA+A∗H +Q(0) HB

B∗H −Q(τ)

)
> 0. (2.5)

Используя функционал (2.3), в работе [2] были получены оценки ре-
шений системы (2.1), являющиеся аналогами оценки М. Г. Крейна для
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линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений (см.,
например, [1, гл. 1, § 4]). Также были установлены оценки решений и
найдены области притяжения нулевого решения для широкого класса
систем нелинейных дифференциальных уравнений с запаздывающим
аргументом (см., например, [2; 3; 5]).

Применим метод функционалов Ляпунова – Красовского для ис-
следования асимптотических свойств решений системы (1.1). Вначале
мы построим модифицированный функционал Ляпунова – Красовского
вида (2.3), а затем получим оценки решений системы (1.1), характе-
ризующие скорость сходимости к положению равновесия (x0, y0, z0), и
оценки на множество притяжения.

Всюду далее будем предполагать, что выполнено условие d <
bpe−cτK < 3d. В этом случае по теореме 1 положение равновесия
(x0, y0, z0) является асимптотически устойчивым.

Замечание 2. Нетрудно видеть, что в силу (1.5) условие d < bpe−cτK
< 3d эквивалентно условию

0 < py0 <
2rx0
K

. (2.6)

Пусть (x(t), y(t), z(t))T — решение начальной задачи (1.1), (1.2). Сде-
лаем замену переменных

u(t) = x(t)− x0, v(t) = y(t)− y0, w(t) = z(t)− z0.

Тогда система (1.1) преобразуется к виду





d

dt
u(t) = (x0 + u(t))

(
− r

K
u(t)− pv(t)

)
,

d

dt
v(t) = bpe−cτy0u(t− τ)

+bpe−cτ (x0 + u(t− τ))v(t− τ)− dv(t),
d

dt
w(t) = bpy0u(t) + bp(x0 + u(t))v(t) − bpe−cτy0u(t− τ)

−bpe−cτ (x0 + u(t− τ))v(t− τ)− cw(t).

(2.7)

Начальные условия для системы (2.7) будут иметь вид



u(t) = u0(t), t ∈ [−τ, 0], u(+0) = u0(0), u0 ∈ C([−τ, 0]),
v(t) = v0(t), t ∈ [−τ, 0], v(+0) = v0(0), v0 ∈ C([−τ, 0]),
w(0) = w0,

(2.8)

где
u0(t) = ϕ(t) − x0, v0(t) = ψ(t)− y0, w0 = η − z0,
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ϕ(t), ψ(t), η — начальные данные для системы (1.1). Условия на началь-
ные данные (1.3) и (1.4) перепишутся в виде

u0(t) ≥ −x0, v0(t) ≥ −y0, t ∈ [−τ, 0], (2.9)

w0 ≥ −z0 +
0∫

−τ

bpecξ(u0(ξ) + x0)(v0(ξ) + y0)dξ. (2.10)

Поскольку в системе (2.7) первые два уравнения не зависят от w(t),
вначале мы рассмотрим подсистему из первых двух уравнений. Началь-
ная задача для этой подсистемы будет иметь вид




d

dt
u(t) = Au(t) +Bu(t− τ) + F (u(t)) +G(u(t− τ)),

u(t) = u0(t), t ∈ [−τ, 0], u(+0) = u0(0), u0 ∈ C([−τ, 0]),
(2.11)

где

u(t) =

(
u(t)
v(t)

)
, u0(t) =

(
u0(t)
v0(t)

)
,

A =



−rx0
K
−px0

0 −d


 , B =

(
0 0

bpe−cτy0 bpe−cτx0

)
=

(
0 0

d
y0
x0

d

)
, (2.12)

F (u(t)) = −
( r

K
u2(t) + pu(t)v(t)

0

)
, (2.13)

G(u(t−τ)) =
(

0
bpe−cτu(t− τ)v(t− τ)

)
=




0
d

x0
u(t− τ)v(t− τ)


 . (2.14)

Теперь перейдем к построению модифицированного функционала
Ляпунова – Красовского. Для этого подберем матрицы H = H∗ > 0
и Q(s) ∈ C1([0, τ ]), удовлетворяющие условиям (2.4) и (2.5), в которых
матрицы A и B имеют вид (2.12). Положим

H =

(
h11 h12
h12 h22

)
,

Q(s) = e−ks(B∗B +M), M =

(
µ1 0
0 µ2

)
, k, µ1, µ2 > 0.

Учитывая вид матрицы Q(s), нетрудно понять, что условия (2.4) будут
выполнены. Проверим условие (2.5). Вначале заметим, что имеет место

равенство B∗H = B∗H̃, где

H̃ =

(
0 0
h12 h22

)
.
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Следовательно,

C = −
(
HA+A∗H +B∗B +M H̃∗B

B∗H̃ −e−kτ (B∗B +M)

)

=

(
−
(
HA+A∗H +B∗B + ekτ H̃∗H̃

)
−M 0

0 e−kτM

)

+

(
ekτ H̃∗H̃ −H̃∗B
−B∗H̃ e−kτB∗B

)
≥
(
L−M 0

0 e−kτM

)
, (2.15)

где

L = −
(
HA+A∗H +B∗B +M + ekτH̃∗H̃

)
=

(
l11 l12
l12 l22

)
. (2.16)

Если мы покажем, что матрица L является положительно определен-
ной, то при условии max{µ1, µ2} < lmin матрица C также будет по-
ложительно определена. (Здесь lmin > 0 — минимальное собственное
значение матрицы L.) Имеем





l11 =
2rx0
K

h11 − d2
(
y0
x0

)2

− ekτh212,

l12 = px0h11 +
(
d+

rx0
K

)
h12 − d2

y0
x0
− ekτh12h22,

l22 = 2px0h12 + 2dh22 − d2 − ekτh222.

Положим
h22 = de−kτ , (2.17)

h11 =
d2

py0

(
y0
x0

)2

− 1

px0

rx0
K

h12, (2.18)

тогда l12 = 0,





l11 =
d2

py0

(
y0
x0

)2(2rx0
K
− py0

)
− 2

px0

(rx0
K

)2
h12 − ekτh212,

l22 = 2px0h12 − d2(1− e−kτ ).
(2.19)

Положительная определенность матрицы L эквивалентна условиям
l11 > 0, l22 > 0. Условие l22 > 0 эквивалентно неравенству

h12 >
d2(ekτ − 1)

2px0ekτ
. (2.20)
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В частности, отсюда следует, что h12 > 0. В этом случае условие l11 > 0
эквивалентно неравенству

h12 <
1

px0ekτ

[√
d2py0

(
2rx0
K
− py0

)
ekτ +

(rx0
K

)4
−
(rx0
K

)2
]
. (2.21)

Из неравенств (2.20) и (2.21) вытекает условие на величину k > 0:

d2

2
(ekτ − 1) <

√
d2py0

(
2rx0
K
− py0

)
ekτ +

(rx0
K

)4
−
(rx0
K

)2
. (2.22)

Замечание 3. Поскольку изначально мы предположили, что выпол-
нено условие (2.6), то такое k будет существовать.

Следовательно, величину h12 можно выбрать из условий (2.20)
и (2.21).

Итак, мы получили, что L > 0. Заметим, что отсюда, в частности,
следует, что H > 0. Действительно, поскольку все собственные значе-
ния матрицы A содержатся в левой полуплоскости {λ ∈ C : Reλ < 0}
и HA + A∗H ≤ −L < 0, то H является решением матричного уравне-
ния Ляпунова HA + A∗H = −D, D = D∗ > 0. Хорошо известно, что
в этом случае матрица H является положительно определенной (см.,
например, [1, гл. 1, § 4]).

Итак, модифицированный функционал Ляпунова – Красовского по-
строен.

3. Оценки скорости сходимости

к положению равновесия (x0, y0, z0)

В этом параграфе мы получим оценки решений системы (1.1), харак-
теризующие скорость сходимости к положению равновесия (x0, y0, z0),
и оценки на множество притяжения. При получении оценок мы бу-
дем использовать модифицированный функционал Ляпунова – Красов-
ского, построенный в предыдущем параграфе. Здесь мы также будем
предполагать, что выполнено условие (2.6).

Рассмотрим модифицированный функционал Ляпунова – Красов-
ского

V (t,u) = 〈Hu(t),u(t)〉 +
t∫

t−τ

〈Q0(t− s)u(s),u(s)〉 ds, (3.1)

где элементы матрицы H определены в (2.17), (2.18), (2.20), (2.21), а
матрица Q0(s) имеет вид

Q0(s) = e−ks(B∗B +M0), M0 =

(
0 0
0 µ

)
, (3.2)
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k > 0 определяется из условия (2.22), а величина µ > 0 удовлетворяет
неравенству

l̃ = min{l11, l22} − µ
(
1 +

h22√
h212 + h222

)
> 0, (3.3)

где l11 > 0 и l22 > 0 определены в (2.19). Введем обозначения:

θ =
x0µ

dekτ/2
√
h212 + h222

, (3.4)

ε = min

{
l̃

‖H‖ , k
}
, (3.5)

q =

√
h11

hmin

(
r

K
+

√( r
K

)2
+ p2

)
, (3.6)

где ‖H‖ — спектральная норма матрицы H, hmin > 0 — минимальное
собственное значение матрицы H.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть выполнено условие (2.6). Тогда для решения
u(t) = (u(t), v(t))T начальной задачи (2.11) с начальными данными,
удовлетворяющими условиям (2.9) и условиям

max
t∈[−τ,0]

|u0(t)| ≤ θ, (3.7)

√
V (0,u0) <

ε

q
,

1√
hmin

√
V (0,u0)(

1− q

ε

√
V (0,u0)

) ≤ θ, (3.8)

справедлива оценка

u2(t) + v2(t) ≤ 1

hmin

V (0,u0)(
1− q

ε

√
V (0,u0)

)2 e
−εt, t > 0. (3.9)

Доказательство. Рассмотрим модифицированный функционал Ляпу-
нова – Красовского (3.1). Дифференцируя его вдоль решения начальной
задачи (2.11), будем иметь

d

dt
V (t,u) = 〈H(Au(t) +Bu(t− τ) + F (u(t)) +G(u(t − τ))),u(t)〉

+ 〈Hu(t), (Au(t) +Bu(t− τ) + F (u(t)) +G(u(t− τ)))〉
+ 〈Q0(0)u(t),u(t)〉 − 〈Q0(τ)u(t− τ),u(t − τ)〉
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+

t∫

t−τ

〈
d

dt
Q0(t− s)u(s),u(s)

〉
ds

=

〈(
HA+A∗H +Q0(0) HB

B∗H −Q0(τ)

)(
u(t)

u(t− τ)

)
,

(
u(t)

u(t− τ)

)〉

+2 〈Hu(t), F (u(t))〉 + 2 〈Hu(t), G(u(t − τ))〉

−k
t∫

t−τ

〈Q0(t− s)u(s),u(s)〉 ds.

Учитывая явный вид (3.2) матрицы Q0(s), по аналогии с (2.15) получим
неравенство

(
HA+A∗H +Q0(0) HB

B∗H −Q0(τ)

)
≤ −

(
L−M0 0

0 e−kτM0

)
,

где матрица L определена в (2.16). Следовательно,

d

dt
V (t,u) ≤ −〈(L−M0)u(t),u(t)〉 − e−kτ 〈M0u(t− τ),u(t − τ)〉

+2 〈Hu(t), F (u(t))〉 + 2 〈Hu(t), G(u(t − τ))〉

−k
t∫

t−τ

〈Q0(t− s)u(s),u(s)〉 ds.

Поскольку матрица L — диагональная, то отсюда нетрудно получить

d

dt
V (t,u) ≤ −min{l11, l22}(u2(t) + v2(t)) + 2 〈Hu(t), F (u(t))〉

+ 〈M0u(t),u(t)〉 − e−kτ 〈M0u(t− τ),u(t− τ)〉+ 2 〈Hu(t), G(u(t − τ))〉

−k
t∫

t−τ

〈Q0(t− s)u(s),u(s)〉 ds. (3.10)

где l11 > 0 и l22 > 0 определены в (2.19).
Теперь оценим 2 〈Hu(t), F (u(t))〉. Имеем

2 〈Hu(t), F (u(t))〉 = 2
〈
H1/2u(t),H1/2F (u(t))

〉

≤ 2
√
〈Hu(t),u(t)〉

√
〈HF (u(t)), F (u(t))〉

≤ 2V 1/2(t,u)
√
〈HF (u(t)), F (u(t))〉.
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Учитывая явный вид (2.13) вектор-функции F (u(t)), получим

2 〈Hu(t), F (u(t))〉 ≤ 2V 1/2(t,u)
√
h11

∣∣∣ r
K
u2(t) + pu(t)v(t)

∣∣∣

≤ V 1/2(t,u)
√
h11

(
r

K
+

√( r
K

)2
+ p2

)
(u2(t) + v2(t))

≤ V 1/2(t,u)

√
h11

hmin

(
r

K
+

√( r
K

)2
+ p2

)
〈Hu(t),u(t)〉 ≤ qV 3/2(t,u),

где q определено в (3.6). Отсюда и из неравенства (3.10) получим

d

dt
V (t,u) ≤ −min{l11, l22}(u2(t) + v2(t)) + qV 3/2(t,u)

+ 〈M0u(t),u(t)〉 − e−kτ 〈M0u(t− τ),u(t− τ)〉+ 2 〈Hu(t), G(u(t − τ))〉

−k
t∫

t−τ

〈Q0(t− s)u(s),u(s)〉 ds. (3.11)

Теперь оценим

g(t) = 〈M0u(t),u(t)〉 − e−kτ 〈M0u(t− τ),u(t− τ)〉

+2 〈Hu(t), G(u(t − τ))〉 . (3.12)

Учитывая явный вид (3.2) матрицы M0 и явный вид (2.14) вектор-
функции G(u(t − τ)), будем иметь

g(t) = µv2(t)− µe−kτv2(t− τ) + 2d
u(t− τ)
x0

v(t− τ)(h12u(t) + h22v(t)).

Отсюда нетрудно получить

g(t) ≤ µv2(t) + d2ekτ

µ

(
u(t− τ)
x0

)2

(h12u(t) + h22v(t))
2. (3.13)

Вначале предположим, что t ∈ [0, τ ]. В этом случае из условия (3.7)
следует, что |u(t− τ)| ≤ θ. Тогда

g(t) ≤ µv2(t) + d2ekτ

µ

(
θ

x0

)2

(h12u(t) + h22v(t))
2. (3.14)

Отсюда

g(t) ≤ µv2(t) + d2ekτ

µ

(
θ

x0

)2

(h12u(t) + h22v(t))
2
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=

〈
N

(
u(t)
v(t)

)
,

(
u(t)
v(t)

)〉
≤ ‖N‖(u2(t) + v2(t)), (3.15)

где

N =




d2ekτ

µ

(
θ

x0

)2

h212
d2ekτ

µ

(
θ

x0

)2

h12h22

d2ekτ

µ

(
θ

x0

)2

h12h22
d2ekτ

µ

(
θ

x0

)2

h222 + µ



,

‖N‖ — спектральная норма матрицы N :

‖N‖ = 1

2

[
d2ekτ

µ

(
θ

x0

)2

(h212 + h222) + µ

]

+

√√√√1

4

[
d2ekτ

µ

(
θ

x0

)2

(h212 + h222) + µ

]2
− d2ekτ

(
θ

x0

)2

h212.

В силу обозначения (3.4)

µ = dekτ/2
θ

x0

√
h212 + h222,

следовательно,

‖N‖ = dekτ/2
θ

x0

(√
h212 + h222 + h22

)
= µ

(
1 +

h22√
h212 + h222

)
.

Тогда неравенство (3.15) принимает вид

g(t) ≤ µ
(
1 +

h22√
h212 + h222

)
(u2(t) + v2(t)). (3.16)

Итак, учитывая обозначение (3.12) и используя неравенства (3.11) и
(3.16), при t ∈ [0, τ ] получим оценку

d

dt
V (t,u) ≤ −min{l11, l22}(u2(t) + v2(t)) + qV 3/2(t,u)

+µ

(
1 +

h22√
h212 + h222

)
(u2(t) + v2(t))− k

t∫

t−τ

〈Q0(t− s)u(s),u(s)〉 ds.

Отсюда, учитывая обозначения (3.3) и (3.5) и определение (3.1) функ-
ционала V (t,u), будем иметь

d

dt
V (t,u) ≤ −εV (t,u) + qV 3/2(t,u).
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Используя неравенство Гронуолла (см., например, [7, гл. 3, § 1–4]),
отсюда нетрудно получить

u2(t) + v2(t) ≤ 1

hmin
V (t,u) ≤ 1

hmin

V (0,u0)(
1− q

ε

√
V (0,u0)

)2 e
−εt,

и при t ∈ [0, τ ] оценка (3.9) доказана.
Теперь рассмотрим случай t ∈ [τ, 2τ ]. В силу условий (3.8) имеем

1√
hmin

√
V (0,u0)(

1− q

ε

√
V (0,u0)

) ≤ θ,

а значит, учитывая оценку (3.9), получим неравенство |u(t − τ)| ≤ θ.
Отсюда и из неравенства (3.13) следует (3.14). Далее, проводя те же са-
мые рассуждения, что и в случае t ∈ [0, τ ], установим неравенство (3.9)
при t ∈ [τ, 2τ ].

Наконец, применяя метод математической индукции, нетрудно по-
лучить оценку (3.9) при t ∈ [mτ, (m+ 1)τ ], m ∈ N.

Теорема доказана.

Теперь получим оценки для w(t) — третьей компоненты решения
системы (2.7). Справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть выполнено условие (2.6). Тогда для третьей ком-
поненты решения w(t) начальной задачи (2.7), (2.8) с начальными дан-
ными, удовлетворяющими условиям (2.9), (2.10), (3.7), (3.8), справед-
лива оценка

|w(t)| ≤ |v0(0) + w0(0)|e−ct

+
1√
hmin

√
V (0,u0)(

1− q

ε

√
V (0,u0)

)


e−εt/2 + βe−ct

t∫

0

e(c−(ε/2))sds


 , (3.17)

где

β = bp(y0 + θ) + |c− d+ bpx0| ,
ε определено в (3.5), q определено в (3.6), функционал V (t,u) определен
в (3.1), θ определено в (3.4).

Доказательство. Пусть (u(t), v(t), w(t))T — решение начальной зада-
чи (2.7), (2.8). Из второго и третьего уравнений системы (2.7) нетрудно
получить

d

dt
(v(t) + w(t)) = bp(y0 + v(t))u(t) + (c− d+ bpx0) v(t)− c(v(t) + w(t)).
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Отсюда вытекает равенство

v(t) + w(t) = (v0(0) + w0(0))e
−ct

+

t∫

0

e−c(t−s)
(
bp(y0 + v(s))u(s) + (c− d+ bpx0) v(s)

)
ds.

По теореме 3 из неравенств (3.8) и (3.9) получим |v(t)| ≤ θ,

max{|u(t)|, |v(t)|} ≤ 1√
hmin

√
V (0,u0)(

1− q

ε

√
V (0,u0)

)e−εt/2. (3.18)

Следовательно,

|v(t) + w(t)| ≤ |v0(0) + w0(0)|e−ct

+
(
bp(y0 + θ) + |c− d+ bpx0|

) t∫

0

e−c(t−s)max{|u(s)|, |v(s)|}ds

≤ |v0(0) + w0(0)|e−ct +
β√
hmin

√
V (0,u0)(

1− q

ε

√
V (0,u0)

) e−ct
t∫

0

e(c−(ε/2))sds.

Отсюда, используя неравенство |w(t)| ≤ |v(t) + w(t)| + |v(t)| и неравен-
ство (3.18), получим (3.17).

Теорема доказана.

4. Заключение

В работе рассматривалась система дифференциальных уравнений
с запаздывающим аргументом, описывающая взаимодействие популя-
ций хищников и жертв, обитающих на одной территории. Используя
метод функционалов Ляпунова – Красовского, были проведены иссле-
дования асимптотической устойчивости положения равновесия, соот-
ветствующего совместному сосуществованию популяций. Установлены
оценки решений, характеризующие приближение численностей популя-
ций к асимптотически устойчивому положению равновесия, и получены
оценки на начальные численности популяций, при которых имеет ме-
сто сходимость к положению равновесия. Все величины, входящие в
полученные оценки, указаны конструктивно.

Автор выражает благодарность профессору Г. В. Демиденко за вни-
мание к работе.
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Abstract. In the paper we consider a system of delay differential equations describing
the interaction between predator and prey populations living on the same territory. The
system consists of three equations, herewith the components of solutions characterize the
number of individuals of prey population, the number of adult predators, and the number
of juvenile predators. It is assumed that only adult predators can attack the individuals
of prey population and reproduce. The delay parameter is assumed to be constant and
denotes the time that the predators need to become adult. For the system we consider the
initial value problem, for which it is discussed the existence, uniqueness, nonnegativity,
and boundedness of solutions. It is also discussed the stability of stationary solutions
(equilibrium points) corresponding to complete extinction of populations, extinction of
only predator populations and coexistence of predator and prey populations. The main
attention in the paper is paid to obtaining estimates of solutions characterizing the rate
of convergence to the equilibrium point corresponding to the coexistence of populations
and the establishment of estimates for the attraction set, i.e. the admissible conditions
for the initial data under which the convergence takes place. When obtaining the re-
sults, we use the method of Lyapunov–Krasovskii functionals, which is an analogue of
the method of Lyapunov functions for ordinary differential equations. Herewith in the
paper it is significantly used the modified Lyapunov–Krasovskii functional proposed by
G.V. Demidenko and I.I. Matveeva. It is important to note that this functional allows
to obtain estimates of solutions to delay systems, which are analogues of the Krein’s
estimate for ordinary differential equations, and the construction of such functional is
reduced to solving well-conditioned problems.

Keywords: predator-prey model, delay differential equations, asymptotic stability,
estimates for solutions, attraction set, modified Lyapunov – Krasovskii functional.
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