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Аннотация. Предлагается новое представление числа π в виде двойного ряда,
которое следует из связи ℘-функции Вейерштрасса и тэта-функции Якоби. Даются
определения классических ℘-функцииВейерштрасса, тэта-функции Якоби. В начале
1980-х гг. итальянский математик П. Заппа попытался обобщить ℘-функцию на про-
странства большей размерности, пользуясь методами многомерного комплексного
анализа. С помощью ядра Бохнера – Мартинелли им было найдено такое обобщение,
что свойства обобщенной ℘-функции напоминают свойства классической одномер-
ной ℘-функции, а также многомерный аналог тождества, связывающего ℘-функцию
и тэта-функцию многих переменных.
Данное тождество содержит постоянную, для которой есть интегральное пред-

ставление, верное и в одномерном случае. Вычисляя в одномерном случае данную
константу разными способами: при помощи интегрального представления, и поль-
зуясь известными рядами, суммы которых выражаются через дигамма функцию,
нами было получено представление числа π в виде абсолютно сходящегося двойного
ряда.
Были проведены компьютерные эксперименты для оценки скорости сходимости

данного ряда. Хоть она оказалась и невысокой, возможно, данное представление
будет полезно в фундаментальных исследованиях по математическому анализу и
теории чисел.
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1. Введение

Существует множество формул для вычисления цифр числа π с ис-
пользованием бесконечных рядов и произведений. Среди них хорошо
известны и исторически значимые формулы Виета, Валлиса, ряд Лейб-
ница, формулы Дж. Мэчина, и современные, быстро сходящиеся ряды,
например формулы Рамануджана или формула Чудновских.

В данной работе с использованием свойств ℘-функции Вейерштрасса
и тэта-функций Якоби было получено новое представление для числа
π в виде двойного ряда:

π =
1

1− p +
1

p
+
∑
γ

[
1

1− γ − p +
1

γ + p
+

1

γ2

]
,

где γ пробегает решётку гауссовых чисел за исключением нуля.
Скорость сходимости данного ряда невысокая и зависит от выбо-

ра точки p: точность 5 знаков после запятой достигается после 108
слагаемых для p = 1

1000 (1 + i), 100000 слагаемых для p = 1
2 (1 + i).

Возможно, данное представление будет интересно в исследованиях
по математическому анализу и теории чисел.

2. Основные определения

Рассмотрим комплексную плоскость C и решётку Γ на ней:

Γ =

{
nγ1 +mγ2|n,m ∈ Z,

γ2
γ1
∈ C \R

}
.

Заметим, что линейным преобразованием любая решётка приводится к
виду Z⊕τZ, где �τ > 0. Зафиксируем решётку Γ = Z⊕τZ и рассмотрим
следующий ряд:

1

z2
+
∑
γ∈Γ′

(
1

(z − γ)2
− 1

γ2

)
,

где Γ′ — вся решетка за исключением элемента γ = 0. Данный ряд
сходится абсолютно и равномерно на компактах, не содержащих точек
Γ [5, стр. 296]

Определение 1. ℘-функцией Вейерштрасса называется сумма ряда

℘ (z) =
1

z2
+
∑
γ∈Γ′

(
1

(z − γ)2
− 1

γ2

)
. (2.1)
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℘-функция Вейерштрасса является двоякопериодической функцией,
не имеющей никаких особых точек, кроме полюсов в узлах решётки на
плоскости, т. е. эллиптической функцией в C.

С эллиптическими функциями тесно связаны тэта-функции:

Определение 2. [1] Тэта-функцией называется сумма ряда

Θμ,ν (z, τ) =

∞∑
n=−∞

eπiνneπiz(2n+μ)eπiτ(n+
μ
2 )

2

,

где μ, ν — комплексные числа, �τ > 0.

Этот ряд сходится абсолютно и равномерно на любом компактном
подмножестве в C×H (H — верхняя полуплоскость) [1, стр. 197].

Тэта-функции являются квазипериодическими, т. е. сдвигу аргумен-
та на любой элемент решётки периодов соответствует умножение функ-
ции на экспоненциальный множитель:

Θμ,ν (z + aτ + b, τ) = exp
(
πibμ− πia2τ − πiaν − 2πiaz

)
Θμ,ν (z, τ) .

Отношение двух тэта-функций, ассоциированных с одной и той же
решёткой, представляет собой эллиптическую функцию. И обратно для
любой эллиптической функции будут существовать выражения через
тэта-функции [5, стр. 350].

Тэта-функция Якоби

θ1 (z, τ) = −i
∞∑

n=−∞
(−1)n eπiz(2n+1)eπiτ(n+

1
2)

2

есть частный случай общей тэта-функции: θ1 (z, τ) = −iΘ1,1 (z, τ) .
θ1-функция и ℘-функция Вейерштрасса связаны равенством:

℘ (z) = − d2

dz2
ln θ1 (z) + c, (2.2)

где константа c выбирается так, чтобы ряд Лорана функции ℘ (z) при
z = 0 не содержал членов нулевой степени [3].

3. Многомерный аналог ℘-функции Вейерштрасса

В начале 1980-х гг. итальянский математик П. Заппа предложил в
работе [9] следующее обобщение ℘-функции Вейерштрасса на случай
многих комплексных переменных, оказавшееся полезным в различных
областях (см. [8], [9], [10]).
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Пусть Γ — решётка в пространстве Cn. Положим по аналогии с (2.1):

℘i (z) = ϕi (z, 0) +
∑
γ∈Γ′

(ϕi (z, γ)− ϕi (0, γ)) , (3.1)

где ϕi — производная смещённого ядра Бохнера — Мартинелли без dz:

ϕi (z, γ) = −
∂

∂zi
ψBM (z − γ) ,

ψBM (z) =

∑n
k=1 (−1)

k−1 z̄kdz̄ [k](∑n
j=1 |zj |

2
)n . (3.2)

Тогда определим

℘ij (z) =
(n− 1)!

(2πi)n−1 (−1)
j−1 ℘i (z) ∧ dz1 ∧ ... ∧ d̂zj ∧ ... ∧ dzn.

Ряд в (3.1) сходится равномерно на компактах, не содержащих точек
из Γ ([10], стр. 25).

Для форм ℘ij существует многомерный аналог тождества(2.2). Если
M = Cn/Γ — комплексный тор, то ℘ij можно рассматривать как меро-
морфную форму на M . Пусть Θ — дивизор нулей на M тэта-функции
θ в Cn, тогда верна

Теорема 1. [9] Справедливо равенство∫
Θ

℘ij (z − p) = − ∂

∂zi

∂

∂zj
log θ

∣∣∣∣
p

+ cij,

для любой точки p ∈M, p /∈ Θ, где cij не зависит от p.

Предложение 1. [9, Предложение 2] Константы cij представляют-
ся интегралами

cij =
i

π

∫
∂Q

∂ log h ∧ ℘ij (z − p̃) . (3.3)

Здесь Q — фундаментальный параллелепипед в Cn, а p̃ — предста-
витель класса p ∈M из внутренности этого параллелепипеда. Функция
h — любая гладкая положительная функция такая, что ω = h |θ| явля-
ется Γ-инвариантной функцией. Согласно [2, стр. 344], такая функция
h является экспонентой от квадратичного полинома от z и z̄.
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4. Представление числа π в виде двойного ряда

Можно показать, что константа в тождестве (2.2) равна

c = −π
2E2

3
,

где

E2 (τ) = 1 +
2

ζ (−1)

∞∑
n=1

n · qn
1− qn ,

ζ — дзета-функция Римана, а q = e2πiτ . Пользуясь представлением ряда
E2 в случае гауссовой решётки Γ = Z⊕ iZ и известным тождеством [4,
стр. 718, формула 4], получаем:

c = −π.

С другой стороны, эта же константа может быть вычислена при
помощи интеграла (3.3)

c =
i

π

∫
∂Q

℘ (z − p) ∂ log h.

В качестве тэта-функции, определяющий дивизор Θ, возьмём

θ1 (z) = −i
+∞∑

n=−∞
(−1)n e2πiz(n+ 1

2)e−π(n+ 1
2)

2

по той причине, что её нули — в точности узлы решётки Γ. Поль-
зуясь методом неопределенных коэффициентов, найдем подходящую
функцию h:

h (z) = e−π(Imz)2 .

Взяв производную от log h (z) по переменной z, окончательно получаем

c =
i

π

∫
∂Q

πiy℘ (z − p) dz = −
∫
∂Q

y℘ (z − p) dz.

Выберем в качестве Q — единичный квадрат с вершинами в точках
0, 1, 1 + i, i, тогда

c = −
∫
∂Q

y℘ (z − p) dz = −

⎛⎝ 1∫
0

0 · ℘ (x− p) dx+

1∫
0

y℘ (1 + iy − p) idy+

−
1∫

0

℘ (x+ i− p) dx−
1∫

0

y℘ (iy − p) idy

⎞⎠
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Поскольку ℘-функция является двоякопериодической, то

1∫
0

y℘ (1 + iy − p) idy =

1∫
0

y℘ (iy − p) idy,

1∫
0

℘ (x+ i− p) dx =

1∫
0

℘ (x− p) dx.

Таким образом,

c =

1∫
0

℘ (x− p) dx,

(см. также доказательство леммы 1 в [7]).
Вычислим этот интеграл, интегрируя почленно ряд (2.1).

c =

1∫
0

dx

(x− p)2
+
∑
γ∈Γ′

[
dx

(x− γ − p)2
− dx

γ2

]
=

= −

⎛⎝ 1

1− p +
1

p
+
∑
γ∈Γ′

[
1

1− γ − p +
1

γ + p
+

1

γ2

]⎞⎠ .

Таким образом,

π =
1

1− p +
1

p
+
∑
γ∈Γ′

[
1

1− γ − p +
1

γ + p
+

1

γ2

]
. (4.1)

С другой стороны, сумма этого ряда S может быть вычислена непо-
средственно, так как ряд (4.1) сходится равномерно, то есть при любом
исчерпании множества суммирования. Представим его в виде предела
частичных сумм по квадратам Qk =

{
(m,n) ∈ Z2 : max {|n| , |m|} ≤ k

}
так, что

S = lim
k→∞

Sk,

где

Sk = Sk−1 +
∑

max{|n|,|m|}=k

[
1

1− γ − p +
1

γ + p
+

1

γ2

]
, k ∈ N и

S0 =
1

1− p +
1

p
.
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Иначе говоря, Sk есть сумма членов ряда по всем точкам γ решётки
Γ′, лежащим внутри и на границе квадрата Qk с вершинами в точках
ki+ k, ki− k, −ki− k, −ki+ k.

Можно показать, что

Sk =

k∑
t=−k

1

it+ 1 + k − p −
1

it− k − p.

Воспользуемся теперь следующей формулой [4, стр. 601, формула 7]:
n∑

t=0

1

(t+ a) (t+ b)
=

1

b− a [ψ (n+ a+ 1)− ψ (a)− ψ (n+ b+ 1) + ψ (b)] ,

где ψ (z) — дигамма функция.
Имеем

Sk = i [ψ (1 + k + i+ ki− pi)− ψ (i+ ki− pi)−
−ψ (1 + k − ki− pi) + ψ (−ki− pi)] + i [−ψ (k + 1− i− ki+ pi)+

ψ (1− i− ki+ pi)− ψ (1 + ki+ pi) + ψ (1 + k + ki+ pi)]

Применив формулу дополнения [4, стр. 774], получим

Sk = i [ψ(1 + k + i+ ki− pi) −
− ψ (1 + k − ki− pi)− ψ (1 + k − i− ki+ pi)+

+ψ (1 + k + ki+ pi) + πctg (πi (1 + k − p)) + πctg (πi (k + p))] .

Воспользуемся асимптотическим рядом для дигамма-функции [6]:

Sk ∼ i [ln (k + i (1 + k − p))− ln (k − i (k + p))+

+ ln (k + i (k + p))− ln (k − i (1 + k − p))−

+πctg (πi (1 + k − p)) + πctg (πi (k + p))] +O

(
1

k

)
при k →∞ .

Пользуясь свойствами пределов и логарифма, получаем:

lim
k→∞

Sk = i ln lim
k→∞

(k − 1 + i (1 + k − p)) (k + i (k + p))

(k − i (k + p)) (k − i (1 + k − p)) +

+ iπ lim
k→∞

ctg (πi (1 + k − p)) + iπ lim
k→∞

ctg (πi (k + p)) .

Для вычисления lim ctg (πi (1 + k − p)) при k →∞ воспользуемся фор-
мулой Эйлера:

ctgiz =
i (e−z + ez)

e−z − ez =
i
(
e−2z + 1

)
e−2z − 1

.



10 Е. Н. ГАЛУШИНА

Тогда

iπ lim
k→∞

ctg (πi (1 + k − p)) = −π lim
k→∞

e−2π(1+k−p) + 1

e−2π(1+k−p) − 1
= π.

Аналогично
iπ lim

k→∞
ctg (πi (k + p)) = π.

Окончательно имеем

lim
k→∞

Sk = 2i ln
1 + i

1− i + 2π = 2i ln i+ 2π = 2i
πi

2
+ 2π = π.
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On a Double Series Representation of π

Abstract. This paper proposes a new representation of π as a double series. This
representation follows from the relation between the Weierstrass ℘-function and the
Jacobi theta-function. In the beginning of the paper we give definitions of the classi-
cal Weierstrass ℘-function and Jacobi theta-function. In the beginning of 1980s Italian
mathematician P.Zappa attempted to generalize ℘-function to multidimensional spaces
using methods of multidimensional complex analysis. Using the Bochner-Martinelli kernel
he found a generalizationof the ℘-function with properties similar to the classical one-
dimensional ℘-function, and and analog of the identity that connects the ℘-function and
a certain theta-function of several variables.

This identity involves a constant given by an integral representation that also holds
in the one-dimensional case. Computing this constant in one-dimensional case by two
different methods, namely, using the integral representation and using known series whose
sums involve the digamma function, we obtain a representation of π as an absolutely
convergent double series. We have performed computational experiments to estimate
the rate of convergence of this series. Although it is not fast, hopefully, the proposed
representation will be useful in fundamental studies in the field of mathematical analysis
and number theory.

Keywords: Weierstrass ℘-function, Jacobi theta-function, π.
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