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В данной работе приводится краткий обзор фактов, связанных с
решением проблемы выполнимости множества ограничений, а также
алгоритмов построения минимального порождающего множества реше-
ний и базиса множества решений систем линейных диофантовых урав-
нений в множестве целых чисел, натуральных чисел, поле и кольце Zm
вычетов по модулю простого и составного числа m. Данная работа яв-
ляется продолжением работ [1] – [7]. В основе предлагаемых алгоритмов
лежит TSS-метод построения минимального порождающего множества
решений систем линейных однородных диофантовых уравнений в мно-
жестве натуральных чисел N [1]. К такого рода системам и методам
их решений сводятся задачи математических игр [8], криптографии
[9], асоциативно-коммутативной унификации [10], распараллеливания
циклов [11] и многие другие задачи.

1. Проблема выполнимости системы ограничений

Основным понятием, необходимым для формулировки проблемы вы-
полнимости, являетсят понятие n-арного отношения, заданного на неко-
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тором множествеD. Множество всех отношений на D будет обозначать-
ся как RD.

Языком ограничений L на D называется некоторое непустое множе-
ство L ⊆ RD.

Определение 1. Для произвольного множества D и произвольно-
го языка ограничений L на D проблемой выполнимости ограничений
CSP (L) является решение такой комбинаторной проблемы [12]:

дано: тройка P = (V,D,C), где
− V – множество переменных;
− C – некоторое множество ограничений {C1, . . . , Cq};
− каждое ограничение Ci ∈ C – это пара (si, Ri), где
– si – n-ка переменных длины n, называемая областю ограничения;
– Ri ∈ L – ni-арное отношение на D, называемое отношением
ограничения.

выяснить: существует ли решение ограничения, т. е. существует
ли функция ϕ : V → D такая, что ∀(s,R) ∈ C, где s = (v1, . . . , vn),
n-ка (ϕ(v1), . . . , ϕ(vn)) ∈ R, и если существует, то какова сложность
нахождения этого решения?

МножествоD в этом случае называется областью проблемы. Мно-
жество всех решений CSP вида P = (V,D,C) обозначается Sol(P ).
Если множество D является одним из следующих множеств: Z – мно-
жество целых чисел, N – натуральных чисел, Zm – кольцом вычетов
по модулю составного числа m, Fp – полем вычетов по модулю просто-
го числа p, то множество D в таком случае называется дискретной
областью.

Для того, чтобы определить вычислительную сложность CSP необ-
ходимо определить каким образом кодируется проблема в виде конеч-
ной последовательности символов. Предполагается, что во всех случаях
представление выбрано так, что сложность определения того, допуска-
ет ли данное ограничение данную n-ку значений переменных из своей
области ограничений, является полиномиальной функцией от длины
представления. Все сложностные оценки, приводимые ниже, относятся
к арифметической модели сложности вычислений.

Определение 2. Язык ограничений L называется легко вычисли-
мым (tractable), если CSP (L′) может быть решена в полиномиальном
времени для каждого конечного подмножества L′ ⊆ L.

Язык ограничений L называется NP -полным, если CSP (L′) являет-
ся NP -полной проблемой для некоторого конечного L′ ⊆ L.

Отметим, что отношения языка ограничений L могут представляться
разными способами. Например, отношения могут представляться систе-
мой уравнений, элементами которых являются решения этой системы.
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Рассмотрим язык линейных ограничений над дискретной областью с
легко вычислимым языком ограничений.

2. Язык линейных диофантовых уравнений над кольцом
целых чисел Z

Пусть D – произвольная дискретная область c бинарными операциями
сложения, вычитания, умножения и двумя нульарными операциями 0
и 1. Пусть L = Llin – язык ограничений, состоящий из всех таких
отношений на D, элементами которых являются все решения некоторой
системы линейных уравнений над D.

Произвольное отношение из Llin, а также произвольная проблема
CSP (Llin) могут быть представлены некоторой системой линейных урав-
нений над D. Рассмотрим метод и алгоритмы решения CSP (Llin) над
дискретными областями.

Системой линейных диофантовых уравнений (СЛДУ) будем назы-
вать систему вида





L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = b1
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = b2
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Lp(x) = ap1x1 + . . . + apqxq = bp

(2.1)

где aij , bi ∈ Z (кольцо целых чисел), xi ∈ D, гдеD = {Z,N, {0, 1}, Fp, Zm}
– одна из дискретных областей.

Решением СЛДУ называется такой вектор c = (c1, c2, . . . , cq), кото-
рый при подстановке вместо xj значений cj в Li(x) даёт тождества
Li(c) ≡ bi для всех i = 1, 2, . . . , p. СЛДУ называется однородной
(СЛОДУ), если все bi равны нулю, в противном случае СЛДУ на-
зывается неоднородной (СЛНДУ).

Пусть S – СЛОДУ и e1 = (1, 0, . . . , 0, 0), e2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . . , eq =
(0, 0, ..., 0, 1) единичные векторы из множества Dq, которые называются
векторами канонического базиса множества Dq. Введем на множестве
Dq отношение порядка �, которое определяется таким образом: если
x = (x1, . . . , xq), y = (y1, . . . , yq) ∈ Dq, то x � y тогда и только тогда,
когда для всех i = 1, . . . , q, xi ≤ yi. Ясно, что это отношение является
частичным порядком и относительно этого порядка можно говорить о
минимальных элементах в множестве Dq. Очевидно, что наименьшим
элементом в множестве Dq есть нулевой вектор.

Пусть M – множество решений системы S. Поскольку система S од-
нородная, то нулевой вектор всегда является ее решением. Это решение
будем называть тривиальным, а всякое решение системы S, отличное
от тривиального, будем называть нетривиальным решением.
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СЛОДУ S будем называть несовместной, если множество M со-
стоит только лишь из тривиального решения, в противном случае она
будет называться совместной.
TSS-метод решения СЛДУ, о котором дальше будет идти речь, и

его реализация для систем уравнений над множеством натуральных
чисел подробно описаны в [5, 13]. Суть этого метода состоит в ком-
бинировании соответствующих коэффициентов системы уравнений с
целью получения ее решений. Рассмотрим применение этого метода для
построения множества решений систем линейных ограничений в кольце
целых чисел Z.

Случай линейного однородного диофантового уравнения (ЛО-
ДУ). Пусть дано ЛОДУ

L(x) = a1x1 + . . .+ aixi + . . .+ anxn = 0, (2.2)

где ai, xi ∈ Z, i = 1, . . . , n.
Рассмотрим множество векторовM0 = {e1, . . . , en} и функцию L(x) =

a1x1 +a2x2 + . . .+anxn ЛОДУ (2.2). Не ограничивая общности, предпо-
ложим, что в функции L(x) первым ненулевым коэффициентом будет
a1 и a1 > 0. Построим множество векторов

B = {e1 = (−a2, a1, 0, . . . , 0), e2 = (−a3, 0, a1, 0, . . . , 0), eq−1 =
(−aq, 0, 0, . . . , 0, a1)} ∪M0

0 ,

где M0
0 = {er : L(er) = 0}, причем, если ai 6= 0 и НОД(ai, a1) 6= 1, то

сократим координаты такого вектора на этот НОД. Выбранный ненуле-
вой коэффициент a1 будем называть основным. Таким образом, можно
считать, что все векторы в множестве B таковы, что ai и a1 взаим-
но просты. Иными словами, множество B строится путем комбини-
рования первого ненулевого коэффициента с остальными ненулевыми
коэффициентами, взятыми с противоположными знаками, и пополне-
ния векторами канонического базиса, которые соответствуют нулевым
коэффициентам ЛОДУ (2.2). Построенное таким образом множество
будем называть TSS-множеством или предбазисом. Очевидно, что
векторы из множества B являются решениями ЛОДУ (2.2), а само мно-
жество B – замкнуто относительно сложения, вычитания и умножения
на элемент из кольца Z.

Лемма 1. Пусть x = (c1, c2, . . . , cq) – некоторое решение ЛОДУ (2.2),
тогда если x /∈ B, то x представляется в виде неотрицательной
линейной комбинации вида

a1x = c2e1 + c3e2 + . . .+ cqeq−1,

где ei ∈ B, i = 1, . . . , q − 1.

Доказательство. Если x = (c1, . . . , cq) ∈M , то вектор
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c2e1 + c3e2 + . . .+ cqeq−1 = (−c2a2 − c3a3 − . . .− cqaq, c2a1, . . . , cqa1) =
= (c1a1, c2a1, . . . , cqa1) = a1(c1, c2, . . . , cq) = a1x

в силу того, что x – решение ЛОДУ (2.2), т. е. a1c1 = −a2c2 − a3c3 −
. . .− aqcq.

Заметим, что если некоторый вектор ej из B является вектором
канонического базиса и j-я координата вектора x равна cj , то в пред-
ставлении вектора x вектор ej входит с коэффициентом a1cj .

Из доказанной леммы вытекает такое полезное следствие.

Следствие 1. Если среди коэффициентов ЛОДУ имеется хотя бы
один коэффициент равный 1, то выбирая его в качестве основного TSS-
метод строит базис B множества всех его решений.

Пример 1. Построить TSS ЛОДУ

L(x) = 2x − 3y + z + 0 + v = 0.

Предбазис или TSS этого ЛОДУ при a1 = 2 имеет вид

s1 = (3, 2, 0, 0, 0), s2 = (−1, 0, 2, 0, 0), s3 = (−1, 0, 0, 0, 2), s4 = (0, 0, 0, 1, 0).

Решения ЛОДУ x1 = (1, 1, 1, 0, 0), x2 = (0, 1, 2, 0, 1) имеют представ-
ления 2x1 = s1 + s2, 2x2 = s1 + 2s2 + s3.

Выбирая в качестве основного третий коэффициент, базис множества
всех решений этого ЛОДУ составляют векторы

e1 = (1, 0,−2, 0, 0), e2 = (0, 1, 3, 0, 0), e3 = (0, 0,−1, 0, 1), e4 = (0, 0, 0, 1, 0).

В этом базисе векторы x1 и x2 имеют представление: x1 = e1 + e2, x2 =
e2 + e3.

Случай СЛОДУ. Рассмотрим теперь СЛОДУ

S =





L1(x) = a11x1 + . . . + a1nxn = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2nxn = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Lq(x) = aq1x1 + . . . + aqnxn = 0,

(2.3)

где aij , xi ∈ Z, i = 1, . . . , q, j = 1, . . . , n.
Построим предбазис B1 = {e11, e12, . . . , e1q−1} для первого уравнения

L1(x) = 0 и вычислим значения L2(e
1
i ) = bi, где e1i ∈ B1, bi ∈ Z.

Составим уравнение

b1y1 + . . .+ biyi + . . .+ bq−1yq−1 = 0, (2.4)

и построим для него предбазис B′
1 = {s1, . . . , sq−2}. Векторам si из B′

1

соответствуют векторы-решения B2 = {e21, . . . , e2q−2} СЛОДУ L1(x) =
0 ∧ L2(x) = 0.
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Лемма 2. Множество векторов B2 составляет предбазис СЛОДУ
L1(x) = 0 ∧ L2(x) = 0, т. е. любое решение x этой СЛОДУ пред-
ставляется в виде kx = l1e

2
1 + . . . + lq−2e

2
q−2, где e2i ∈ B2, li ∈ Z, i =

1, . . . , q − 2, k ≥ 1.

Доказательство. Пусть x – произвольное решение СЛОДУ L1(x) =
0 ∧ L2(x) = 0. Поскольку x – решение L1(x) = 0, то в силу леммы 1 x
можно представить в виде

dx = a1e
1
1 + . . .+ aq−1e

1
q−1,

где e1i ∈ B1, ai ∈ Z, i = 1, . . . , q − 1. Тогда, в силу того, что x – решение
L2(x) = 0, получаем

L2(dx) = a1b1 + . . .+ aq−1bq−1 = 0,

где bj = L2(e
1
j ), j = 1, . . . , q−1. Следовательно, вектор a = (a1, . . . , aq−1)

– решение ЛОДУ (2.4) и в силу леммы 1 получаем

ka = d1s1 + . . .+ dq−2sq−2,

где si ∈ B′
1, di ∈ Z, i = 1, . . . , q − 2, а k – основной коэффициент этого

ЛОДУ. Отсюда следует, что

kdx = d1e
2
1 + . . .+ dq−2e

2
q−2,

где e2i ∈ B2, i = 1, . . . , q − 2.

С помощью математической индукции непосредственно из лемм 1 и
2 следует справедливость такой теоремы.

Теорема 1. TSS СЛОДУ (2.3) B, построенное вышеописанным спо-
собом, является предбазисом множества всех решений этой СЛОДУ.

Пример 2. Найдем предбазис для СЛОДУ

S =

{
L1(x) = 2x1 − 3x2 + x3 + 0x4 + x5 = 0,
L2(x) = 2x1 + 3x2 + 0x3 − x4 + 2x5 = 0.

Базис для первого уравнения был построен выше в примере 1:

B1 = {e11 = (1, 0,−2, 0, 0), e12 = (0, 1, 3, 0, 0), e13 = (0, 0,−1, 0, 1), e14 =
(0, 0, 0, 1, 0)}.

Значения L2(x) на этих векторах равны соответственно 2, 3, 2, -1. Со-
ставляем уравнение 2y1 + 3y2 + 2y3 − y4 = 0 и строим базис множества
решений этого ЛОДУ:

B′
1 = {s1 = (1, 0, 0, 2), s2 = (0, 1, 0, 3), s3 = (0, 0, 1, 2)}.

Этим векторам соответствуют TSS-векторы (базис)
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B2 = {e21 = (1, 0,−2, 2, 0), e22 = (0, 1, 3, 3, 0), e23 = (0, 0,−1, 2, 1)}.

Принимая во внимание следствие 1, результат теоремы 1 можно уси-
лить путем введения избыточности в предбазис. Это можно сделать
на основании того, что значения коэффициентов в уравнении L1(x) =
a11x1 +a12x2 + . . .+a1nxn = 0 взаимно просты. Благодаря этому всегда
можно добиться того, чтобы среди значений L1(x) была единица. Не
ограничивая общности, будем предполагать, что НОД(a11, a12, a13) = 1,
т. е. первые три коэффициенты взаимно просты в L1(x). Тогда суще-
ствуют числа d1, d2, d3 такие, что на векторе y = (d1, d2, d3, 0, . . . , 0)
значение L1(y) = 1. Добившись этого, вычислим значения L1(x) на
векторах канонического базиса. Построим предбазис B1, комбинируя
вектор y с остальными векторами для получения предбазиса. Заметим,
что векторы из B1 имеют вид

e′1 = −a11y + e1, e
′
2 = −a12y + e2, e

′
3 = −a13y + e3,

e′4 = −a14y + e4, . . . , e
′
n = −a1ny + en,

где ei – векторы канонического базиса, aij – коэффициенты в уравнении
L1(x) = 0. В координатной форме векторы e′i выглядят следующим
образом:

e′1 = (−a11d1 + 1,−a11d2,−a11d3, 0, . . . , 0),
e′2 = (−a12d1,−a12d2 + 1,−a12d3, 0, . . . , 0),
e′3 = (−a13d1,−a13d2,−a13d3 + 1, 0, . . . , 0),
e′4 = (−a14d1,−a14d2,−a14d3, 1, . . . , 0),
................................................................
e′n = (−a1nd1,−a1nd2,−a1nd3, 0, . . . , 1).

Имеет место

Теорема 2. TSS B1 ЛОДУ L1(x) = 0, построенное вышеописанным
способом, является базисом множества всех решений этого ЛОДУ.

Сложность алгоритма построения базиса пропорциональна вели-
чине l3, где l – максимальное из чисел m и n, где n – число неиз-
вестных в ЛОДУ, а m – максимальная длина двоичного представления
коэффициентов ЛОДУ.

Доказательство. Пусть x = (c1, c2, . . . , cn) – решение ЛОДУ L1(x) = 0.
Тогда вектор x имеет представление

x = c1e
′
1 + c2e

′
2 + c3e

′
3 + c4e

′
4 + . . .+ cne

′
n =

= ([−c1a11d1 + c1 − c2a12d1 − c3a13d1 − c4a14d1 − . . .− cna1nd1],
[−c1a11d2 − c2a12d2 + c2 − c3a13d2 − c4a14d2 − . . .− cna1nd2],

[−c1a11d3 − c2a12d3 − c3a13d3 + c3 − c4a14d3 − . . .− cna1nd3], c4, . . . , cn) =
= (c1, c2, c3, c4, . . . , cn)
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в силу того, что L(x) = a11c1 + a12c2 + . . .+ a1ncn = 0.
Сложность данного алгоритма определяется сложностью расширен-

ного алгоритма Эвклида, находящего вместе с НОД и линейную ком-
бинацию, представляющую этот НОД. Известно (см. [9]), что эта слож-
ность выражается величиной O(m logm), где m – длина двоичной за-
писи максимального из коэффициентов ЛОДУ. Этот алгоритм приме-
няется не более n раз и тогда имеем оценку O(mn logm). Построение
базиса B1 требует не более n3 операций. Следовательно, общая оцен-
ка временной сложности алгоритма выражается величиной O(l3), где
l = max(m,n).

Из этой теоремы вытекает такое следствие.

Следствие 2. Временная сложность алгоритма построения базиса
множество всех решений СЛОДУ вида (2.3) пропорциональна вели-
чине O(ql3), где q – число уравнений СЛОДУ, а l = max(m,n).

Заметим, что первые три вектора e′1, e
′
2, e

′
3 в базисе B1 линейно зави-

симы. Действительно, в силу того, что a11d1+a12d2+a13d3 = 1, то d1e
′
1+

d2e
′
2 + d3e

′
3 = 0. Действительно, используя координатное представление

векторов, имеем

d1e
′
1 + d2e

′
2 + d3e

′
3 = (a12d1d2 + a13d1d3,−a11d1d2,−a11d3, 0, . . . , 0)+

+(−a12d1d2, a11d1d2 + a13d2d3,−a12d2d3, 0 . . . , 0)+
+(−a13d1d3,−a13d2d3, a11d1d3 + a12d2d3, 0 . . . , 0) = 0.

Таким образом один из векторов e′1, e
′
2, e

′
3 можно удалить из получен-

ного базиса решений.

3. TSS-метод решения СЛНДУ

Пусть S – СЛНДУ вида (2.1) и bq 6= 0. Выполняя элиминацию свобод-
ных членов в первых q − 1 уравнениях преобразуем исходную СЛНДУ
к виду

S′ =





L′
1(x) = a′11x1 + . . . + a′1nxn = 0,

L′
2(x) = a′21x1 + . . . + a′2nxn = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

L′
q−1(x) = a′q−11x1 + . . . + a′q−1nxn = 0,
Lq(x) = aq1x1 + . . . + aqnxn = bq.

(3.1)

Построим базис множества решений СЛОДУ, состоящей из q − 1
первых уравнений системы (3.1). Пусть это будут векторы {s1, . . . , sk}.
Найдем значения Lq(sj) = aj , j = 1, . . . , k. Для этих значений верна
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Теорема 3. СЛНДУ вида (3.1) (а вместе с ней и СЛНДУ (2.1)) сов-
местна тогда и только тогда, когда ЛНДУ a1y1 +a2y2 + . . .+akyk = bq
имеет хотя бы одно решение в множестве целых чисел.

Доказательство. Если уравнение a1y1 + a2y2 + . . . + akyk = bq имеет
решение (c1, c2, . . . , ck), то очевидно, что вектор s = c1s1+c2s2+. . .+cksk
– решение СЛНДУ.

Если СЛНДУ совместна и s = (k1, k2, . . . , kn) ее решение, то предста-
вим s в виде линейной комбинации через базисные векторы подсистемы,
состоящей из первых q − 1 однородных уравнений системы (3.1), т. е.

s = c1s1 + c2s2 + . . .+ cksk.

Тогда Lq(s) = c1a1 + c2a2 + . . .+ cksk = bq должно иметь ходя бы одно
решение, поскольку s решение СЛНДУ.

Известно, что общее решение СЛНДУ имеет вид y = x+
k∑
i=1

aixi, где

x – частное решение СЛНДУ, xi – базисные решения соответствующей
СЛОДУ, ai – произвольные целые числа, а k – количество базисных
решений. Таким образом, для полного решения СЛНДУ необходимо
построить базис множества решений ее СЛОДУ и найти одно из реше-
ний СЛНДУ. Поиск такого решения, как следует из вышеизложенного,
сводится к поиску решения уравнения a1y1 + a2y2 + . . .+ akyk = bq. Это
решение можно найти, например, методом наименьшего коэффициента.

Пример 3. Проверить на совместность СЛНДУ

S =

{
L1(x) = 2x1 − 3x2 + x3 + x4 + 0x5 = 1,
L2(x) = 3x1 + x2 + x3 + 0x4 − x5 = −2.

Преобразованная СЛНДУ имеет вид

S′ =

{
L′

1(x) = 7x1 − 5x2 + 3x3 + 2x4 − x5 = 0,
L2(x) = 3x1 + x2 + x3 + 0x4 − x5 = −2.

Базис ЛОДУ L1(x)
′ = 0 составляют векторы (здесь не нужно вычис-

лять НОД коэффициентов, поскольку имеется коэффициент равный
1):

(1, 0, 0, 0, 7), (0, 1, 0, 0,−5), (0, 0, 1, 0, 3), (0, 0, 0, 1, 2).

Значения L2(x) на этих векторах равны -4, 6, -2, -2. Наибольший общий
делитель этих значений равен 2 и является делителем свободного члена
b2 = −2. Следовательно, СЛНДУ имеет решение, т. е. совместна.

Частным решением данной СЛНДУ является вектор e = (0, 0, 0, 1, 2),
а решениями соответствующей СЛОДУ – векторы e1 = (1, 0, 0,−2, 3),
e2 = (0, 0, 1,−1, 1), e3 = (0, 1, 0, 3, 1). Тогда общее решение записывается
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в виде x = e + c1e1 + c2e2 + c3e3, где c1, c2, c3 – произвольные целые
числа.

Если дана система

S′ =

{
L′

1(x) = 7x1 − 5x2 + 3x3 + 2x4 − x5 = 0,
L2(x) = 3x1 + x2 + x3 + 0x4 − x5 = −3,

то она решений не имеет в кольце целых чисел, поскольку НОД(-4, 6,
-2, -2) = 2 не делит свободный член -3 и поэтому уравнение −4x+ 6y−
2z − 2u = −3 не имеет решений.

Подводит итог всему сказанному выше следующее утверждение.

Теорема 4. Язык Llin линейных диофантовых уравнений над кольцом
целых чисел Z является легко вычислимым в арифметической модели
сложности вычислений.

4. Заключение

Приведем краткие сведения о сложности алгоритмов решения CSP в
дискретных областях, отличных от области целых чисел Z. В связи с
ограниченным объёмом статьи, представим соответствующие результа-
ты с помощью следующей таблицы:

Дискретная область Сложность CSP Ссылки

N NP [3, 4, 5]

Zm NP [7]

Fp P [6]

Z P –

Относительно области Zm – кольца вычетов по модулю m – заме-
тим, что если имеется разложение модуля m на простые множители, то
сложность решение CSP в этой области принадлежит класу полиноми-
альной сложности.

В заключение заметим, что приведенные оценки временных сложно-
стей алгоритмов можно уточнять, если прослеживать все детали про-
цесса вычислений, происходящего в TSS-алгоритме. В данной работе
мы ограничиваемся тем, что устанавливаем только верхние оценки (т.
е. сложность в наихудшем случае) этих алгоритмов.

Отметим также, что при малых значениях модуля p сложностью
вычисления НОД в полях и кольцах вычетов можно пренебречь и тогда
оценка алгоритмов решения систем в таких полях упрощается. Так, на-
пример, в поле F2, которое часто встречается в приложениях, необходи-
мость вычисления НОД вообще отпадает, поэтому сложность решения
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СЛОДУ и СЛНДУ в таком поле становится пропорциональна величине
qn2, где q – число уравнений, а n – число неизвестных в системе.

Экспериментальные версии соответствующих алгоритмов построе-
ния предбазисов и базисов для перечисленных выше областей были
реализованы в языке C++. Эксперименты показали, что TSS-алгоритм
над множеством натуральных чисел, например, достаточно быстро ра-
ботает в случае разреженных матриц систем.
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