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Аннотация. В статье рассматривается дифференциальное включение с много-
значными возмущениями или управлениями. Наряду с исходным включением рас-
сматривается однопараметрическое семейство аппроксимирующих включений, ис-
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1. Введение

Рассматривается дифференциальное включение

ẋ ∈ F (t, x) +G(t, x), x(t0) = x0, (1.1)

где x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, t ∈ [t0, t1], F (t, x) и G(t, x) — ограничен-
ные полунепрерывные сверху многозначные отображения, значениями
которых являются выпуклые компактные подмножества из простран-
ства Rn.

Данная задача возникает, например, при рассмотрении управляемой
системы, описываемой дифференциальным уравнением вида

ẋ = f(t, x) +B(t, x)u(t, x), x(t0) = x0, (1.2)

где f(t, x) — разрывная по совокупности аргументов (t, x) функция,
B(t, x) — матрица размерности n × m, элементами которой являют-
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ся непрерывные функции, u(t, x) = (u1(t, x), . . . , um(t, x)) — вектор-
функция управления, ui(t, x) разрывны на гладких поверхностях
Si = {(t, x) : ϕi(t, x) = 0}, i = 1, . . . ,m (каждая функция ui(t, x) на сво-
ей поверхности Si). Применяя к функции f(t, x) простейшее выпуклое
доопределение по Филиппову (см. [1]), получаем полунепрерывное свер-
ху многозначное отображение F (t, x). Также его можно получить, если
рассматривать управляемую систему, в которой f(t, x) представляет
собой функцию возмущений точное значение которых не известно, но
известно органичение вида f(t, x) ∈ F (t, x). Далее, применяя для функ-
ции u(t, x) метод эквивалентного управления, получаем полунепрерыв-
ную сверху многозначную функцию G(t, x) = B(t, x)U(t, x) (см. [2]).
Таким образом осущетсвляется переход от управляемой системы (1.2)
к дифференциальному включению (1.1).

Актуальность задачи, которая будет рассматриваться в данной ра-
боте обуславливается тем, что применение вычислительных процедур
непосредственно к дифференциальным включениям (1.1) встречают зна-
чительные трудности. Здесь мы используем для многозначных функций
F (t, x) некоторые однозначные непрерывные аппроксимации Fλ(t, x) и
рассматриваем дифференциальное включение

ẋ ∈ Fλ(t, x) +G(t, x) (1.3)

c параметром λ > 0. Оценки для множеств решений дифференциаль-
ных включений (1.1) и (1.3) позволяют гарантированно оценивать мно-
жество достижимости для включения (1.1) с использованием хорошо
разработанных численных методов для включения (1.3).

2. Односторонние условия Липшица

В определениях полунепрерывности сверху и измеримости многознач-
ных отображений со значениями в пространстве непустых компактных
подмножеств из Rn мы следуем [3].

Определение 1. Многозначное отображение F (t, x) удовлетворяет
одностороннему условию Липшица, если

∀x, y ∈ Rn,∀u ∈ F (t, x),∀v ∈ F (t, y),∀t ∈ [t0, t1] ,
〈x− y, u− v〉 ≤ l‖x− y‖2.

(2.1)

Определение 2. Многозначное отображение G(t, x) удовлетворяет
слабому одностороннему условию Липшица, если

∀x, y ∈ Rn,∀u ∈ G(t, x),∀t ∈ [t0, t1] ,∃v ∈ G(t, y),
〈x− y, u− v〉 ≤ l‖x− y‖2.

(2.2)
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Здесь 〈·, ·〉 — скалярное произведение векторов, ‖ · ‖ — евклидова
норма.

Пусть A,B — непустые компактные множества некоторого метриче-
ского пространства X.

Определение 3. Метрикой Хаусдорфа называется выражение

h(A,B) = max{ex(A,B), ex(B,A)},

где

ex(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b),

d(a, b) — расстояние между точками a и b.

Если отображение F (t, x) однозначно и удовлетворяет условию Лип-
шица по пременной x, то оно удовлетворяет также одностороннему
условию Липшица и, очевидно, слабому одностороннему условию Лип-
шица. Для многозначного отображения G(t, x) с условием Липшица в
метрике Хаусдорфа по переменной x ∈ Rn:

h(G(t, x), G(t, y)) ≤ k‖x− y‖, (2.3)

выполняется, вообще говоря, лишь слабое одностороннее условие Лип-
шица. Действительно, из неравенства Коши-Буняковского следует, что
〈x− y, u− v〉 ≤ ‖x− y‖ · ‖u− v‖. В свою очередь, из (2.3) следует, что

sup
v∈G(t,y)

inf
u∈G(t,x)

‖u− v‖ ≤ k‖x− y‖.

Тогда для любого v ∈ G(t, y) найдется u ∈ G(t, x), что
‖u− v‖ ≤ k‖x− y‖ и, следовательно, выполняется неравенство (2.2).
Если же G(t, x) ≡ U — const, то неравенство (2.2) выполняется, а нера-
венство (2.1) нет.

Для любой непрерывной функции x(t) и измеримой функции
g(t) ∈ G(t, x(t)), t ∈ [t0, t1], определим многозначное отображениеGg(t, y)
как множество точек v ∈ G(t, y) таких, что

〈x(t) − y, g(t) − v〉 ≤ l‖x(t) − y‖2. (2.4)

Лемма 1. Справедливы следующие утверждения:
1) Для всех (t, y) множество Gg(t, y) выпукло и компактно.
2) Для любого фиксированного t многозначное отображение

y 7→ Gg(t, y) полунепрерывно сверху.
3) Для любого фиксированного y многозначное отображение

t 7→ Gg(t, x(t)) имеет измеримый селектор.
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Доказательство. 1) Так как, множество Gg(t, y) замкнуто и
Gg(t, y) ⊂ G(t, y), то Gg(t, y) компактно.

Пусть vα = αv1 + (1 − α)v2, v1, v2 ∈ Gg(t, y), где α ∈ [0, 1]. Тогда

〈x(t) − y, g(t) − vα〉 = 〈x(t) − y, αg(t) + (1 − α)g(t) − αv1 − (1 − α)v2〉 =

α〈x(t) − y, g(t) − v1〉 + (1 − α)〈x(t) − y, g(t) − v2〉 ≤
αl‖x(t) − y‖2 + (1 − α)l‖x(t) − y‖2 = l‖x(t) − y‖2.

Т. е. для vα выполняется (2.4) и множество Gg(t, y) — выпукло.
2) Пусть yk → y, vk → v, vk ∈ Gg(t, yk). Тогда v ∈ G(t, y) (в силу

полунепрерывности сверху G(t, y)) и

〈x(t) − yk, g(t) − vk〉 ≤ l‖x(t) − yk‖2. (2.5)

Из (2.5) при k → ∞ получаем (2.4), т.е. v ∈ Gg(t, y) и Gg — полунепре-
рывное сверху многозначное отображение (имеет замкнутый график и
в силу ограниченности — полунепрерывно сверху).

3) Обозначим Ggm(t, y) ⊂ Gg(t, y) множество всех v ∈ G(t, y) на кото-
рых левая часть (2.4) достигает своего минимума, или, в эквивалентной
формулировке, функция Φ(t, y) = −〈x(t) − y, g(t) − v〉 достигает своего
максимума по v ∈ G(t, y) (y — фиксировано).

Так как оборажение t 7→ G(t, y) полунепрерывно сверху, то оно изме-
римо. Функция g(t) также измерима. Тогда, используя свойство Лузина
для измеримых функций (как однозначных, так и многозначных) для
любого ε > 0 выберем множество Tε ⊂ [t0, t1] такое, что µ([t0, t1] \ Tε) <

ε
2

и сужение отображенийG(·, y) и g(·) непрерывны на Tε. По теореме мак-
симума [3, с. 53] сужение отображения Ggm(·, y) на можество Tε полу-
непрерывно сверху и следовательно измеримо на Tε. Тогда существует
множество T ′

ε ⊂ Tε, µ(Tε \T ′
ε) <

ε
2 такое, что Ggm(·, y) непрерывно на T ′

ε

и µ([t0, t1] \ T ′
ε) <

ε
2 + ε

2 = ε. Таким образом для Ggm(·, y) выполняется
свойство Лузина и отображениеGgm(·, y) измеримо на множестве [t0, t1].
Поэтому оно имеет измеримый селектор z(t) ∈ Ggm(t, y) ⊂ Gg(t, y).

3. Аппроксимации Иосиды и множества достижимости

Наряду с (1.1) будем рассматривать дифференциальное включение

ẋ ∈ Fλ(t, x) +G(t, x), (3.1)

где Fλ(t, x) — аппроксимация Иосиды [4] отображения F (t, x). В соот-
ветствии с леммой 1 [1] существует число λ′ > 0 такое, что для любых
t ∈ [t0, t1], x, y ∈ Rn и v ∈ F (t, y) справедливо неравенство

〈x− y, Fλ(t, x) − v〉 ≤ l‖x− y‖2 + λL, (3.2)
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для всех λ ∈ (0, λ′], где l, L — некоторые константы,
Ниже будет использоваться следующий факт [2, Лемма 1]: для лю-

бого решения x(t) включения (1.1), определенного на отрезке [t0, t1]
существуют измеримые селекторы f(t) ∈ F (t, x(t)) и g(t) ∈ G(t, x(t))
такие что

ẋ = f(t) + g(t).

Пусть x(t) — решение включения (1.1) с начальным условием
x(t0) = x0, определенное на отрезке [t0, t1], и xλ(t) — решение включения

ẋλ(t) ∈ Fλ(t, xλ(t)) +Gg(t, x
λ(t)),

также определенное на отрезке [t0, t1] и xλ(t0) = x0. Согласно [3] такие
решения существуют. Обозначим

w(t) =
1

2
‖xλ(t) − x(t)‖2.

Тогда

ẇ(t) = 〈xλ(t) − x(t), ẋλ(t) − ẋ(t)〉 =
〈xλ(t) − x(t), (Fλ(t, xλ(t)) − f(t)) + (gλ(t, xλ(t)) − g(t))〉 =

〈xλ(t) − x(t), Fλ(t, xλ(t)) − f(t)〉 + 〈x(t) − xλ(t), g(t) − gλ(t)〉,

где f(t) ∈ F (t, x(t)), g(t) ∈ G(t, x(t)), gλ(t) ∈ Gg(t, x
λ(t)). Из неравенств

(2.4) и (3.2) следует, что

〈xλ(t) − x(t), Fλ(t, xλ(t)) − f(t)〉 ≤ l‖x(t) − xλ(t)‖2

и
〈x(t) − xλ(t), g(t) − gλ(t)〉 ≤ l‖x(t) − xλ(t)‖2.

Поэтому ẇ(t) ≤ 2l‖x(t) − xλ(t)‖2 + λL = 2lw(t) + λL. Из неравенства

Гронуолла-Беллмана [5, с. 11] получаем, что w(t) ≤
t1∫
t0

e2l(t1−ξ)λLdξ = O(λ).

Следовательно, существует число k > 0, такое, что w(t) ≤ kλ.
Таким образом, для всякого решения x(t) включения (1.1) существу-

ет решение xλ(t) включения (3.1) такое, что

max
t∈[t0,t1]

‖xλ(t) − x(t)‖ ≤ k
√
λ (3.3)

Теперь наоборот, пусть xλ(t) — решение включения (3.1). Тогда, оче-
видно, существует измеримая функция g∗(t) ∈ G(t, xλ(t)), такая что

ẋλ(t) = Fλ(t, xλ(t)) + g∗(t)

для почти всех t ∈ [t0, t1]. Для этой функции g∗(t) также, как и вы-
ше, определим многозначное отображение Gg∗m(t, y), удовлетворяющее
неравенству

〈xλ(t) − y, g∗(t) − v〉 ≤ l‖xλ(t) − y‖2 (3.4)

IZV2010-2.tex; 8/06/2010; 21:39; p.48



О МНОЖЕСТВЕ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 49

Рассмотрим решение x(t) включения

ẋ ∈ F (t, x(t)) +Gg∗m(t, x(t)),

которое, очевидно, является также решением включения (1.1). В ходе
доказательства леммы 1 была установлена измеримость многозначного
отображения Gg∗m(t, x(t)). Тогда ẋ(t) = f(t) + g(t), где f(t) ∈ F (t, x(t))
и g(t) ∈ Gg∗m(t, x(t)), где f(t) и g(t) — измеримые функции, и

ẇ(t) = 〈xλ(t) − x(t), ẋλ(t) − ẋ(t)〉 =
〈xλ(t) − x(t), (Fλ(t, xλ(t)) − f(t)) + (g∗(t, xλ(t)) − g(t))〉 =

〈xλ(t) − x(t), Fλ(t, xλ(t)) − f(t)〉 + 〈xλ(t) − x(t), g∗(t) − g(t)〉.

В силу (3.4) справедливо неравенство

〈xλ(t) − x(t), g∗(t) − g(t)〉 ≤ l‖xλ(t) − x(t)‖2.

Таким образом, учитывая неравенство (3.2), получаем, что

ẇ(t) ≤ 2l‖xλ(t) − x(t)‖2 + λL = 2lw(t) + λL.

Применяя лемму Гронуолла-Беллмана, получаем, что w(t) ≤ kλ и,
следовательно, для всякого решения xλ(t) включения (3.1) существует
решение x(t) включения (1.1) такое, что выполняется (3.3).

Из доказанного выше и определения метрики Хаусдорфа следует,
что справедлива следующая

Теорема 1. Пусть Hλ(x0), H(x0) — множества решений включе-
ний (3.1) и (1.1) соответственно, определенных на отрезке [t0, t1] с
начальным условием x(t0) = x0, h — метрика Хаусдорфа, определенная
на всех непустных компактных множествах пространства непрерыв-
ных функций C([t0, t1], R

n). Тогда существуют k и λ′ такие, что для
любого λ ∈ (0, λ′] выполняется следующая оценка

h(Hλ(x0), H(x0)) ≤ k
√
λ.

4. Заключение

Множеством достижимости в момент времени t для дифференциального
включения (1.1) называется множествоH(x0)[t] = {⋃x(t) : x(·) ∈ H(x0)}.
Теорема 1 позволяет с гарантированной точностью оценить множество
достижимости исходной системы через множество достижимости ап-
проксимирующей системы,в которой функция Fλ(t, x) является одно-
значно определенной. Следует отметить, что полученная оценка запи-
сывается в терминах параметра λ и в таком виде получена впервые. Это
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позволяет обоснованно строить численные методы для приближенной
оценки множеств достижимости управляемой системы.

Автор благодарит И.А. Финогенко за предложенные задачи и вни-
мание к работе.
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