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Аннотация. В настоящей работе с помощью конструкции матричной фундамен-
тальной оператор-функции построено обобщенное решение сингулярной системы
дифференциальных уравнений в банаховых пространствах, исследована связь меж-
ду обобщенным и непрерывным решениями.
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Введение

Рассматривается система дифференциальных уравнений вида

MB
du

dt
= ΛAu(t) + f(t) (0.1)

с начальным условием
u(0) = u0, (0.2)

где M , Λ – квадратные матрицы порядка s, detM = 0, A, B – замкну-
тые линейные операторы с плотными областями определения, действу-
ющие из E1 в E2, E1, E2 – банаховы пространства, u(t) – искомая
вектор-функция, каждая компонента которой является функцией со
значениями в E1 , f(t) – заданная вектор-функция, имеющая компонен-
ты со значениями в E2, под записью Au(t) понимается вектор-столбец
вида
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Au(t) =

 Au1(t)
...

Aus(t)

.

Далее предполагается, что оператор B является нетеровым,
dimN(B) = n, dimN(B∗) = m, D(B) ⊂ D(A), R(B) = R(B),
ϕi, i = 1, n – базис в N(B), ψi, i = 1,m – базис в N(B∗), B имеет
полный A-жорданов набор, оператор A непрерывно обратим.

В силу необратимости оператора B и detM = 0 системы вида (0.1)
будем называть сингулярными, причем далее будем считать, что матри-
ца M не имеет Λ-присоединенных векторов. Случай, когда detM 6= 0
исследован автором ранее [1].

1. Редукция сингулярной системы дифференциальных
уравнений (0.1) к совокупности двух

Введем в рассмотрение матричный пучок (µM − Λ).

Определение 1. Пучок матриц (µM − Λ) называется регулярным,
если 1) M и Λ – квадратные матрицы одного и того же порядка и 2)
det(µM − Λ) 6= 0 [2].

Известно [2], что если пучок матриц (µM −Λ) регулярен, то сущест-
вуют невырожденные матрицы P и Q такие, что

P (µM − Λ)Q = µ

(
Es−q 0

0 N

)
−

(
L 0
0 Eq

)
,

где Es−q и Eq единичные матрицы соответствующих размерностей, N
– нильпотентная матрица порядка q, L – квадратная матрица порядка
s − q.

Этот результат можно сформулировать иначе [3]: существуют невы-
рожденные матрицы P и Q такие, что справедливы следующие матрич-
ные равенства

PMQ =
(

Es−q 0
0 N

)
, PΛQ =

(
L 0
0 Eq

)
.

Далее предполагается, что N = 0, т.е. матрица M не имеет Λ-присо-
единенных векторов. Тогда заменой u(t) = Qv(t) и умножением на P
слева система (0.1) приводится к виду

B

(
Es−q 0

0 0

)
dv

dt
= A

(
L 0
0 Eq

)
v(t) + g(t),

где g(t) = Pf(t).
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Полученную систему можно расщепить на две подсистемы: систему
дифференциальных уравнений первого порядка

Bv̇1(t) = ALv1(t) + g1(t), (1.1)

с начальным условием
v1(0) = v0

1 (1.2)

и систему уравнений
0 = Av2(t) + g2(t), (1.3)

здесь введены обозначения

v1(t) =

 v1(t)
...

vs−q(t)

 , v2(t) =

 vs−q+1(t)
...

vs(t)

 ,

g1(t) =

 g1(t)
...

gs−q(t)

 , g2(t) =

 gs−q+1(t)
...

gs(t)

 .

Пусть выполнены условия:
I) Условие согласования входных данных задачи (0.1)–(0.2)

Av2(0) + g2(0) = 0,
II) Матрица L имеет s − q различных отличных от нуля собствен-

ных значений λ1, . . . , λs−q. В этом случае [2] для матрицы L существует
невырожденная матрица C такая, что

C−1ΛC =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λs−q

 .

Тогда с помощью замены переменных v1(t) = Cw(t) и умножения на
C−1 слева, задача Коши для системы (1.1) распадается на s−q независи-
мых задач

Bẇl(t) = λlAwl(t) + ql(t), (1.4)

wl(0) = w0
l , l = 1, s − q, (1.5)

здесь q(t) = C−1g1(t).
Каждую из этих новых задач (1.4)–(1.5) можно исследовать методом

работы [4]. Обобщенное (и непрерывное) решения таких задач построе-
ны с помощью фундаментальных оператор-функций.
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2. Исследование сингулярной системы дифференциальных
уравнений (0.1)

Пусть u(t) – непрерывное решение задачи (0.1)–(0.2). Продолжим это
решение и функцию f(t) нулями при t < 0, т. е. рассмотрим функции
ũ(t) = u(t)θ(t), f̃(t) = f(t)θ(t), где θ(t) – функция Хевисайда [5].

Тогда задачу Коши (0.1)–(0.2) можно переписать в обобщенных фун-
кциях в виде

MB
dũ

dt
= ΛAũ(t) + f(t)θ(t) + MBu0δ(t),

или как систему сверточных уравнений относительно ũ(t) ∈ K
′
+(E1)

(K ′
+(E1) – класс обобщенных функций с ограниченным слева носите-

лем)
(MBδ′(t) − ΛAδ(t)) ∗ ũ(t) = f(t)θ(t) + MBu0δ(t). (2.1)

Здесь δ(t) – дельта-функция Дирака.

Определение 2. Матричной фундаментальной оператор-функцией
дифференциального оператора (MBδ′(t) − ΛAδ(t)) на классе K

′
+(E2)

будем называть такую обобщенную матричную оператор-функцию E(t),
что справедливы равенства

(MBδ′(t) − ΛAδ(t)) ∗ E(t) ∗ ũ(t) = ũ(t) ∀ũ(t) ∈ K
′
+(E2)

и
E(t) ∗ (MBδ′(t) − ΛAδ(t)) ∗ ũ1(t) = ũ1(t) ∀ũ1(t) ∈ K

′
+(E1).

Таким образом, если существует свертка E(t)∗(f(t)θ(t) + MBu0δ(t)),
то она является единственным решением системы сверточных уравне-
ний (2.1) в классе K

′
+(E1), т. е.

ũ(t) = E(t) ∗ (f(t)θ(t) + MBu0δ(t)), (2.2)

что, в свою очередь, позволяет строить обобщенные (и классические)
решения системы дифференциальных уравнений (0.1).

Справедлива

Теорема 1. Если оператор B нетеров, n ≥ m, B имеет полный А-
жорданов набор

{
ϕ

(j)
i , i = 1, n, j = 1, pi

}
[6],

{
ψ

(j)
i , i = 1,m, j = 1, pi

}
–

A∗-жорданов набор, оператор А непрерывно обратим, пучок матриц
(µM − Λ) регулярен, выполнены условия I и II, то дифференциальный
оператор первого порядка (MBδ′(t) − ΛAδ(t)) имеет в классе K

′
+(E2)

матричную фундаментальную оператор-функцию вида

E(t) = Qδ(t) ∗
(

EI(t) 0
0 D(t)

)
∗ Pδ(t), (2.3)
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где

EI(t) = Cδ(t) ∗


ε1(t) 0 . . . 0

0 ε2(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . εs−q(t)

 ∗ C−1δ(t),

D(t) =


−A−1δ(t) 0 . . . 0

0 −A−1δ(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −A−1δ(t)

 — матрица порядка q.

Оператор-функции εl(t) имеют следующий вид

εl(t) = B+eλlAB+t

I −
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ

(pi−j+1)
i

 θ(t)−

−
n∑

i=1

pi−1∑
k=0


pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
λ−k−1

l ϕ
(pi−k+1−j)
i

 δ(k)(t)

 [4], l = 1, s − q.

Здесь ψ
(j)
i , i = m + 1, n, j = 2, pi являются произвольными функциона-

лами из E∗
2 и ψ

(1)
i = 0, i = m + 1, n.

Доказательство. В соответствии с определением матричной фунда-
ментальной оператор-функции необходимо проверить справедливость
равенства

(MBδ′(t) − ΛAδ(t)) ∗ E(t) ∗ ũ(t) = ũ(t) ∀ũ(t) ∈ K
′
+(E2).

Подставим в левую часть этого равенства выражение для E(t):

(MBδ′(t) − ΛAδ(t)) ∗ E(t) ∗ ũ(t) = (MBδ′(t) − ΛAδ(t)) ∗ Qδ(t)∗

∗
(

EI(t) 0
0 D(t)

)
∗ Pδ(t) ∗ ũ(t) = (MQBδ′(t) − ΛQAδ(t))∗

∗
(

EI(t) 0
0 D(t)

)
∗ Pδ(t) ∗ ũ(t) = (P−1δ(t) ∗ Pδ(t))·

·(MQBδ′(t) − ΛQAδ(t)) ∗
(

EI(t) 0
0 D(t)

)
∗ Pδ(t) ∗ ũ(t) =

= P−1δ(t) ∗ (PMQBδ′(t) − PΛQAδ(t)) ∗
(

EI(t) 0
0 D(t)

)
∗ Pδ(t) ∗ ũ(t) =

= P−1δ(t) ∗
[(

B

(
Es−q 0

0 0

)
δ′(t) − A

(
L 0
0 Eq

)
δ(t)

)
∗

(
EI(t) 0

0 D(t)

)]
∗

∗Pδ(t) ∗ ũ(t) = P−1δ(t) ∗
(

(Bδ′(t) − ALδ(t)) ∗ EI(t) 0
0 −Aδ(t) ∗ D(t)

)
∗
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∗Pδ(t) ∗ ũ(t).

Так как

(Bδ′(t) − ALδ(t)) ∗ EI(t) = (Bδ′(t) − ALδ(t))∗

∗Cδ(t) ∗


ε1(t) 0 . . . 0

0 ε2(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . εs−q(t)

 ∗ C−1δ(t) =

= (CBδ′(t) − ALCδ(t)) ∗


ε1(t) 0 . . . 0

0 ε2(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . εs−q(t)

 ∗ C−1δ(t) =

= (Cδ(t) ∗ C−1δ(t))(CBδ′(t) − ALCδ(t)) ∗


ε1(t) 0 . . . 0

0 ε2(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . εs−q(t)

 ∗

∗C−1δ(t) = Cδ(t) ∗

Bδ′(t) − A


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λs−q

 δ(t)

 ∗

∗


ε1(t) 0 . . . 0

0 ε2(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . εs−q(t)

 ∗ C−1δ(t) = Cδ(t) ∗ Iδ(t) ∗ C−1δ(t) = Iδ(t),

(здесь (Bδ′(t) − λlAδ(t)) ∗ εl(t) = Iδ(t)[4]),
а

(−Aδ(t))∗D(t)=(−Aδ(t))∗


−A−1δ(t) 0 . . . 0

0 −A−1δ(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −A−1δ(t)

=Iδ(t),

то

(MBδ′(t)−ΛAδ(t))∗E(t)∗ũ(t)=P−1δ(t)∗Iδ(t)∗Pδ(t)∗ũ(t)=Iδ(t)∗ũ(t)=ũ(t).

Справедливость равенства

E(t) ∗ (MBδ′(t) − ΛAδ(t)) ∗ ũ1(t) = ũ1(t) ∀ũ1(t) ∈ K
′
+(E1)

доказывается аналогично.
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Теорема 2. Если в условиях теоремы 1, n < m, то матричная опе-
ратор-функция E(t) вида (2.3) является фундаментальной для диффе-
ренциального оператора (MBδ′(t) − ΛAδ(t)) на подклассе обобщенных
функций из K

′
+(E2), удовлетворяющих условиям〈

eλlAB+t, ψν

〉
zνθ(t) ∗ ũl(t) = 0, l = 1, s − q, ν = n + 1,m. (2.4)

Теорема 3. Если выполнены условия теоремы 1, то задача (0.1)–(0.2)
имеет в классе K

′
+(E1) единственное обобщенное решение вида

ũ(t) = E(t) ∗ (f(t)θ(t) + MBu0δ(t)).

В развернутой форме

ũ(t) = Q

(
ṽ1(t)
ṽ2(t)

)
,

где

ṽ1(t) = C

 w̃1(t)
...

w̃s−q(t)

 , ṽ2(t) =

 ṽs−q+1(t)
...

ṽs(t)

 ,

w̃l(t) = −
n∑

i=1

pi−1∑
k=1


k∑

j=1

cijλ
k−j
l ϕ

(k+1−j)
i

 δ(pi−1−k)(t)

 + (w0
l +

+
m∑

i=1

pi∑
j=1

cijλ
pi−j
l ϕ

(pi+1−j)
i +

n∑
m+1

pi∑
j=1

cijB
+eλ1AB+tAϕ

(pi−j)
i +

+
∫ t

0
B+eλlAB+(t−τ)(I −

r∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ

(pi+1−j)
i ) · (λlAw0

l + gl(τ)+

+
n∑

k=m+1

ξk1(τ)λlAϕ
(1)
k )dτ +

m∑
i=1

pi∑
j=1

ξij(t)λ
j−1
l ϕ

(j)
i +

+
n∑

k=m+1

ξk1(t)ϕ
(1)
k )θ(t)[4], l = 1, s − q, r = min(m,n),

ṽl(t) = −A−1gl(t)θ(t), l = s − q + 1, s.

Здесь введены обозначения при i = 1,m, j = 1, pi,

cij = − 1
λpi+1−j

l

〈
λlAw0

l + gl(0), ψ(j)
i

〉
− 1

λpi+2−j
l

〈
g
′
l(0), ψ(j−1)

i

〉
− · · ·−

− 1
λpi

l

〈
g
(j−1)
l (0), ψ(1)

i

〉
,
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ξij = −
pi−j∑
k=0

1

λk+j
l

〈
g
(k)
l (t) − g

(k)
l (0), ψ(pi−k+1−j)

i

〉
;

при i = m + 1, n, j = 1, pi,

cij = − 1
λpi−j

l

〈
Bw0

l , ψ
(j+1)
i

〉
− 1

λpi−1−j
l

〈
gl(0), ψ(j)

i

〉
− · · ·−

− 1
λpi−1

l

〈
g
(j−2)
l (0), ψ(2)

i

〉
,

cipi = −
〈
w0

l , γi

〉
− 1

λl

〈
gl(0), ψ(pi)

i

〉
− · · · − 1

λpi−1
l

〈
g
(pi−2)
l (0), ψ(2)

i

〉
,

ξi1(t) = −
pi−1∑
k=0

1
λk+1

l

〈
g
(k)
l (t) − g

(k)
l (0), ψ(pi−k)

i

〉
,

где γi ∈ E∗
1 , i = 1, n – биортогональная система элементов к ϕi, т.е.

〈ϕi, γk〉 = δik, i, k = 1, n.

В силу произвольности функционалов ψ
(j)
i при i = m + 1, n, j =

2, pi соответствующие им коэффициенты cij оказываются свободны-
ми параметрами, а функции ξi1(t), i = m + 1, n произвольными.

Следствие 1. Если в условиях теоремы 3 свободные параметры cij ,
i = m + 1, n, j = 1, pi положить равными нулю, а начальные условия
u0 и функцию f(t) выбрать такими, что cij = 0, i = 1,m,
j = 1, pi, то обобщенное решение (2.2) окажется классическим (непре-
рывным).

Теорема 4. Если выполнены условия теоремы 2, то в соответст-
вии с условием (2.4) функция ũ(t) = E(t) ∗ (f(t)θ(t) + MBu0δ(t)), бу-
дет являться обобщенным решением задачи Коши (0.1)–(0.2), если для
функции (f(t)θ(t) + MBu0δ(t)) при ν = n + 1, m будут выполняться
условия〈

eλlAB+t, ψν

〉
zνθ(t) ∗ (MBu0l

δ(t) + fl(t)θ(t)) = 0, l = 1, s − q, (2.5)

причем свободных параметров и произвольных функций в обобщенном
решении в этом случае нет.

Следствие 2. Если в условиях теоремы 4 начальные условия u0 и
функцию f(t) выбрать такими, что cij = 0, i = 1, n, j = 1, pi и
выполнено условие (2.5) то обобщенное решение ũ(t) окажется класси-
ческим (непрерывным).
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Замечание 1. Если условие согласования I не выполняется, то по-
рядок сингулярности как матричной фундаментальной оператор-фун-
кции, так и обобщенного решения повысится, а величина такого по-
вышения будет определяться структурой корневого подпространства
матричного пучка (µM − Λ) и является объектом дальнейших иссле-
дований.
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O. V. Korobova
The singular systems of differential equations with neter oper-

ator by derivative in Banach spaces

Abstract. In this paper using the matrix fundamental operator-function the generalized
solution of singular system of differential equations in Banach spaces is described and
the connection between generalized and continuous solutions is investigated .




