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Аннотация. В статье доказана теорема о достаточных условиях существования
и единственности классического решения задачи Коши для вырожденного диффе-
ренциально-операторного уравнения третьего порядка в банаховых пространствах.
А также получены явные формулы для восстановления этого решения.
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Введение

Рассматривается дифференциально-операторное уравнение следую-
щего вида

B
...
x (t) = A2ẍ(t) + A1ẋ(t) + A0x(t) + f(t), (1)

с начальными условиями

x(0) = x0, ẋ(0) = x1, ẍ(0) = x2, (2)

где B, A2, A1, A0 — замкнутые линейные операторы с плотными об-
ластями определения, действующие из E1 в E2, E1, E2 — банаховы
пространства, причем

D(B) ⊂ D(A2) ∩ D(A1) ∩ D(A0),

D(B) = D(A2) ∩ D(A1) ∩ D(A0) = E1,R(B) = R(B),

x(t), f(t) — неизвестная и заданная функции неотрицательного веще-
ственного аргумента t cо значениями в E1 и E2 соответственно.



206 С. С. ОРЛОВ

Особый интерес представляет случай необратимого оператора B, т.
к. в такой постановке задача Коши (1)-(2) не всегда имеет классическое
решение, под которым понимается функция x(t) класса C3([0, +∞), E1),
обращающая в тождество уравнение (1) и удовлетворяющая начальным
условиям (2). Имеется множество подходов к исследованию проблемы
разрешимости сингулярных (вырожденных) дифференциально-опера-
торных уравнений как в конечномерных, так и в бесконечномерных
пространствах. В данной работе применительно к задаче Коши (1)-(2)
были использованы идеи работ Н.А. Сидорова по теории разрешимости
сингулярных дифференциально-операторных уравнений в банаховых
пространствах [1].

1. Некоторые вспомогательные сведения

Пусть оператор B фредгольмов и выполнено следующее условие
A) ядро оператора B m-мерно, т. е. dimN (B) = m, в этом случае

dimN (B∗) = m, здесь B∗ — сопряженный оператор.
Введем следующие обозначения:

{
ϕi, i = 1,m

}
— базис в N (B),{

ψi, i = 1,m
}

— базис в N (B∗),
{
γi, i = 1,m

}
,
{
zi, i = 1,m

}
— соответ-

ствующие биортогональные системы элементов из E∗
1 и E2, т.е. имеют

место соотношения

〈ϕi, γj〉 = δij , 〈zi, ψj〉 = δij , i, j = 1,m.

Приведем следующие понятия, используемые далее в работе.
Оператором Шмидта для фредгольмова оператора B называется

следующий оператор

Γ = B̃−1 =

(
B +

m∑
i=1

〈•, γi〉 zi

)−1

, (3)

который в силу леммы Шмидта [2] существует и ограничен.
Обобщенным A2, A1, A0-жордановым набором оператора B будем

называть множество элементов
{
ϕ

(k)
i , k = 1, pi, i = 1,m

}
, удовлетворя-

ющих следующим соотношениям:

Bϕ
(2)
i = A2ϕ

(1)
i , Bϕ

(3)
i = A2ϕ

(2)
i + A1ϕ

(1)
i ,

Bϕ
(k)
i = A2ϕ

(k−1)
i + A1ϕ

(k−2)
i + A0ϕ

(k−3)
i , k = 4, pi, i = 1,m. (4)

В силу альтернативы Фредгольма [2] уравнения (4) будут разрешимы
относительно ϕ

(k)
i , если для них выполняются условия разрешимости,

имеющие вид〈
A2ϕ

(1)
i , ψj

〉
= 0,

〈
A2ϕ

(2)
i + A0ϕ

(1)
i , ψj

〉
= 0,
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A2ϕ

(k−1)
i + A1ϕ

(k−2)
i + A0ϕ

(k−3)
i , ψj

〉
= 0, (5)

k = 4, pi, i, j = 1, m.

В этом случае элементы ϕ
(k)
i можно восстановить по формулам

ϕ
(2)
i = ΓA2ϕ

(1)
i , ϕ

(3)
i = Γ(A2ϕ

(2)
i + A1ϕ

(1)
i ),

ϕ
(k)
i = Γ(A2ϕ

(k−1)
i + A1ϕ

(k−2)
i + A0ϕ

(k−3)
i ), k = 4, pi, i = 1,m. (6)

Далее без ограничения общности будем считать, что p1 ≤ p2 ≤ p3 ≤
. . . ≤ pm.

Обобщенный A2, A1, A0-жорданов набор оператора B называется
полным, если

det
〈
A2ϕ

(pi)
i + A1ϕ

(pi−1)
i + A0ϕ

(pi−2)
i , ψj

〉
6= 0, i, j = 1,m.

В случае полного обобщенного A2, A1, A0-жорданова набора без
ограничения общности для всех i, j = 1,m можно предполагать выпол-
ненными следующие равенства〈

A2ϕ
(k)
i + A1ϕ

(k−1)
i + A0ϕ

(k−2)
i , ψj

〉
= 0, k < pi, (7)〈

A2ϕ
(pi)
i + A1ϕ

(pi−1)
i + A0ϕ

(pi−2)
i , ψj

〉
= δij . (8)

Полный обобщенный A2, A1, A0-жорданов набор оператора B назы-
вается биканоническим [3], если выполняются соотношения〈

A2ϕ
(k)
i + A1ϕ

(k−1)
i + A0ϕ

(k−2)
i , ψj

〉
= 0, k > pi, i, j = 1,m, (9)

где

ϕ
(k)
i = Γ(A2ϕ

(k−1)
i + A1ϕ

(k−2)
i + A0ϕ

(k−3)
i ), k > pi, i = 1,m

называются формально присоединенными элементами.
Далее везде в работе будем предполагать выполненным условие
B) оператор B имеет биканонический полный обобщенный A2, A1, A0-

жорданов набор.

2. Построение классического решения

Ранее в работах [4], [5] строились классические решения задачи Коши
(1)-(2) в конечномерных пространствах в предположении одномерности
нуль-пространства оператора (матрицы) B. В настоящей работе эти
результаты обобщаются на случай бесконечномерных пространств и
многомерных ядер.



208 С. С. ОРЛОВ

Пусть выполнено следующее условие:
C) операторы A2Γ , A1Γ , A0Γ коммутируют, т. е. выполняются

следующие равенства

AnΓ AkΓ = AkΓ AnΓ , n 6= k, n, k = 0, 2,

и операторное уравнение

Λ3 + A2ΓΛ2 + A1ΓΛ + A0Γ = 0

имеет три различных решения Λ1, Λ2, Λ3 ∈ L(E2), коммутирующих
между собой, причем операторы вида (Λi − Λj), i 6= j, i, j = 1, 3
непрерывно обратимы.

Введем функции:

F (τ) = V −1((Λ3 − Λ2) expΛ1τ − (Λ3 − Λ1) expΛ2τ + (Λ2 − Λ1) expΛ3τ),
(10)

где V = (Λ3 − Λ2)(Λ3 − Λ1)(Λ2 − Λ1),

g(t) = f(t) + A2x2 + A1(x2t + x1) + A0(
x2t

2

2
+ x1t + x0),

Kij(τ) =
〈
F ′′(τ)A2ϕi + F ′(τ)A1ϕi + F (τ)A0ϕi, ψj

〉
, i, j = 1,m,

bj(t) = −
t∫

0

〈F (t − s)g(s), ψj〉 ds, j = 1,m.

Далее имеет место следующая

Лемма 1. Если выполнены условия A), B), C), то для i, j = 1,m
справедливо представление

Kij(τ) =

{
τpi−1

(pi−1)! , i = j

0, i 6= j.
(11)

Справедливость формулы (11) устанавливается простым разложени-
ем в ряд Тейлора функций Kij(τ) в окрестности точки τ = 0. При этом
используется условие C) и формулы (6), (7), (8), (9), (10).

Введем условия:
D) b

(q+2)
j (0) = 0, q = 1, pi, i, j = 1,m,

E) 〈f(t), ψj〉 ∈ C(pj)(t ≥ 0), j = 1,m.

Теорема 1. Если выполнены условия A), B), C), D), E), то задача
Коши (1)-(2) имеет единственное классическое решение

x(t) = x0 + x1t +
x2t

2

2
+

m∑
i=1

bi(t)ϕi + Γ
t∫

0

F (t − s)g(s)ds+
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+Γ
m∑

i=1

t∫
0

(F
′′
tt(t − s)A2ϕi + F

′
t (t − s)A1ϕi + F (t − s)A0ϕi)bi(s)ds,

где Γ — оператор Шмидта см. (3), функция F (τ) задается формулой
(10).

Доказательство. Следуя идеологии работы [1], решение задачи Коши
(1)-(2) будем искать в виде

x(t) = x0 + x1t +
x2t

2

2
+ ΓV (t) +

m∑
i=1

ξi(t)ϕi, (12)

где функции V (t), ξi(t), i = 1,m удовлетворяют следующим условиям

V (0) = V̇ (0) = V̈ (0) = 0, 〈V (t), ψj〉 = 0, j = 1,m, (13)

ξi(0) = ξ̇i(0) = ξ̈i(0) = 0, i = 1,m. (14)

Подставляя (12) в (1) с учетом (13) и условия C) получаем

V (t) =
t∫

0

F (t − s)g(s)ds+

+
m∑

i=1

t∫
0

(F
′′
tt(t − s)A2ϕi + F

′
t (t − s)A1ϕi + F (t − s)A0ϕi)ξi(s)ds,

где ξi(t) удовлетворяют системе интегральных уравнений Вольтерра
первого рода

m∑
i=1

t∫
0

Kij(t − s)ξi(s)ds = bj(t), j = 1, m, (15)

которая в силу леммы 1 фактически расщепляется на m независи-
мых уравнений, решая каждое из которых методом последовательно-
го дифференцирования в силу условия D) находим его единственное
аналитическое решение ξi(t) = b

(pi)
i (t), где i = 1,m.

Замечание 1. Условие E) «слабой» дифференцируемости функции
f(t) требуется для однозначной разрешимости системы интегральных
уравнений Вольтерра (15). При этом учитывается свойство, заключаю-
щееся в том, что b(0) = ḃ(0) = b̈(0) = 0.

Замечание 2. Условие биканоничности полного обобщенного жорда-
нова набора можно снять. Это приведет к «техническому» утяжелению
предложенного метода, но никак не скажется на сути результата.
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Замечание 3. Применение к поставленной задаче теории обобщен-
ных функций Соболева-Шварца позволяет снять условие D) теоремы
1 и построить решение задачи Коши (1)-(2) в классе K′

(R+, E1) —
обобщенных функций с ограниченным слева носителем [6]. Для вос-
становления такого решения могут быть использованы две технологии.
Первая состоит в представлении решения в виде суммы регулярной
и сингулярной составляющих, последняя имеет точечный носитель и
является линейной комбинацией δ-функции Дирака и ее производных
[7]. Другой подход, развитый М. В. Фалалеевым, связан с понятием
фундаментальной оператор-функции сингулярного дифференциально-
го оператора [8]. Здесь решение восстанавливается как свертка фунда-
ментальной оператор-функции с правой частью уравнения (свободной
функцией). С помощью этой конструкции доказывается единственность
решения в классе K′

(R+, E1).
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S. S. Orlov
The classical solutions of a singular differential-operator equa-

tion of the third order in Banach spaces

Abstract. The theorem on sufficient conditions of unique existence of Cauchy problem
classical solution for degenerate differential-operator equation of the third order in Banach
spaces was proved in this paper. And also the explicit formulas of this solution were
obtained.




