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Введение

В приложениях возникают начально-краевые задачи, которые можно
трактовать как дифференциальные уравнения в банаховых простран-
ствах с необратимым оператором при старшей производной (в иной
терминологии такие уравнения также называют уравнениями соболев-
ского типа). Возрастание интереса к уравнениям, неразрешенным отно-
сительно старшей производной, обусловлено необходимостью решения
важных прикладных задач, в частности, в области физики атмосфе-
ры, физики плазмы, теории электрических цепей, динамике колебаний
стратифицированной жидкости, теории флаттера, теории ползучести
металлов, теории фильтрации жидкости и многих других, а также есте-
ственным стремлением к изучению новых математических объектов.

В настоящее время имеется огромное количество теоретических и
прикладных работ, посвященных изучению уравнений и систем, нераз-
решенных относительно старшей производной.

Однако непосредственно построение обобщенного (и непрерывного в
том числе) решения сопровождается очень громоздкими и достаточно
неудобными выкладками, что в свою очередь затрудняет поиск реше-
ния.
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Понятие фундаментальной оператор-функции, введенное М.В. Фа-
лалеевым, как расширение понятия фундаментального решения диф-
ференциального (интегрального и интегро-дифференциального) опера-
тора на банаховы пространства, дает возможность отойти от прямого
построения обобщенного решения. При этом обобщенное решение иссле-
дуемой задачи записывается в виде свертки фундаментальной оператор-
функции с источником (правой частью уравнения — свободной функци-
ей). Таким образом, знание фундаментальной оператор-функции поз-
воляет в замкнутой форме выписывать обобщенные решения и опреде-
лять условия существования непрерывного решения исследуемой зада-
чи, избегая непосредственного построения последнего.

В работе исследуется полный дифференциальный оператор второго
порядка с фредгольмовым оператором при старшей производной. Для
этого оператора, используя различные подходы, построена фундамен-
тальная оператор-функция.

1. Предисловие

1.1. Понятие фундаментальной оператор-функции

Обозначим через K ′(R+, E) множество обобщенных функций, носители
которых находятся в [0,+∞).

Пусть E1, E2 — банаховы пространства, k(t) — оператор-функция,
действующая из E1 в E2, k(t) — линейный замкнутый ∀ t, D(k(t)) =
D(k) не зависит от t и D(k) = E1, k(t) — сильно непрерывна на Dk, при-
чем существует k∗(t) : E∗

2 → E∗
1 при почти всех t ∈ R, k∗(t) — линейный,

f(t) ∈ D′(R) (здесь через D′(R), следуя [1], обозначено пространство
K ′(R,R)).

Выражение вида k(t)f(t) назовем обобщенной оператор-функцией.
Определение 1 [2]. Сверткой обобщенной оператор-функции

k(t)f(t) и обобщенной функции v(t) ∈ K ′(R,E1) назовем обобщенную
функцию k(t)f(t) ∗ v(t) ∈ K ′(R,E2) (если она существует), действую-
щую по правилу

k(t)f(t) ∗ (v(t), s(t)) = (f(t), (v(τ), k∗(t)s(t + τ))) ∀s(t) ∈ K(R,E∗
2).

Рассмотрим дифференциальный оператор вида

L(D) =
n∑

k=0

Ak
dk

dtk
,

где Ak — замкнутые линейные операторы из E1 в E2,
n
∩

k=0
D(Ak) = E1.
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Соответствующая ему обобщенная оператор-функция [3] имеет вид

L(δ(t)) =
n∑

k=0

Akδ
(k)(t).

Определение 2. Фундаментальной оператор-функцией дифферен-
циального оператора L(D) на классе K ′(R,E2) называется такая опе-
ратор-функция E(t), что ∀u(t) ∈ K ′(R,E2) на основном пространстве
K(R,E∗

2) справедливо равенство

L(δ(t)) ∗ E(t) ∗ u(t) = u(t).

1.2. Некоторые сведения о жордановых наборах

Пусть A1, A0, B — замкнутые линейные операторы из E1 в E2, где E1,
E2 — банаховы пространства, такие, что D(B) = D(A0) ∩ D(A1) = E1,
R(B) = R(B), D(B) ⊂ (D(A0)∩D(A1)), dim N(B) = dim N(B∗)=n≥1,
B — фредгольмов.

Будем предполагать следующее:
А) {ϕi, i = 1, n} — базис N(B), {ψj , j = 1, n} — базис N(B∗),

существуют такие элементы ϕ
(1)
i = ϕi ϕ

(k)
i ∈ E1, i = 1, n, k = 1, pi, p1 ≤

p2 ≤ . . . ≤ pn, что справедливы соотношения

Bϕ
(1)
i = 0, Bϕ

(2)
i = A1ϕ

(1)
i , Bϕ

(k)
i = A1ϕ

(k−1)
i +A0ϕ

(k−2)
i , k = 3, pi, i = 1, n;

〈A1ϕ
(k)
i + A0ϕ

(k−1)
i , ψj〉 =

{
0, k 6= pi,
δij , k = pi, i, j = 1, n,

причем, элементы ϕ
(k)
i , k > pi строятся формально следующим обра-

зом: ϕ
(k)
i = Γ(A1ϕ

(k−1)
i + A0ϕ

(k−2)
i ), где Γ — оператор Шмидта [4].

Для присоединенных элементов ψ
(k)
j справедливы аналогичные фор-

мулы ψ
(k)
j = Γ∗(A∗

1ψ
(k−1)
j +A∗

0ψ
(k−2)
j ), и существуют элементы γi, zi, i =

1, n такие, что пары {ϕi, γi} и {zi, ψi} биортогональны и

zi = A1ϕ
(pi)
i + A0ϕ

(pi−1)
i , γi = A∗

1ψ
(pi)
i + A∗

0ψ
(pi−1)
i , i = 1, n.

Условие А) означает, что оператор B имеет полный биканонический [5]
A1, A0 — жорданов набор.

1.3. Определения и свойства семейства M,N-функций

Приведем здесь в удобных для нас обозначениях некоторые сведения
из [6].
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Пусть E — банахово пространство, A1 и A0 — линейные коммутиру-
ющие операторы с D(A1) = D(A0) = E.

Определение 3 [6]. Однопараметрическое семейство ограниченных
коммутирующих операторов M(t), N(t) называется ω-сильно непре-
рывным семейством M,N -функций, порожденных операторами A1 и
A0, если

1. M(t + h) = M(t)M(h) + A0N(t)N(h);
N(t + h) = M(t)N(h) + M(h)N(t) + A1N(t)N(h), t, h ≥ 0;
2. N(0) = 0, M(0) = I и существуют N ′(0) = I, M ′(0) = 0;
3. Оператор-функции M(t), N(t) сильно непрерывны по t ≥ 0;
4. ∃k > 0, ω ≥ 0 : ‖M(t)‖, ‖N(t)‖ ≤ k exp(ωt), t ≥ 0.
Определение 4. Операторы

M̃ ′′(0)u = lim
h→∞

M(2h) − 2M(h) + I

h2
u, Ñ ′′(0)u = lim

h→∞

N(2h) − 2N(h)
h2

u,

определенные на тех u ∈ E, для которых соответствующий предел
существует, называются производящими семейства M,N -функций.

1.4. Полиномиально относительно ограниченные пучки
операторов

Приведем в удобных для дальнейшего исследования обозначениях неко-
торые сведения из [7].

Пусть B, A1, A0 — линейные непрерывные операторы, действующие
из банахова пространства E1 в банахово пространство E2.

Определение 5 [7]. B-резольвентным множеством операторного пуч-
ка (A1, A0) называется множество

ρB(A1, A0) ≡ {µ ∈ C : RB
µ (A1, A0) = (µ2B − µA1 − A0)−1 ∈ L(E1, E2)},

где L(E1, E2) — множество линейных непрерывных операторов, дей-
ствующих из банахова пространства E1 в банахово пространство E2.

Определение 6 [7]. Оператор-функцию RB
µ (A1, A0) комплексной

переменной µ называют B-резольвентой пучка операторов (A1, A0).
Определение 7 [7]. Операторный пучок (A1, A0) называют поли-

номиально ограниченным относительно B, если ∃a ∈ R+ такое, что
{µ ∈ C, |µ| > a} ⊂ ρB(A1, A0).

Пусть пучок (A1, A0) полиномиально ограничен относительно опера-
тора B и выполнены условия [7]:

B)
∮
γ

RB
µ (A1, A0)dµ ≡ 0 ∀γ ≡ {µ ∈ C : |µ| = r > a};

C) BRB
µ (A1, A0)A1 = A1R

B
µ (A1, A0)B ∀µ ∈ ρB(A1, A0), т.е. пара

операторов B и A1 псевдокоммутируют относительно RB
µ (A1, A0).

В случае B)
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1) операторы [7]

P =
1

2πi

∮
γ

µRB
µ (A1, A0)Bdµ, Q =

1
2πi

∮
γ

BRB
µ (A1, A0)dµ

являются проекторами в E1 и E2 и индуцируют разложения этих про-
странств в прямые суммы:

E1 = E0
1 ⊗ E1

1 = ker P ⊗ im P, E2 = E0
2 ⊗ E1

2 = ker Q ⊗ im Q;

2) действие операторов B, A1, A0 расщепляются, причем операторы
A0

0 : E0
1 → E0

2 , B1 : E1
1 → E1

2 непрерывно обратимы.
В случае C) пары операторов B и A0, A0 и A1 также псевдокомму-

тируют относительно RB
µ (A1, A0).

2. Фундаментальные оператор-функции полного
дифференциального оператора 2-го порядка с

фредгольмовым оператором при старшей производной

Рассмотрим дифференциальный оператор вида

B
d2

dt2
− A1

d

dt
− A0. (∗)

2.1. Фундаментальная оператор-функция в условиях
коммутирования

Пусть B, A1, A0 — замкнутые линейные операторы из E1 в E2, B —
фредгольмов, E1, E2 — банаховы пространства, D(B) ⊂ (D(A1)∩D(A0)),
D(B) = D(A1) ∩ D(A0), R(B) = R(B), dim N(B) = dim N(B∗) = n ≥ 1
и выполняется условие А) — оператор B имеет полный биканонический
A1, A0-жорданов набор.

Допустим выполнимость следующих условий:
D) операторы A0Γ и A1Γ коммутируют;
E) операторы A0Γ и A1Γ являются производящими операторами ω-

сильно непрерывного семейства M,N -функций [6].
Теорема 1 [8]. Если выполнены условия A), D), E), то дифферен-

циальный оператор (*) имеет фундаментальную оператор-функцию
вида

E(t) = ΓN(t)θ(t) ∗ (<(t)θ(t)+

+ Iδ(t)) ∗

(I − Q)δ(t) −
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈•, ψ(j)
i 〉ziδ

(pi+1−j)(t)

 ,
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где <(t) — резольвента ядра −
n∑

i=1
QiN

(pi+2)(t).

Пусть выполняется следующее условие:
F) операторное уравнение X2−A1ΓX−A0Γ = 0 имеет пару решений

X1, X2 таких, что

X1 + X2 = A1Γ, X1X2 = X2X1 = −A0Γ, V = (X1 − X2)−1.

Заметим, что условие F) обеспечивает псевдокоммутируемость опера-
торов A0, A1 относительно оператора Γ, т.е. A1ΓA0 = A0ΓA1. (Здесь и
далее в этой главе Γ — оператор Шмидта для оператора B.)

Введем в рассмотрение оператор-функцию

U(t) = (expX1t − exp X2t).

Теорема 2 [9]. Если выполнены условия А), F), оператор B — фред-
гольмов, то вырожденный дифференциальный оператор (*) имеет фун-
даментальную оператор-функцию вида

E(t) = Γδ(t) ∗ U(t)V θ(t) ∗ (R(t)+

+ Iδ(t)) ∗
(

Iδ(t) −
n∑

i=1

pi∑
k=0

〈•, ψ(pi+1−k)
i 〉ziδ

(k)(t)

)
,

где R(t) — резольвента ядра −
n∑

i=1
QiU

(pi+2)(t)V θ(t).

2.2. Фундаментальная оператор-функция в условиях
спектральной ограниченности

Пусть B, A1, A0 — линейные непрерывные операторы, действующие
из банахова пространства E1 в банахово пространство E2, операторный
пучок (A1, A0) является [7] полиномиально ограниченным относительно
B, оператор B необратим. Это позволяет рассмотреть случай, когда яд-
ро оператора B может быть бесконечномерным или длина жордановой
цепочки равна бесконечности.

Теорема 3 [10]. Если операторный пучок (A1, A0) полиномиально
ограничен относительно оператора B, выполнены условия D), E), то
дифференциальный оператор (*) имеет на классе K ′(R,E2) фундамен-
тальную оператор-функцию вида

E(t) = N(t)(B1)−1Qθ(t) −
∞∑

q=0

K2
q (A0

0)
−1(I − Q)δ(q)(t),

где [7] N(t) =
1

2πi

∮
γ

RB
µ (A1, A0)Beµtdµ, N(0) = 0, N ′(0) = P, BN ′′(0) =

A1P = QA1, {K1
q ,K2

q } — семейства операторов, определенные следу-
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ющим образом: K1
0 = I, K2

0 = I, K1
1 = H0, K1

2 = −H1, K1
q+1 =

K2
q H0, K2

q+1 = K1
q − K2

q H1, где H0 = (A0
0)

−1B0, H1 = (A0
0)

−1A0
1.

Замечание. Если ∞ — несущественно особая точка [7], B — ре-
зольвенты пучка операторов (A1, A0), т.е. ∃p ∈ {0} ∪ N такое, что
K1

j 6= 0, K2
j 6= 0 при j = 0, p, но K1

p+1 ≡ K2
p+1 ≡ 0, тогда фунда-

ментальная оператор-функция рассматриваемого дифференциального
оператора (*) будет иметь вид

E1(t) = N(t)(B1)−1Qθ(t) −
p∑

q=0

K2
q (A0

0)
−1(I − Q)δ(q)(t).
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E. U. Grazhdantseva
The fundamental operator-functions of a differential operator

Abstract. In this paper on the basis of various conditions on operator coefficients,
a fundamental operator-function of the full singular differential operator of the second
order is contructed.




