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Аннотация. В работе рассмотрена задача Коши для линейного дифференциально-
операторного уравнения четвертого порядка специального вида с необратимым опе-
ратором при старшей производной по времени в банаховых пространствах. Постро-
ено обобщённое решение, доказана единственность полученного решения в широком
классе обобщённых функций.
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Введение

Рассматривается задача Коши вида

Bu(4)(t) = A1u
(2)(t) + A0u(t) + f(t), (0.1)

u(i)(0) = ui, i = 0, 3, (0.2)

где u(t) — искомая функция со значениями в E1, B, A1 и A0 — линейные
замкнутые операторы из E1 в E2 с плотными в E1 областями опреде-
ления, ui ∈ E1, f(t) — заданная функция со значениями в E2, E1 и E2

— банаховы пространства. При этом B фредгольмов, dimN (B) = 1,
R(B) = R(B), D(B) = D(A1) ∩ D(A0) = E1, D(B) ⊂ D(A1) ∩ D(A0).

Сформулируем задачу Коши (0.1)-(0.2) в пространстве обобщённых
функций. Если функция u(t) является классическим решением зада-
чи (0.1)-(0.2), то функция ũ(t) = u(t)θ(t) удовлетворяет в обобщённом
смысле уравнению:

Bũ(4)(t) − A1ũ
(2)(t) − A0ũ(t) = f(t)θ(t)+
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+Bu0δ
(3)(t) + Bu1δ

(2)(t) + (Bu2 −A1u0)δ(1)(t) + (Bu3 −A1u1)δ(t), (0.3)
здесь δ(t) — функция Дирака, θ(t) — функция Хевисайда [5]. Задачу
о построении решения уравнения (0.3) в классе распределений будем
называть обобщённой задачей Коши для (0.1)-(0.2).

В работе рассмотрены два подхода к построению обобщённых реше-
ний: первый — получение решения с помощью конструкции фундамен-
тальной оператор-функции [2] дифференциального оператора, стояще-
го в левой части уравнения (0.3), второй — непосредственное восста-
новление решения как суммы регулярной и сингулярной обобщённых
функций [1].

1. Вспомогательные утверждения

Пусть оператор B фредгольмов и имеет одномерное ядро, т.е.
dimN (B) = dimN ∗(B) = 1. Обозначим базисные элементы ядер через
ϕ ∈ N (B), ψ ∈ N ∗(B).

Определение 1. Будем говорить, что элемент ϕ ∈ N (B) имеем обоб-
щённую A1, A0-жорданову цепочку длины p, если существует упорядо-
ченная система элементов

{
ϕ(1) = ϕ, ϕ(2), . . . , ϕ(p)

}
⊂ E1, удовлетво-

ряющих следующим соотношениям

Bϕ(i) = A1ϕ
(i−1) + A0ϕ

(i−2), i = 2, p,

здесь ϕ(0) = 0. Причем выполняется условие обрыва цепочки〈
A1ϕ

(p) + A0ϕ
(p−1), ψ

〉
6= 0,

далее будем считать это значение равным единице.

Из определения 1 и альтернативы Фредгольма [3] следует выполне-
ние следующих равенств〈

A1ϕ
(i) + A0ϕ

(i−1), ψ
〉

= 0, i = 1, p − 1.

Аналогично вводится понятие обобщённой A∗
1, A∗

0-жордановой це-
почки элемента ψ, длина которой также будет равна p.

Введём в рассмотрение элементы z = A1ϕ
(p) + A0ϕ

(p−1) ∈ E2 и γ =
A∗

1ψ
(p) + A∗

0ψ
(p−1) ∈ E∗

1 , для которых выполняются равенства: 〈z, ψ〉 =
1, 〈ϕ, γ〉 = 1.

Оператор
B̃ = B + 〈 • , γ〉 z,

по обобщённой лемме Шмидта [3] непрерывно обратим. Обратный к
нему принято называть оператором Шмидта и обозначать Γ. Справед-
ливы соотношения [3] BΓ = I2 −Q, ΓB = I1 −P , где P = 〈 • , γ〉ϕ, Q =
〈 • , ψ〉 z — проекторы, Ii — тождественный оператор в Ei.
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Оператор Шмидта позволяет вычислять элементы цепочки по фор-
муле:

ϕ(i) = Γ
(
A1ϕ

(i−1) + A0ϕ
(i−2)

)
, i = 2, p.

Пусть выполнены условия:

I) элемент ϕ ∈ N (B) имеет обобщённую A1, A0-жорданову цепочку
длины p, тогда элемент ψ ∈ N ∗(B) имеет также обобщённую A∗

1, A∗
0-

жорданову цепочку длины p [4];

II) операторы A1 и A0 псевдокоммутируют, т.е. A1ΓA0 = A0ΓA1 и
операторное квадратное уравнение

Λ2 − A1ΓΛ − A0Γ = 0

имеет два различных коммутирующих решения Λ1, Λ0 ∈ L(E2), та-
ких, что оператор G = (Λ1 − Λ0)

−1 существует и ограничен.

При выполнении условия II) операторы Λ1 и Λ0 коммутируют с A1Γ и
A0Γ и справедливы соотношения, аналогичные теореме Виета: Λ1+Λ0 =
A1Γ, −Λ1Λ0 = A0Γ.

Лемма 1. Пусть выполнены условия I), II), тогда справедливы сле-
дующие соотношения

A1ϕ
(i)+A0ϕ

(i−1) =
[(

Λ1
i − Λ0

i
)

GA1 +
(
Λ1

i−1 − Λ0
i−1

)
GA0

]
ϕ, i = 1, p.

Доказательство этой леммы проводится методом математической ин-
дукции с использованием аналога теоремы Виета.

Далее понадобится следующая пара оператор-функций

cosh
√

Λt =
+∞∑
k=0

t2kΛk

2k!
, sinh

√
Λt√
Λ

=
+∞∑
k=0

t2k+1Λk

(2k + 1)!
, Λ ∈ L(E2).

Ряды, задающие эти функции, в силу ограниченности оператора Λ,
являются равномерно сходящимися по операторной норме на любом
компакте [0, T ].

2. Фундаментальная оператор-функция

Перепишем уравнение (0.3) в свёрточном виде [5]

L4(δ(t)) ∗ ũ(t) ≡
(
Bδ(4)(t) − A1δ

(2)(t) − A0δ(t)
)
∗ ũ(t) = h(t), (2.1)

где

h(t) = f(t)θ(t) + Bu0δ
(3)(t) + Bu1δ

(2)(t)+

+ (Bu2 − A1u0)δ(1)(t) + (Bu3 − A1u1)δ(t).



144 А. В. КРАСНИК

Определение 2. Фундаментальной оператор-функцией ε(t) диффе-
ренциального оператора L4(δ(t)) будем называть оператор-функцию,
удовлетворяющую следующим соотношениям

L4(δ(t)) ∗ ε(t) ∗ ŷ(t) = ŷ(t), ∀ŷ(t) ∈ K′
+(E2),

ε(t) ∗ L4(δ(t)) ∗ y̌(t) = y̌(t), ∀y̌(t) ∈ K′
+(E1),

здесь K′
+(Ei), — пространство обобщённых функций с ограниченным

слева носителем [2, 5].

Если существует фундаментальная оператор-функция ε(t) операто-
ра L4(δ(t)), то единственное решение обобщённой задачи Коши (2.1) в
классе K′

+(E1) будет определяться в виде свёртки ε(t) с правой частью
уравнения (2.1).

Лемма 2. Пусть выполнено условие II), тогда оператор I2δ
(4)(t) −

A1Γδ(2)(t)−A0Γδ(t) имеет фундаментальную оператор-функцию вида

ε̃(t) =

(
sinh

√
Λ1 t√
Λ1

− sinh
√

Λ0 t√
Λ0

)
Gθ(t). (2.2)

Доказательство этой леммы проводится непосредственной проверкой
определения.

Лемма 3. Пусть выполнены условия I) и II), тогда справедливы со-
отношения

Q

(
Λ2

1 sinh
√

Λ1 t√
Λ1

− Λ2
0 sinh

√
Λ0 t√
Λ0

)(l)

GQ |t=0 =
{

O2, l = 0, 2p − 2,
Q, l = 2p − 1.

,

где O2 — нулевой оператор в E2.

Теорема 1. Пусть выполнены условия I) и II), тогда дифференци-
альный оператор L4(δ(t)) имеет фундаментальную оператор-функцию
вида

ε(t) = Γδ(t) ∗ ε̃(t)∗

∗ (I2δ(t) + R(t)θ(t)) ∗
(

(I2 − Q) δ(t) −
p∑

i=1

〈
• , ψ(i)

〉
z δ(2p−2i)(t)

)
,

где R(t) — резольвента ядра

K(t) = −Q

(
Λp+2

1 sinh
√

Λ1 t√
Λ1

− Λp+2
0 sinh

√
Λ0 t√
Λ0

)
G.
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Основные этапы доказательства теоремы 1 аналогичны приведён-
ным в главе 6 монографии [7] для других типов вырожденных интегро-
дифференциальных операторов и в своей "технической" реализации
учитывает специфику рассматриваемого нами дифференциального опе-
ратора L4(δ(t)).

3. Построение обобщённого решения

Из теоремы 1 следует, что обобщённое решение задачи Коши (0.3) вос-
станавливается по формуле ũ(t) = ε(t) ∗ h(t), структура которой под-
сказывает, что искать решение задачи (0.3) можно в виде

ũ(t) = v(t)θ(t) +
2p−5∑
i=0

ωiδ
(i)(t). (3.1)

Подставим (3.1) в задачу (0.3) и отделим регулярную и сингулярную со-
ставляющие. В результате для определения регулярной составляющей
получим задачу Коши, (аналогичную исходной задаче (0.1)-(0.2))

Bv(4)(t) = A1v
(2)(t) + A0v(t) + f(t), (3.2)

v(i)(0) = vi, i = 0, 3, (3.3)
но заметим, что начальные данные в этой задаче пока не определены.
Они определятся из уравнения на сингулярную составляющую:

B
2p−5∑
i=0

ωiδ
(i+4)(t) − A1

2p−5∑
i=0

ωiδ
(i+2)(t) − A0

2p−5∑
i=0

ωiδ
(i)(t)+

+Bv0δ
(3)(t)+Bv1δ

(2)(t)+(Bv2 −A1v0)δ(1)(t)+(Bv3 −A1v1)δ(t) = (3.4)

= Bu0δ
(3)(t) + Bu1δ

(2)(t) + (Bu2 − A1u0)δ(1)(t) + (Bu3 − A1u1)δ(t).

Лемма 4. Пусть выполнено условие I), тогда элементы простран-
ства E1 вида

ω2k+1 =
p∑

i=k+3

ciϕ
(p−i−2), ω2k =

p∑
i=k+3

diϕ
(p−i−2), k = 0, p − 3

v0 =
p∑

i=2

ciϕ
(i−1) + u0, v1 =

p∑
i=1

diϕ
(i−1) + u1 v2 =

p∑
i=1

ciϕ
(i) + u2,

v3 =
p∑

i=1

diϕ
(i) + u3,

удовлетворяют уравнению (3.4), здесь ci, di — произвольные постоян-
ные.
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Доказывается лемма 4 непосредственной подстановкой элементов ωi,
i = 0, 2p − 5, vj , j = 0, 3 в уравнение (3.4).

Заметим, что последние четыре вектора в лемме 4 дают начальные
условия (3.3) и зависят от 2p произвольных постоянных.

Введём в рассмотрение скалярную функцию

F̂ (t) = −〈ε̃(t) ∗ (g(t) + g̃(t))θ(t), ψ〉 = F (t) + F̃ (t), (3.5)

где функции g(t) и g̃(t) имеют вид

g(t)=f(t)+A1 (u2 + tu3)+A0

(
u0 + tu1+

t2

2!
u2+

t3

3!
u3

)
,

g̃(t)=A1

p∑
i=1

(ci+tdi) ϕ(i)+A0

p∑
i=1

(ci+tdi) ϕ(i−1)+A0

p∑
i=1

(
t2ci

2!
+

t3di

3!

)
ϕ(i).

В формуле (3.5) функция F̃ (t) зависит от 2p произвольных постоянных.

Теорема 2. Пусть выполнены условия I), II) и f(t) достаточно глад-
кая, тогда обобщённое решение задачи Коши (0.3) восстанавливается
в виде (3.1).

Доказательство. Выше было показано, что задача (0.3) эквивалентна
задаче Коши (3.2)-(3.3) и уравнению (3.4), решение которого по лемме
4 зависит от 2p произвольных постоянных.

Решение задачи (3.2)-(3.3) будем искать в виде [6]

v(t) = Γw(t) + ξ(t)ϕ + v0 + tv1 +
t2

2!
v2 +

t3

3!
v3, (3.6)

〈w(t), ψ〉 = 0. (3.7)

где w(t) ∈ C4[0, +∞) — функция со значениями в E2, ξ(t) ∈ C4[0, +∞) —
скалярная функция, причём ξ(i)(0) = 0, w(i)(0) = 0, i = 0, 3. Подставим
вид (3.6) в уравнение (3.2). Получим:

w(4)(t) = A1Γw(2)(t) + A0Γw(t) + (A1ξ
(2)(t) + A0ξ(t))ϕ + ĝ(t),

где ĝ(t) = g(t) + g̃(t).
Решение этого уравнения имеет вид

w(t) = ε̃(t) ∗
(
(A1ξ

(2)(t) + A0ξ(t))ϕ + ĝ(t)
)

θ(t). (3.8)

Подставим решение (3.8) в условие (3.7) и, после тождественных пре-
образований, получим относительно функции ξ(t) уравнение Вольтерра
1-го рода:

t∫
0

K(t − s)ξ(s) ds = F̂ (t)
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со следующим ядром:

K(t) =
t2p−1

(2p − 1)!
+

+
+∞∑
k=p

t2k+1

(2k + 1)!

〈(
Λk+1

1 − Λk+1
0

)
GA1ϕ +

(
Λk

1 − Λk
0

)
GA0ϕ, ψ

〉
.

Решать это уравнение будем методом приведения его к интеграль-
ному уравнению Вольтерра 2-го рода путём последовательного диф-
ференцирования по переменной t. В силу структуры ядра уравнения
Вольтерра 1-го рода оно сведётся к следующему уравнению:

ξ(t) +
t∫

0

K
(2p)
t (t − s)ξ(s) ds = F̂ (2p)(t), (3.9)

которое имеет единственное решение в классе непрерывных функций
при непрерывной правой части [5]. При этом необходимо следить за
согласованностью правой и левой частями. Эти условия согласования
имеют вид

−F̃ (i)(0) = F (i)(0), i = 4, 2p + 3. (3.10)

Полученные условия представляют собой систему линейных алгебраи-
ческих уравнений относительно постоянных ci, di, i = 1, p и, в силу
условий теоремы, матрица этой системы невырождена, следователь-
но, постоянные ci, di, i = 1, p определятся однозначно, а вместе с
ними из уравнения (3.9) однозначно определится функция ξ(t) через
резольвенту ядра K(2p)(t). Тем самым, решение задачи Коши (3.2)-(3.3)
восстановится однозначно по формуле (3.6), а также однозначно опреде-
лятся коэффициенты ωi, i = 0, 2p − 5. Значит, однозначно определится
обобщённое решение задачи Коши (0.3) в виде (3.1), которое по теореме
1 и будет единственным в классе обобщённых функций K ′

+(E1).
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A. V. Krasnik
The generalized solutions of singular Cauchy problem for the

differential-operator equation of the fourth order

Abstract. The Cauchy problem for the linear differential-operator equation of the
fourth order of special type with a noninvertible operator in the main part in Banach
spaces is investigated in this paper. The generalized solution is constructed, the uniqueness
of the solution in the class of generalized functions is proved.




