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Введение

Исследование задач оптимального управления, в которых фазовая тра-
ектория подчинена дифференциальным уравнениям с производными
порядка выше первого, может осуществляться как непосредственно в
терминах этих исходных уравнений, так и с помощью их предвари-
тельного сведения к некоторой системе дифференциальных уравнений
первого порядка. Второй подход, безусловно, доминирует, когда речь
идет об обыкновенных дифференциальных уравнениях. Уравнение n-го
порядка переписывается в форме некоторой системы из n обыкновен-
ных дифференциальных уравнений первого порядка. Главное достоин-
ство данного приема заключается не только и не столько в большей
компактности и унифицированности последующих выкладок и резуль-
татов. Существенно более важным обстоятельством, по-видимому, яв-
ляется простая и симметричная по отношению к управляемой системе
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запись сопряженной задачи: она также имеет вид системы из n обык-
новенных дифференциальных уравнений первого порядка. Напротив,
попытка построения сопряженного уравнения в той же форме диффе-
ренциального уравнения n-го порядка, что и описывающее управля-
емый процесс исходное уравнение, как правило, за исключением, по-
жалуй лишь линейных уравнений с независящими от управления коэф-
фициентами, заканчивается неудачей. Действительно, соответствующее
сопряженное уравнение корректным образом можно записать, вообще
говоря, только в форме интегрального уравнения Вольтерра n-го по-
рядка. Понятно, что такая сопряженная задача существенно сложнее
дифференциальной и менее удобна при построении как теории, так и
численных методов решения задач оптимального управления.

Описанная дилемма имеет место и при изучении задач оптимального
управления системами уравнений с частными производными. Разумеет-
ся, отмеченные выше проблемы с формой записи сопряженной задачи
в них те же самые. Наиболее простым и исторически, по-видимому,
первым примером этого служат задачи оптимального управления си-
стемой Гурса–Дарбу [1, 2, 3, 5]. Полученная в [3] сопряженная задача
в дифференциальной форме некорректна. Это отмечалось и в [5], где
она записана уже в интегральной форме (несколько подробнее см. в [2,
с. 13]).

На наш взгляд, более эффективные и глубокие результаты можно по-
лучить, если по аналогии с обыкновенными дифференциальными урав-
нениями осуществлять, если, разумеется, это возможно, предваритель-
ное сведение уравнений с частными производными высокого порядка к
системам уравнений первого порядка. Именно такой подход применяет-
ся в настоящей работе для вывода вариационного принципа максимума
в задачах оптимального управления нелинейным волновым уравнением
с различными типами граничных условий. Благодаря сведению волно-
вого уравнения к эквивалентной ему гиперболической системе из четы-
рех дифференциальных уравнений первого порядка удается получить
корректную сопряженную систему, представляющую собой также ги-
перболическую систему из четырех дифференциальных уравнений пер-
вого порядка. Более того, необходимое условие оптимальности – вариа-
ционный принцип максимума – выводится именно и только в терминах
решений этих систем.

1. Постановка задачи

Рассмотрим прямоугольник Π = S × T, S = (s0, s1), T = (t0, t1) в плос-
кости переменных (s, t). Определим в нем связь между управлением
u = u(s, t), u(s, t) ∈ R, и состоянием x = x(s, t), x(s, t) ∈ R, дифферен-
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циальным уравнением с частными производными второго порядка

xtt − a2(s)xss = f(x, xt, xs, u, s, t) (1.1)

с начальными условиями

x(s, t0) = x0(s), xt(s, t0) = x1(s), s ∈ S. (1.2)

На боковых границах s = s0 и s = s1 прямоугольника Π решение
уравнения (1.1) с начальными условиями (1.2), как правило, подчи-
няется условиям первого, второго или третьего рода. С физической
точки зрения принципиально отличаются друг от друга именно усло-
вия первого рода (они регламентируют величину смещений, например,
концов колеблющейся струны), с одной стороны, и условия второго и
третьего рода (они моделируют величину упругих сил на концах, на-
пример, струны или стержня), с другой стороны. Естественное желание
наиболее полного охвата различных вариантов постановок задач опти-
мального управления на основе уравнения (1.1) с начальными данными
(1.2) диктует необходимость записи граничных условий в виде, аккуму-
лирующем все возможные случаи. Размышления в этом направлении с
учетом подсказки, идущей от физического смысла граничных условий,
приводят к их формализации в форме

xt(s0, t) = q0(x(s0, t), v
0, t), xs(s1, t) = q1(x(s1, t), v

1, t), t ∈ T. (1.3)

Здесь функции vi = vi(t), i = 0, 1, служат управлениями. Функция
v0 = v0(t) определяет программу смещений по времени левого конца
струны, а функция v1 = v1(t) формирует упругую силу на правом
ее конце. Отметим, что первое равенство в (1.3) есть по своей сути
условие первого рода, хотя и отличается внешне от соответствующе-
го классического равенства. Дело в том, что являясь обыкновенным
дифференциальным уравнением относительно следа x(s0, ·) решения
x, оно в совокупности с условием Коши x(s0, t) = x0(s0) при вполне
естественных предположениях на функцию q0 однозначно определяет
все значения x(s0, ·). В свою очередь второе равенство в (1.3) служит
условием второго рода, когда функция q1 не зависит от следа x(s1, t), и,
в общем случае, когда такая зависимость есть – условием третьего рода.
Результаты, полученные в данной статье, могут быть переписаны без
особого труда для любого из четырех вариантов постановок граничных
условий. Однако для определенности они выводятся именно для случая,
зафиксированного равенствами (1.3).

Допустимыми управлениями будем считать измеримые и существен-
но ограниченные функции u = u(s, t) и vi = vi(t), i = 0, 1, стесненные
ограничениями

u(s, t) ∈ U, vi(t) ∈ V i, i = 0, 1, (1.4)
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для почти всех (s, t) ∈ Π, t ∈ T.
Требуется найти такие допустимые управления u, v0 и v1, которые

доставляют минимум целевому функционалу

J(u, v) =

∫

∂Π
ϕ(x, xt, xs, v, s, t)dω +

∫∫

Π
Φ(x, xt, xs, u, s, t)dsdt (1.5)

на решениях смешанной задачи (1.1)–(1.3). В функционале (1.5) первое
слагаемое является интегралом первого рода по границе ∂Π прямо-
угольника Π, dω =

√
ds2 + dt2. В нем естественно считать ϕ ≡ 0 на

нижней границе прямоугольника Π, т. е. при s ∈ S, t = t0.
Исследование поставленной задачи оптимального управления (1.1)–

(1.5) будем вести, считая выполненными следующие предположения:
− функция a = a(s) абсолютно непрерывна на замкнутом отрезке

[s0, s1], отделима от нуля числом a0 и ограничена сверху числом
a∞ : 0 < a0 ≤ a(s) ≤ a∞ < +∞, s ∈ S = [s0, s1];

− функции f = f(x, xt, xs, u, s, t), q
i = qi(x, vi, t), i = 0, 1, ϕ = ϕ(x, xt,

xs, v, s, t), Φ = Φ(x, xt, xs, u, s, t) непрерывны по совокупности своих
аргументов и непрерывно дифференцируемы по фазовым перемен-
ным x, xt, xs всюду в области своего определения;

− функция x0 = x0(s) абсолютно непрерывна на S, функция x1 =
x1(s) измерима и существенно ограничена на S;

− для любого набора допустимых управлений u, v0, v1 существует
ограниченное решение x, имеющее ограниченные производные
xt, xs почти всюду в Π.

2. Эквивалентная задача

Построим систему дифференциальных уравнений первого порядка, эк-
вивалентную уравнению (1.1) на его классических (гладких) решениях.
Для этого введем в рассмотрение две новые функции r± = r±(s, t),
положив по определению r± = xt ∓ axs. Тогда с помощью непосред-
ственной проверки нетрудно убедиться в том, что, во-первых, xt = (r−+
r+)/2, xs = (r−−r+)/2a, а, во-вторых, D±r± = g, где через D± обозна-
чены производные по направлениям (1,±a). Иначе говоря, для любой
дифференцируемой в Π функции z = z(s, t) справедливы равенства
D±z = zt ± azs. Функция g(x, r−, r+, u, s, t) определена соотношением
g = f(x, (r− + r+)/2, (r− − r+)/2a, u, s, t) − a′(r− − r+)/2. Справедливо
и обратное утверждение: если функции x, r± удовлетворяют системе
уравнений

D±x = r∓, D±r± = g(x, r−, r+, u, s, t), (2.1)

то функция x является решением уравнения (1.1).
Отметим, что система (2.1) записана в инвариантах Римана [6, c.

28]. Другие инвариантные системы, интерпретирующие уравнение (1.1),
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могут отличаться от нее лишь первыми двумя уравнениями. В част-
ности, в работе [8] эти уравнения представляют собой интегралы по
переменной t от двух заключительных уравнений. Далее доминирую-
щая роль инвариантов r± проявится и при выводе необходимых условий
оптимальности.

Результаты работы [8] обосновывают существование и единствен-
ность обобщенного решения начально-краевой задачи (1.1)–(1.3) для

произвольных допустимых управлений (1.4) в классе функций W̃ 1,1
∞ (Π)

⊂ L∞(Π), обладающих конечной нормой

‖x‖
W̃ 1,1

∞ (Π)
= ||x||

L∞(Π)
+ ||xt||

L∞(Π)
+ ||xs||

L∞(Π)
+

+ ‖D+r+‖L∞(Π) + ‖D−r−‖L∞(Π) ,

где, как обычно, норма пространства L∞(Π) определена равенством

||x||
L∞(Π)

= ess sup
(s,t)∈Π

|x(s, t)|.

Понятно, что функции r± принадлежат более широким простран-
ствам, которые обозначим символами W̃±(Π) и определим норму в них
по правилу

∥∥r±
∥∥

W̃±(Π)
= ||r±||

L∞(Π)
+ ||D±r±||

L∞(Π)
.

Начальные условия для системы (2.1) в силу (1.2) имеют вид

x(s, t0) = x0(s), r±(s, t0) = x1(s) ∓ a(s)x0′(s), s ∈ S, (2.2)

где через x0′(s) обозначена обыкновенная производная функции x0, а
граничные условия определены равенствами

r+(s0, t) = −r−(s0, t) + 2q0(x(s0, t), v
0, t),

r−(s1, t) = r+(s1, t) + 2a(s1)q
1(x(s1, t), v

1, t), t ∈ T.
(2.3)

Уточним некоторые особенности смешанной задачи (2.1)–(2.3). В ней
функция x подчинена двум различным уравнениям. Обозначим через
функцию x+ функцию x, обращающую в тождество уравнение D+x =
r−, а через x− – функцию x, удовлетворяющую уравнению D−x = r+.
На самом деле понятно, что x+ = x−. Данное тождество справедли-
во для любого из возможных вариантов смешанной задачи, что легко
устанавливается методом характеристик [6, с. 50]. Однако, ввиду гро-
моздкости этого доказательства, приводить его не будем. В данный
момент важным является лишь следствие из него. Вне зависимости
от выбора конкретного варианта граничных условий на левой и пра-
вой границах прямоугольника Π, граничные (а точнее смешанные [6, с.
94] условия для функций x− и x+ остаются неизменными: x+(s0, t) =
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x−(s0, t), x−(s1, t) = x+(s1, t). Но ввиду их тавтологичности (в смысле
тождества x−(s, t) ≡ x+(s, t), (s, t) ∈ Π) в смешанных условиях (2.3) они
упущены. Хотя, конечно, возможен и другой подход, в котором решение
x трактуется одновременно, либо как x− (для уравнения D−x = r+),
либо как x+ (для уравнения D+x = r−).

Для завершения постановки эквивалентной задачи оптимального уп-
равления остается отметить, что в ней запас допустимых управлений
тот же, что и в множествах (1.4), а целевой функционал (1.5) сохраняет-
ся с точностью до линейной взаимно однозначной замены функций xt и
xs на функции r− и r+ по формулам xt = (r−+r+)/2, xs = (r−−r+)/2a.
С тем, чтобы не вводить в рассмотрение новых обозначений, оставим те
же символы ϕ и Φ, фигурирующие в терминальной и интегральной ча-
стях функционала (1.5), считая, что они теперь зависят от переменных
x, r− и r+. Поэтому эквивалентную задачу оптимального управления
будем нумеровать (2.1)–(2.3), (1.4)–(1.5).

3. Сопряженная задача

Конструирование условий экстремума в самых различных задачах осу-
ществляется, как правило, путем анализа приращения целевого функ-
ционала на некоторых специальных вариациях допустимых управле-
ний. При этом можно целевой функционал или, что чаще, его прира-
щение вначале преобразовать к виду, в котором терминальная и ин-
тегральная части «лишены» зависимости от линейных по состоянию
слагаемых. Как известно, сделать это удается за счет решения так
называемой сопряженной задачи, построенной для соответствующего
допустимого процесса, в окрестности которого и рассматривается при-
ращение целевого функционала. Проделаем такие выкладки в эквива-
лентной задаче (2.1)–(2.3), (1.4)–(1.5).

Пусть {u, v;x, r−, r+} и {ũ = u+ ∆u, ṽ = v + ∆v; x̃ = x+ ∆x, r̃− =
r− + ∆r−, r̃+ = r+ + ∆r+} – некоторые допустимые процессы. Первый
из них естественно считать базовым, а второй – проварьированным.
Применим формулу интегрирования по частям в «очевидных» нулях

∫∫

Q
ψ±(D±∆x− ∆r∓)dsdt =

∫∫

Q
ζ±(D±∆r± − ∆g)dsdt = 0.

Получим тождества

∫

∂Q
ψ±∆xds∓ aψ±∆xdt−

∫∫

Q
[(D±ψ± ± a′ψ±)∆x+ ψ±∆r∓]dsdt = 0,

∫

∂Q
ζ±∆r±ds∓aζ±∆r±dt−

∫∫

Q
[(D±ζ±±a′ζ±)∆r±+ζ±∆g]dsdt = 0. (3.1)
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Равенства (3.1) корректны (см., например, [7],[9]) для любых односвяз-
ных областей Q ⊂ Π с кусочно-гладкой границей ∂Π и произвольных
функций ψ±, ζ± ∈ W̃±(Π).

Введем в рассмотрение функцию Понтрягина H = H(ψ−, ψ+, ζ−, ζ+,
x, r−, r+, u, s, t), положив по определению

H = ψ+∆r− + ψ−∆r+ + (ζ− + ζ+)g(x, r−, r+, u, s, t, )−
−Φ(x, r−, r+, u, s, t).

Тогда приращение целевого функционала ∆J(u, v) = J(ũ, ṽ) − J(u, v),
воспользовавшись тождествами (3.1) при Q = Π и подчинив функции
ψ±, ζ± сопряженной задаче

D±ψ± ± a′ψ± = −Hx± ; D±ζ± ± a′ζ± = −Hr± , (s, t) ∈ Π,

ψ±(s, t1) = −ϕx± [s, t1]; ζ
±(s, t1) = −ϕr± [s, t1], s ∈ S,

ψ−(s0, t) = ψ+(s0, t)−
−(ϕx[s0, t] + 2q0x[s0, t](ϕr+ [s0, t] − a(s0)ζ

+(s0, t)))/a(s0),

ζ−(s0, t) = −ζ+(s0, t) − (ϕr− [s0, t] − ϕr+ [s0, t])/a(s0),

ψ+(s1, t) = ψ−(s1, t)−
−(ϕx[s1, t]/a(s1) − 2q1x[s1, t](ϕr− [s1, t] − a(s1)ζ

−(s1, t)),

ζ+(s1, t) = ζ−(s1, t) − (ϕr− [s1, t] + ϕr+ [s1, t])/a(s1), t ∈ T,

(3.2)

представим в виде

∆J(u, v) =
∫

∂Π

(∆ϕ− ϕx∆x− ϕr−∆r− − ϕr+∆r+)dω+

+
∫∫

Π
(∆H −Hx∆x−Hr−∆r− −Hr+∆r+)dsdt.

(3.3)

Поясним. В (3.2) частные производные по переменным x± вычис-
ляются по правилу ∂/∂x± = k±∂/∂x, где вещественные числа k± удо-
влетворяют равенству k− + k+ = 1. В квадратных скобках указаны
значения независимых переменных, в которых вычисляется соответ-
ствующая функция, зависящая от других функций, подсчитанных в
той же точке.

4. Характеристические вариации и вариационный принцип
максимума

Хорошо известно (см., например, [6]), что скачкообразные возмущения
решений гиперболических систем распространяются вдоль их характе-
ристик. К таким разрывам решения приводят разрывы во входных дан-
ных, т. е. в смешанных условиях или в правой части гиперболической
системы, если в ней функция рвется вдоль характеристики системы.
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Система (2.1) (впрочем, как и уравнение (1.1)) имеет два семейства
характеристик, которые являются семействами интегральных кривых
обыкновенных дифференциальных уравнений

ds

dt
= ±a(s).

Решения этих уравнений будем обозначать функциями s = s±(ξ, τ ; t).
Здесь (ξ, τ) ∈ Π – точка, через которую проходит характеристика в
момент t = τ. При сделанных предположениях на функцию a через
каждую точку (ξ, τ) ∈ Π проходит одна и только одна характеристика
каждого семейства.

Воспользовавшись результатами работы [8], можно установить сле-
дующие оценки для приращений ∆x,∆r± :

|∆x(s, t)| ≤ K{
∫

T∩∂G(s,t)

|∆ṽq[τ ]|dτ +
∫∫

G(s,t)

|∆ũf [ξ, τ ]|dξdτ},

|∆r±(s, t)| ≤ K{|∆ṽq[ť
±(s, t)]| +

t∫

ť±(s,t)

|∆ũf [s±(s, t; τ), τ)]|dτ+

+
∫

T∩∂G(s,t)

|∆ṽq[τ ]|dτ +
∫∫

G(s,t)

|∆ũf [ξ, τ ]|dξdτ}.

(4.1)

Здесь K – положительная константа, не зависящая от выбора до-
пустимых процессов; G(s, t) = {(ξ, τ) ∈ Π : max{s0, s+(s, t; τ)} <
ξ < min{s1, s−(s, t; τ)}, τ < t}, ∂G(s, t) – ее граница; ∆ũf [ξ, τ ] =
f(x, r−, r+, ũ, ξ, τ) − f(x, r−, r+, u, ξ, τ) – частное приращение функции

f по управлению u, вычисленное в точке (ξ, τ); ∆ṽq[τ ] =
1∑

i=0
(qi(x, ṽi, τ)−

qi(x, vi, τ)) – частное приращение одной из функций qi по управлению
vi, вычисленное в момент τ на соответствующей границе; ť±(s, t) – мо-
мент начала характеристики s±(s, t; ·), проходящей через точку (s, t),
причем ť±(s, t) < t.

Ориентируясь на оценки (4.1), приступим к построению характе-
ристических вариаций управлений. Через Π̌±

ε (ξ, τ) будем обозначать
характеристические полоски, построенные для произвольной точки
(ξ, τ) ∈ Π и числа ε > 0 либо вдоль характеристики s+(ξ, τ ; ·), либо
вдоль характеристики s−(ξ, τ ; ·). Формальное их определение может
быть следующим:

Π̌±
ε (ξ, τ) = {(s, t) ∈ Π : s±(ξ − ε, τ ; t) < s < s±(ξ, τ ; t)}.

Для этого достаточно функцию a доопределить вне отрезка S, напри-
мер, так: a(s) = a(s0), s < s0, a(s) = a(s1), s > s1.

При достаточно малых ε > 0 полоска Π̌+
ε (ξ, τ) (Π̌−

ε (ξ, τ)) начинается
либо на нижней t = t0, либо на левой s = s0 (правой s = s1) границе
прямоугольника Π. Примем обозначения:

Ť+
ε (ξ, τ) = (ť+(ξ, τ), ť+(ξ − ε, τ)), Ť−

ε (ξ, τ) = (ť−(ξ − ε, τ), ť−(ξ, τ)).
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Тогда характеристические вариации ∆±u распределенного управления
u определим соотношениями

∆±u(s, t) =

{
u(t) − u(s, t), t ∈ Π̌±

ε (ξ, τ),
0, t ∈ Π\Π̌±

ε (ξ, τ).

В случае, если Ť±
ε (ξ, τ) 6= ∅, положим

∆+v0(t) =

{
v0 − v0(t), t ∈ Ť+

ε (ξ, τ),
0, t ∈ T\Ť+

ε (ξ, τ),
∆+v1(t) = 0, t ∈ T,

∆−v1(t) =

{
v1 − v1(t), t ∈ Ť−

ε (ξ, τ),
0, t ∈ T\Ť−

ε (ξ, τ),
∆−v0(t) = 0, t ∈ T.

Очевидно, построенные вариации управлений будут допустимыми,
если u ∈ L∞(T ), u(t) ∈ U для почти всех t ∈ T и vi ∈ V i, i = 0, 1.

Приступим к анализу приращения целевого функционала (3.3) на
каждой из построенных характеристических вариаций.

Вначале, с тем, чтобы максимально упростить и сократить запись
промежуточных выкладок и итоговых результатов, наложим условие

t1 ≤ t = t0 +

s1∫

s0

ds

a(s)
.

С геометрической точки зрения оно означает, что при произвольном
выборе точки (ξ, τ) ∈ Π либо сама характеристика s+(ξ, τ ; ·) (s−(ξ, τ ; ·))
доходит в момент времени t = t1 до верхней границы Π, либо та-
ким свойством обладает «отраженная» от правой s = s1 (левой s =
s0) боковой границы Π характеристика s−(s1, t̂

+(ξ, τ); ·) (s+(s0, t̂
−(ξ, τ);

·). Здесь t̂+(ξ, τ) (t̂−(ξ, τ)) – момент прихода характеристики s+(ξ, τ ; ·)
(s−(ξ, τ ; ·)) на правую s = s1 (левую s = s0) границу прямоугольника
Π.

Обсудим степень влияния параметра ε > 0 на приращения ∆x,∆r±

траекторий x, r±. В силу оценок (4.1) приращение ∆x для любой из
рассматриваемых вариаций имеет порядок ε, т. е.

lim
ε→0

|∆x(s, t)| = 0 ∀(s, t) ∈ Π.

По-другому ведут себя приращения ∆r±. Для формального описа-
ния качества этих приращений потребуется ввести «отраженные» по-
лоски

Π̂+
ε (ξ, τ) = {(s, t) ∈ Π : s+(s0, t̂

−(ξ, τ); t) < s < s+(s0, t̂
−(ξ − ε, τ); t)},

Π̂−
ε (ξ, τ) = {(s, t) ∈ Π : s−(s1, t̂

+(ξ, τ); t) < s < s−(s1, t̂
+(ξ − ε, τ); t)}
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и области Π±
ε (ξ, τ), объединяющие «порождающую» и «отраженную»

полоски: Π±
ε (ξ, τ) = Π̌±

ε (ξ, τ) ∪ Π̂∓
ε (ξ, τ). Разумеется, полоска Π̂+

ε (ξ, τ)

(Π̂−
ε (ξ, τ)) при достаточно малых ε > 0 исчезает, т. е. Π̂+

ε (ξ, τ) = ∅

(Π̂−
ε (ξ, τ) = ∅), если точка (ξ, τ) лежит левее (правее) характеристики

s+(s1, t1; ·) (s−(s0, t1; ·)).
На основании оценок (4.1) можно утверждать, что для вариаций

∆+u, ∆+v (∆−u, ∆−v) приращение ∆r+ (∆r−) не зависит от вели-

чины ε > 0 внутри областей Π̌+
ε (ξ, τ), Π̂−

ε (ξ, τ) (Π̌−
ε (ξ, τ), Π̂+

ε (ξ, τ)) и
имеет порядок ε в оставшейся части области Π. С учетом сказанного
и ε-малости мер множеств Π±

ε (ξ, τ), T̂+
ε (ξ, τ) = (t̂+ε (ξ, τ), t̂+ε (ξ − ε, τ)),

T̂−
ε (ξ, τ) = (t̂−ε (ξ − ε, τ), t̂−ε (ξ, τ)), S±

ε = Π̂∓
ε (ξ, t1), формула приращения

(3.3) целевого функционала на соответствующих вариациях ∆±u, ∆±v
принимает вид

∆±J(u, v) =
∫

T̂±
ε (ξ,τ)

(∆ϕ− ϕr±∆r±)dt+

+
∫

S±
ε (ξ,τ)

(∆ϕ− ϕr−∆r−)ds−
∫∫

Π̌±
ε (ξ,τ)

(∆H −Hr±∆r±)dsdt−

−
∫∫

Π̂∓
ε (ξ,τ)

(∆H −Hr∓∆r∓)dsdt+ o(ε).

(4.2)

Здесь o(ε) : lim
ε→0

o(ε)/ε = 0.

Заметим, что линейные по ∆r± слагаемые в (4.2) являются «неудоб-
ными». Имеется в виду следующее обстоятельство. Приращения функ-
ций ∆ϕ, ∆H в указанных областях не могут быть линеаризованы по
приращениям своих аргументов ∆r± ввиду их независимости от ε. По
этой же причине линейные по ∆r± слагаемые нельзя и просто проигно-
рировать. Однако от них нетрудно избавиться, воспользовавшись тож-
дествами (3.1), а также соответствующими уравнениями и начально-
граничными условиями сопряженной задачи (3.2), условно говоря, в
обратном порядке. Для сокращения записей формул введем в рассмот-
рение функции ϕ±, H± с усеченным числом аргументов, положив по
определению

ϕ−(y, s, t) = ϕ(x, y, r+, v, s, t), ϕ+(y, s, t) = ϕ(x, r−, y, v, s, t),
H−(y, u, s, t) = H(0, ψ+, 0, ζ+, x, y, r+, u, s, t),
H+(y, u, s, t) = H(ψ−, 0, ζ−, 0, x, r−, y, u, s, t).

С учетом сделанных замечаний и обозначений формула приращения
целевого функционала (4.2) для соответствующих вариаций ∆±u, ∆±v
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управлений u, v примет вид:

∆±J(u, v) =
∫

T̂±
ε (ξ,τ)

∆r̃±ϕ
±(r±, s, t)dt+

+
∫

S±
ε (ξ,τ)

∆r̃∓ϕ
∓(r∓, s, t)ds−

∫∫

Π̌±
ε (ξ,τ)

∆r̃±uH
±(r±, u, s, t)dsdt−

−
∫∫

Π̂±
ε (ξ,τ)

∆r̃∓H
∓(r∓, u, s, t)dsdt+ o(ε).

(4.3)

Сделаем следующий шаг для упрощения формул приращения целе-
вого функционала, заменив в (4.3) интегралы по интервалам, завися-
щим от ε, на произведение длин этих интервалов и значений подынте-
гральных функций на характеристиках, проходящих через точку (ξ, τ).
Как известно, [4, c. 236], такая операция справедлива для произвольной
точки Лебега подынтегральной функции. Предварительно заметим, что
mes T̂±

ε (ξ, τ) = ε/a(ξ) + o(ε), mes S+
ε (ξ, τ) = s−(s1, t̂

+(ξ − ε, τ); t1) −
s−(s1, t̂

+(ξ, τ); t1) = a(s−(s1, t̂
+(ξ, τ); t1))ε/a(ξ) + o(ε), mes S−

ε (ξ, τ) =
s+(s0, t̂

−(ξ − ε, τ); t1) − s+(s0, t̂
−(ξ, τ); t1) = a(s+(s0, t̂

−(ξ, τ); t1)ε/a(ξ) +
o(ε), s±(ξ, τ ; t) − s±(ξ − ε; τ ; t) = a(s±(ξ, τ ; t))ε/a(ξ) + o(ε). Данные со-
отношения получены тем же способом, что и в [2] с учетом правила
нахождения производной s±ξ (ξ, τ ; t), выведенного в [8]. Заменим теперь

функции r̃± на решения обыкновенных дифференциальных задач, по-
строенных вдоль характеристик s+(ξ, τ ; ·), s−(s1, t̂

+(ξ, τ); ·) и s−(ξ, τ ; ·),
s+(s0, t̂

−(ξ, τ); ·). Понятно, что в общем случае они состоят из двух
составных (т. е. интегрируемых последовательно) дифференциальных
уравнений. В точке их стыковки пересчет условий Коши зависит от
рода граничного условия. Решения этих задач совпадают с функци-
ями r̃± с точностью до величины порядка ε. Таким образом, в ито-
ге, относительно точки (ξ, τ) ∈ Π получим следующие два семейства
задач оптимального управления обыкновенными дифференциальными
уравнениями:

ẏ = g(x, r−, y, u, s+(ξ, τ ; t), t), t ∈ (ť+(ξ, τ), t̂+(ξ, τ)),

y(ť+(ξ, τ)) =

{
r+(s+(ξ, τ ; t0), t0) ť

+(ξ, τ) = t0,
−r−(s0, ť

+(ξ, τ)) + 2q0(x, v0, ť+(ξ, τ)), ť+(ξ, τ) > t0,
ż = g(x, z, r+, u, s−(s0, t̂

+(ξ, τ); t), t), t ∈ (t̂+(ξ, τ), t1),
z(t̂+(ξ, τ)) = y(t̂+(ξ, τ) + 2a(s1)q

1(x, v1, t̂+(ξ, τ)),

u(t) ∈ U, t ∈ (ť+(ξ, τ), t̂+(ξ, τ)), v0 ∈ V 0, (4.4)

I+(u, v0) = −ϕ+(y, s1, t̂
+(ξ, τ))α− ϕ−(z, s−(s1, t̂

+(ξ, τ); t1), t1)β+

+
t̂+(ξ,τ)∫

ť+(ξ,τ)

H+(y, u, s, t)a(s))|s=s+(ξ,τ ;t)dt+

+
t1∫

t̂+(ξ,τ)

H−(z, u, s, t)a(s)|s=s−(s1,t̂+(ξ,τ);t)dt −→ max,
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ẏ = g(x, y, r+, u, s−(ξ, τ ; t), t), t ∈ (ť−(ξ, τ), t̂−(ξ, τ)),

y(ť−(ξ, τ)) =

{
r−(s−(ξ, τ ; t0), t0) ť

−(ξ, τ) = t0,
r+(s1, ť

−(ξ, τ)) + 2a(s1)q
1(x, v1, ť−(ξ, τ)), ť−(ξ, τ) > t0,

ż = g(x, r−, z, u, s+(s0, t̂
−(ξ, τ); t), t), t ∈ (t̂−(ξ, τ), t1),

z(t̂−(ξ, τ)) = −y(t̂−(ξ, τ) + 2q0(x, v0, t̂−(ξ, τ)),

u(t) ∈ U, t ∈ (ť−(ξ, τ), t̂−(ξ, τ)), v1 ∈ V 1, (4.5)

I−(u, v1) = −ϕ−(y, s0, t̂
−(ξ, τ))α− ϕ−(z, s+(s0, t̂

−(ξ, τ); t1), t1)β+

+
t̂−(ξ,τ)∫

ť−(ξ,τ)

H−(y, u, s, t)a(s))|s=s−(ξ,τ ;t)dt+

+
t1∫

t̂−(ξ,τ)

H−(z, u, s, t)a(s)|s=s+(s0,t̂−(ξ,τ);t)dt −→ max,

α =

{
0, mes T̂−

ε (ξ, τ) = 0,

1, mes T̂−
ε (ξ, τ) 6= 0,

β =

{
0, mes S−

ε (ξ, τ) = 0,
a(s+(s0, t̂

−(ξ, τ); t1), mes S−
ε (ξ, τ) 6= 0.

Итоговый результат формулирует

Теорема 1. Пусть управления u∗ и v∗ оптимальны в задаче (1.1)–
(1.5). Тогда для почти всех (ξ, τ) ∈ Π след u(t) = u∗(s+(ξ, τ ; t), t) и
число v0 = v0∗(ť+(ξ, τ)) доставляют максимум функционалу I+ в зада-
че оптимального управления (4.4), а след u(t) = u∗(s−(ξ, τ ; t), t) и число
v1 = v1∗(ť−(ξ, τ)) доставляют максимум функционалу I− в задаче
оптимального управления (4.5).

Доказательство теоремы основано на посылке ∆±J(u∗, v∗) ≥ 0 и ра-
венствах ∆+J(u∗, v∗) = −εI+(u, v0) + o(ε), ∆−J(u∗, v∗) = −εI−(u, v1) +
o(ε), справедливость которых фактически установлена для почти всех
(ξ, τ) ∈ Π.
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Variational maximum principle in the problem of optimal con-

trol of nonlinear wave processes

Abstract. We present necessary optimality condition in form of variational maximum
principle for the problem of optimal control of nonlinear wave equation with nonlinear
boundary conditions of first, second and third types.
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