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Аннотация. В статье для задачи оптимального управления нелинейным волновым
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1. Постановка задачи

В области Π = S′ × T, S′ = (s0, s1), T = (t0, t1) рассмотрим управ-
ляемый процесс {u, v;x} в котором функция x = x(s, t) подчинена
волновому уравнению

xtt − a2(s)xss = f(x, xt, xs, u, s, t), (1.1)

начальным
x(s, t0) = x0(s), xt(s, t0) = x1(s), s ∈ S, (1.2)

и граничным

xt(s0, t) = q0(x, v0, t), xs(s1, t) = q1(x, v1, t), t ∈ T, (1.3)

условиям. Пусть требуется найти измеримые и ограниченные в области
своего определения распределенное u = u(s, t) и граничные vi = vi(t)
управления, удовлетворяющие ограничениям

u(s, t) ∈ U, (s, t) ∈ Π, vi(t) ∈ V i, i = 0, 1 t ∈ T, (1.4)
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и доставляющие минимум целевому функционалу

J(u, v) =

∫

∂Π
ϕ(x, xt, xs, v, s, t)dω +

∫∫

Π
Φ(x, xt, xs, u, s, t)dsdt (1.5)

на решениях x начально-краевой задачи (1.1)–(1.3). Здесь ∂Π – граница
области Π, dω =

√
ds2 + dt2.

Будем предполагать, что гладкий коэффициент a = a(s) ≤ a >
0, s ∈ S = [s0, s1], функции f = f(x, xt, xs, u, s, t), q

i = qi(x, vi, t), i =
0, 1, ϕ = ϕ(x, xt, xs, v, s, t),Φ = Φ(x, xt, xs, u, s, t) непрерывны по сово-
купности своих переменных вместе со своими частными производными
по x, xt, xs; функции x0 = x0(s), x0′ = d

dsx
0(s), и x1 = x1(s) измеримы

и ограничены в S, множества U, Vi, i = 0, 1 – замкнутые подмножества
вещественной прямой.

2. Допустимый процесс

При сделанных предположениях на параметры задачи (1.1)–(1.5), как
известно [1], классического решения x не существует. Введем в рассмот-
рение обобщенное решение x, воспользовавшись результатами работы
[2]. Для этого определим характеристики s = s±(ξ, τ ; t) как семейство
интегральных кривых дифференциальных уравнений ds

dt = ±a(s) со-
ответственно, удовлетворяющих условию s±(ξ, τ ; τ) = ξ. Введем в рас-
смотрение производные D± по направлению характеристик, положив
по определению

D±x(s, t) = [
d

dτ
x(s±(s, t; τ), τ)]|τ=t.

В [3] доказано, что для любых допустимых управлений (1.4) обоб-
щенное решение x существует и единственно в пространстве функций
W̃ 1,1

∞ (Π), снабженном нормой

||x||
L∞(Π)

+ ||xt||
L∞(Π)

+ ||xs||
L∞(Π)

+

+ ‖D+(xt − axs)‖L∞(Π) + ‖D−(xt + axs)‖L∞(Π),

если функция f удовлетворяет условию Липшица по переменным x, xt,
xs. Кроме того, результаты работы [3] позволяют установить оценки
приращения ∆x = x̃ − x и его частных производных ∆xt = x̃t − xt,
∆xs = x̃s − xs для двух произвольных допустимых процессов {ũ, ṽ; x̃}
и {u, v;x}. Данные оценки имеют вид
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|∆x(s, t)| ≤ K{ ∫

T∩∂G(s,t)

|∆ṽq[t]|dt+
∫∫

G(s,t)

|∆ũf [s, t]|dsdt},

|∆xt(s, t) ± ∆xs(s, t)| ≤ K{|∆ṽq[ť
±(s, t)]|+

+
t∫

ť±(s,t)

|∆ũf [s±(s, t; τ), τ)]|dτ+

+
∫

T∩∂G(s,t)

|∆ṽq[t]|dt+
∫∫

G(s,t)

|∆ũf [s, t]|dsdt}.

(2.1)

Здесь K – положительная константа, не зависящая от выбора допусти-
мых процессов; G(s, t) – область определенности (см. [1, с.47]) решения
x в точке (s, t), G(s, t) = {(ξ, τ) ∈ Π : max{s0, s+(s, t; τ)} < ξ <
min{s1, s−(s, t; τ)}, τ < t}, ∂G(s, t) – ее граница; ∆ũf [ξ, τ ] = f(x, xt, xs,
ũ, ξ, τ) − f(x, xt, xs, u, ξ, τ) – частное приращение функции f по управ-

лению, вычисленное в точке (ξ, τ); ∆ṽq[τ ] =
1∑
i=0

(qi(x, ṽi, τ) − qi(x, vi, τ))

– частное приращение одной из функций qi, вычисленное в момент τ
на соответствующей границе; ť±(s, t) – момент начала характеристики
s±(s, t; ·), проходящей через точку (s, t), причем ť±(s, t) < t.

3. Эквивалентная задача оптимального управления

Исследование задачи (1.1)–(1.5) проведем с помощью эквивалентной ей
задачи оптимального управления. Введем в рассмотрение инварианты
Римана r± для волнового уравнения (1.1), положив по определению
r± = xt ∓ axs. Очевидно, что обратная замена имеет вид

xt = (r− + r+)/2, xs = (r− − r+)/2a. (3.1)

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в том, что функции
x, xt, xs удовлетворяют уравнению (1) тогда и только тогда, когда функ-
ции x, r± удовлетворяют гиперболической системе

D±x = r∓, D±r± = f̃(x, r+, r−, u, s, t), (3.2)

где f̃ = f(x, (r− + r+)/2, (r− − r+)/2a, u, s, t) − a′(r− − r+)/2.
Нетрудно видеть, что начальные условия (1.2) совпадают с равен-

ствами

x(s, t0) = x0(s), r±(s, t0) = x1(s) ∓ a(s)x0′(s), s ∈ S, (3.3)

а граничные условия (1.3) переписываются в форме

r+(s0, t) = −r−(s0, t) + 2q0(x(s0, t), v
0, t),

r−(s1, t) = r+(s1, t) + 2a(s1)q
1((x(s1, t), v

1, t), t ∈ T.
(3.4)
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Понятно, что замена начально-краевой задачи (1.1)–(1.3) на дифферен-
циальную систему (3.2) со смешанными граничными условиями (3.3)–
(3.4) не затрагивает множества допустимых управлений (1.4) и сохраня-
ет фактически неизменным целевой функционал (1.5) ввиду взаимной
однозначности между функциями xt, xs r

±. Далее везде, где аргументы
исходной функции заменены на r± по правилу (3.1) над функцией будем
использовать знак .̃

4. Сопряженная задача

Для задачи (3.2)–(3.4)определим функцию Понтрягина

H = H(ψ+, ψ−, ζ+, ζ−, x, r+, r−, u, s, t) =

= ψ+r− + ψ−r+ + (ζ+ + ζ−)f̃(x+, x−, r+, r−, u, s, t, )−
−Φ̃(x+, x−, r+, r−, u, s, t)

(4.1)

с функциями ψ±, ζ±, удовлетворяющими на допустимом процессе
{u, v;x, r±} сопряженной задаче

D±ψ± + a′ψ± = −Hx; D
±ζ± + a′ζ± = −Hr± , (s, t) ∈ Π,

ψ±(s, t1) = −ϕ̃x[s, t1]; ζ±(s, t1) = −ϕ̃r± [s, t1], s ∈ S,

ψ−(s0, t) = ψ+(s0, t) − (k0(t)(q
0
x(x(s0, t), v

0, t) − ϕ̃x[s0, t])/a(s0),

ζ−(s0, t) = −ζ+(s0, t) − (ϕ̃r− [s0, t] − ϕ̃r+ [s0, t])/a(s0),

ψ+(s1, t) = ψ−(s1, t) + (k1(t)(q
1
x(x(s1, t), v

1, t) − ϕ̃x[s1, t])/a(s1),

ζ+(s1, t) = ζ−(s1, t) − (ϕ̃r− [s1, t] + ϕ̃r+ [s1, t])/a(s1), t ∈ T,

k0(t) = −2(a(s0)ζ
+(s0, t) + ϕ̃r+),

k1(t) = 2a(s1)(a(s1)ζ
−(s1, t) − ϕ̃r−).

(4.2)

5. Вариационный принцип максимума

Предположим для определенности, что время t1 не превосходит време-
ни t, которое необходимо для прохождения характеристикой интерва-
ла S. Очевидно, значение t одновременно является корнем уравнений

s+(s0, t0; t) = s1, s
−(s1, t0; t) = s0, а также удовлетворяет t =

s1∫
s0

dη
a(η) .

Данное ограничение означает, что любая характеристика s+(s0, τ ; ·)
(s−(s1, τ ; ·)), начинаясь на левой (правой) границе прямоугольника Π,
заканчивается на его верхней границе t = t1, «не успевая» дойти до
противоположной боковой границы s = s1 (s = s0) (см. рис. 1).
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Рис. 1.

Введем в рассмотрение подмножества Πi
ε(τ), i = 0, 1 и Π±

ε (ξ) прямо-
угольника Π, представляющие собой полоски ширины порядка ε вдоль
соответствующих характеристик:

Πi
ε(τ) = {(s, t) ∈ Π : s ∈ co{s±(si, τ ; t), s

±(si, τ − ε; t}}, τ ∈ T, i = 0, 1;
Π±
ε (ξ) = {(s, t) ∈ Π : s ∈ co{s±(ξ − ε, t1; t), s

±(ξ, t1; t}},

где ξ ∈ (s+(s0, t0; t1), s1) или, соответственно, ξ ∈ (s0, s
−(s1, t0; t1)) (см.

рис. 2, рис. 3)

Рис. 2.
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Рис. 3.

С помощью множеств Πi
ε(τ) построим вариации ∆u и ∆v управлений

u и vi по правилу

∆u(s, t) =

{
u(s, t) − u(t), (s, t) ∈ Πi

ε(τ),
0, (s, t) ∈ Π\Πi

ε(τ),

∆v0(t) =

{
v0(t) − v0, t ∈ (τ − ε, τ),

0, t ∈ T\(τ − ε, τ),
∆v1(t) ≡ 0, если i = 0,

∆v0(t) ≡ 0, ∆v1(t) =

{
v1(t) − v1, t ∈ (τ − ε, τ),

0, t ∈ T\(τ − ε, τ),
если i = 1.

Аналогично с помощью множеств Π±
ε (ξ) (в том случае, когда они не

пустые, т.е. при t1 < t) построим вариацию ∆u управления u, положив

∆u(s, t) =

{
u(s, t) − u(t), (s, t) ∈ Π±

ε (ξ),
0, (s, t) ∈ Π\Π±

ε (ξ).

В силу полученных оценок роста приращений (2.1) приращение ∆x
на каждой из перечисленных вариаций имеет порядок ε. В то же время
приращение ∆r− (∆r+t ) внутри характеристических полосок с отрица-
тельным (положительным) наклоном от величины ε не зависит.

Анализ приращения целевого функционала на соответствующих
приращениях распределенного u и граничных v управлений по схеме
работ [4-6] приводит к следующим четырем семействам задач оптималь-
ного управления с обыкновенными дифференциальными уравнениями.
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Задача 1.

I(u, v) = ϕ̃(x, r+, y, v0, s0, τ) − ϕ̃(x, y, r−, s+(s0, τ ; t1), t1)·

·a(s+(s0, τ ; t1)) +
τ∫
t0

H(ψ+, ψ−, ζ+, 0, x, r+, y, u, ξ, τ)a(ξ)

∣∣∣∣∣
ξ=s−(s0,τ ;t)

dt+

+
t1∫
τ
H(ψ+, ψ−, 0, ζ−, x, y, r−, u, ξ, τ)a(ξ)

∣∣∣∣∣
ξ=s+(s0,τ ;t)

dt −→ max,

ẏ = f̃(x, r+, y, u, s−(s0, τ ; t), t), t ∈ [t0, τ ],

y(t0) = (x1(ξ) + a(ξ)x0′(ξ))

∣∣∣∣∣
ξ=s−(s0,τ ;t0)

,

ẏ = f̃(x, y, r−, u, s+(s0, τ ; t), t), t ∈ (τ, t1],
y(τ + 0) = −y(τ) + 2q0(r−(s0, τ), v

0, τ),
u(t) ∈ U, t ∈ T, v0 ∈ V 0, τ ∈ T.

Задача 2.

I(u, v) = −ϕ̃(x, y, r−, v1, s1, τ) − ϕ̃(x, r+, y, s−(s1, τ ; t1), t1)·

·a(s−(s1, τ ; t1)) +
τ∫
t0

H(ψ+, ψ−, 0, ζ−, x, y, r−, u, ξ, τ)a(ξ)

∣∣∣∣∣
ξ=s+(s1,τ ;t)

dt+

+
t1∫
τ
H(ψ+, ψ−, ζ+, 0, x, r+, y, u, ξ, τ)a(ξ)

∣∣∣∣∣
ξ=s−(s1,τ ;t)

dt −→ max,

ẏ = f̃(x, y, r−, u, s+(s1, τ ; t), t), t ∈ [t0, τ ],

y(t0) = (x1(ξ) − a(ξ)x0′(ξ))

∣∣∣∣∣
ξ=s+(s1,τ ;t0)

,

ẏ = f̃(x, r+, y, u, s−(s1, τ ; t), t), t ∈ (τ, t1],
y(τ + 0) = y(τ) + 2a(s1)q

1(r+(s1, τ), v
1, τ),

u(t) ∈ U, t ∈ T, v1 ∈ V 1, τ ∈ T.

Задача 3.

I(u) = −ϕ̃(x, y, r−, ξ, t1)a(ξ)+

+
t1∫
t0

H(ψ+, ψ−, 0, ζ−, x, y, r−, u, η, t)a(η)

∣∣∣∣∣
η=s+(ξ,t1;t)

dt −→ max,

ẏ = f̃(x, y, r−, s+(ξ, t1; t), t),

y(t0) = (x1(η) − a(η)x0′(η))

∣∣∣∣∣
η=s+(ξ,t1;t0)

,

u(t) ∈ U, t ∈ T, ξ ∈ (s+(s0, t0; t1), s1).
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Задача 4.

I(u) = −ϕ̃(x, r+, y, ξ, t1)a(ξ)+

+
t1∫
t0

H(ψ+, ψ−, ζ+, 0, x, r+, y, u, η, t)a(η)

∣∣∣∣∣
η=s−(ξ,t1;t)

dt −→ max,

ẏ = f̃(x, r+, y, s−(ξ, t1; t), t),

y(t0) = (x1(η) + a(η)x0′(η))

∣∣∣∣∣
η=s−(ξ,t1;t0)

,

u(t) ∈ U, t ∈ T, ξ ∈ (s0, s
−(s1, t0; t1)).

Теорема 1. Пусть управления u и vi оптимальны в задаче (1.1)–
(1.5), а функции x, r± и ψ±, ζ± являются решениями задач (3.2)–(3.4)
и (4.2). Тогда
1.) для почти каждого τ ∈ T управления

u(t) =

{
u(s−(s0, τ ; t), t), t ∈ (t0, τ),
u(s+(s0, τ ; t), t), t ∈ (τ, t1),

v = v(τ),

оптимальны в задаче 1, а управления

u(t) =

{
u(s+(s1, τ ; t), t), t ∈ (t0, τ),
u(s−(s1, τ ; t), t), t ∈ (τ, t1),

v = v(τ),

оптимальны в задаче 2;
2.) для почти каждого ξ ∈ (s+(s0, t0, t1), s1) управление u(t) = u(s+(ξ, τ ;
t), t) оптимально в задаче 3, а для почти всех ξ ∈ (s0, s

−(s1, t0; t1))
управление u(t) = u(s−(ξ, t1; t), t) оптимально в задаче 4.

6. Конечномерный и линеаризованный принцип максимума

Введем дополнительные предположения на параметры задачи (1.1)–
(1.5). Будем считать, что каждая функция qi дифференцируема по
управлению vi, а множества V i –выпуклые, i = 0, 1. Тогда принцип
максимума Понтрягина можно применить не только к задачам 3,4, но
и к задачам 1,2. Итоговым результатом здесь будет

Теорема 2. Пусть управления u и vi оптимальны в задаче (1.1)–
(1.5), а функции r±, r±t и ψ±, ζ± являются решениями задач (3.2)–
(3.4) и (4.2). Тогда распределенное управление u почти всюду на Π
удовлетворяет принципу максимума Понтрягина

H(ψ+, ψ−, ζ+, ζ−, r+, r−, r+t , r
−
t , u, s, t) =

= ytn?maxu∈U H(ψ+, ψ−, ζ+, ζ−, r+, r−, r+t , r
−
t , u, s, t),
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а для граничных управлений vi справедлив линеаризованный (дифферен-
циальный) принцип максимума Понтрягина

k0(t)q
0
v0(x(s0, t), v

0, t)(v0 − v0(t)) ≤ 0, v0 ∈ V 0,
k1(t)q

1
v1(x(s1, t), v

1, t)(v1 − v1(t)) ≤ 0, v1 ∈ V 1.
(6.1)

Наконец, если допустить, что функция f дифференцируема по u, а
множество U – выпуклое, то будет справедлива

Теорема 3. Пусть управления u и vi оптимальны в задаче (1.1)–
(1.5), а функции r±, r±t и ψ±, ζ± являются решениями задач (3.2)–(3.4)
и (4.2). Тогда распределенное управление u почти всюду на Π удовле-
творяет линеаризованному (дифференциальному) принципу максиму-
ма

Hu(ψ
+, ψ−, ζ+, ζ−, r+, r−, r+t , r

−
t , u, s, t)(u− u(s, t)) ≤ 0, u ∈ U,

а для граничные управления vi – условиям (6.1).

Отметим, что результаты теорем нетрудно переписать в терминах
исходной задачи (1.1)–(1.5). Для этого достаточно учесть связь между

функциями f, ϕ,Φ и f̃ , ϕ̃, Φ̃, а также замену переменных x, xs и xt на
переменные r±, r± в форме (3.1).

Подчеркнем, также, что вариационный принцип максимума являет-
ся более сильным необходимым условием оптимальности, нежели чем
принцип максимума конечномерный. Это можно доказать, приведя кон-
кретные примеры задачи (1.1)–(1.5) с выпуклыми множествами V i и
гладкими по управлению функциями qi, в которых управления u, vi

удовлетворяют конечномерному принципу максимума, но бракуются
вариационным принципом максимума. В частности, для указанной цели
подходит следующий

Пример.
xtt − xss = u, (s, t) ∈ Π = S × T,
x(s, 0) = xt(s, 0) = 0, s ∈ S = [0, 3],
xt(0, t) = xs(3, t) = 0, t ∈ T = (0, 1),

u(s, t) ∈ [−1, 4], (s, t) ∈ Π,

J(x) = −1

2

3∫

0

(xt + xs)
2ds −→ min .

Очевидно, что в силу независимости целевого функционала от со-
стояния x, имеет смысл рассматривать систему (3.2) и сопряженную к
ней систему (6.1) только для переменных r± и ζ± соответственно.

Заметим, что r± = xt∓xs, и эквивалент задачи (3.2)–(3.4) имеет вид

( ddtr
±)± = u, r±(s, 0) = 0, s ∈ S;

r+(0, t) = −r−(0, t), r−(3, t) = r+(3, t), t ∈ T,
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J(u) = −1

2

3∫

0

(r−(s, 1))2ds −→ min .

Решения r± для u = const легко вычисляются по правилу

r+(s, t) =

{
ut, s ≥ t,
(2s− t)u, s < t,

r−(s, t) = ut, (s, t) ∈ Π.

В этом случае

J(u) = −3

2
u2.

Нетрудно догадаться, что оптимальным управлением здесь служит
u(s, t) ≡ 4.

Проверим принцип максимума Понтрягина для очевидно неопти-
мального управления u = −1. Здесь функция Понтрягина H = (ζ+ +
ζ−)u. Решение сопряженной задачи

d
dt(ζ

±)± = 0, ζ+(s, 1) = 0, ζ−(s, 1) = r−(s, 1) = −1,
ζ−(0, t) = −ζ+(0, t), ζ+(3, t) = ζ−(3, t)

имеет вид

ζ+(s, t) =

{
0, s ≤ t+ 2,
−1, s > t+ 2,

ζ−(s, t) =

{ −1, s ≥ 1 − t,
0, s < 1 − t,

(s, t) ∈ Π.

Принцип максимума Понтрягина для распределенного управления
u(s, t) эквивалентен условию

(ζ−(s, t) + ζ+(s, t))(u− u(s, t)) ≤ 0, u ∈ [−1, 4],

которое в силу равенства

ζ−(s, t) + ζ+(s, t) =





0, s < 1 − t,
−1, 1 − t ≤ s ≤ t+ 2,
−2, s > −2,

(s, t) ∈ Π

для управления u(s, t) = −1 справедливо всюду в Π. Другими словами,
управление u(s, t) = −1 удовлетворяет принципу максимума Понтряги-
на.

Обратимся теперь к вариационному принципу максимума. Семей-
ство задач 1 в силу того, что ему соответствуют тривиальные зна-
чения ζ±, а функция ϕ не зависит от y, является вырожденным, т.е.
формально данному семейству задач удовлетворяет любое допустимое
управление.

Семейства задач 2-4, построенные для управления u(s, t) = −1, вы-
глядит следующим образом
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Задача 2.

I(u) = 1
2y

2(1) −
τ∫
0
u(t)dt−

1∫
τ
u(t)dt −→ max,

ẏ = u, y(0) = 0, t ∈ [0, τ ],

ẏ = u, y(τ + 0) = y(τ), t ∈ [τ, 1].

u(t) ∈ [−1, 4], t ∈ [0, 1], τ ∈ (0, 1).

Задача 3.

I(u) = −
1∫
0
u(t)dt −→ max,

ẏ = u, y(0) = 0, u(t) ∈ [−1, 4], ξ ∈ (2, 3).

Задача 4.

I(u) = 1
2y

2(1) −
1∫
0
u(t)dt −→ max,

ẏ = u, y(0) = 0, u(t) ∈ [−1, 4], t ∈ [0, 1], ξ ∈ (0, 2).

Очевидно, что управление u(t) = −1 доставляет максимум целе-
вому функционалу, а следовательно, не бракуется только в семействе
задач 3. Однако в целом вариационный принцип максимума неопти-
мальное управление u(s, t) = −1 отвергает, т.к. во втором и четвертом
семействах максимизирующим управлением является u(t) = 4, а не
проверяемое управление.

Таким образом, доказано, что вариационный принцип максимума
является более сильным необходимым условием оптимальности, нежели
принцип максимума конечномерный.
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