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1. Введение

В 1972 г. на заседании специализированного Совета математического
факультета Иркутского госуниверситета, возглавляемого профессором
В.В. Васильевым, была защищена кандидатская диссертация И.И. Ди-
кина [1]

”
Решение задачи линейного программирования и некоторых ее

обобщений методом внутренних точек“, которая была выполнена в Си-
бирском энергетическом институте. Научный руководитель – академик,
лауреат Нобелевской премии Л.В. Канторович. Один из оппонентов –
доктор физико-математических наук, ныне академик, директор ЦЭМИ
РАН В.Л. Макаров.

Длительное время представленные в диссертации И.И. Дикина ал-
горитмы внутренних точек активно развивались в России – в ВЦ АН
СССР (в работах академика Ю.Г. Евтушенко, ныне директора ВЦ РАН
и доктора физико-математических наук В.Г. Жадана [2]– [4] и в СЭИ
СО АН СССР (ныне ИСЭМ СО РАН), где эти алгоритмы использова-
лись при реализации нескольких моделей энергетики [5]–[7]. К настоя-
щему времени получен ряд важных результатов в усовершенствовании
и теоретическом обосновании алгоритмов внутренних точек как в ВЦ

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 09-01-00306а.
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РАН, так и в ИСЭМ СО РАН. В частности, были разработаны полино-
миальные алгоритмы внутренних точек для задач линейного програм-
мирования с наилучшими в настоящее время оценками максимально
требуемого времени для получения решения [8]. Уместно отметить, что
новые разработки алгоритмов внутренних точек, их экспериментальные
исследования на моделях энергетики были представлены в кандидат-
ской диссертации сотрудника ИСЭМ СО РАН А.Ю. Филатова [9], защи-
щенной в 2001 г. на Совете ИМЭ ИГУ, возглавлявшимся профессором
О.В. Васильевым.

В середине 80-х годов к алгоритмам внутренних точек возник повы-
шенный интерес во всем мире. Были опубликованы тысячи работ в раз-
ных странах. К настоящему времени создано большое количество паке-
тов программ, реализующих метод внутренних точек. В итоге многих
экспериментальных исследований было показано, что метод внутрен-
них точек может быть более эффективным, чем широко используемый
симплекс-метод.

В настоящее время в ИМЭИ ИГУ введено факультативное обуче-
ние алгоритмам метода внутренних точек в рамках курса по выбо-
ру. В частности, эти алгоритмы представлены в пособии по линейным
неравенствам [10]. Одна из целей данной статьи состоит в пропаганде
двух взаимосвязанных предложений по коррекции учебных планов по
специальностям

”
Прикладная математика и информатика“ и

”
Мате-

матические методы в экономике“: 1) целесообразности введения кур-
са

”
Теория линейных неравенств“, составной частью чего могла бы

быть теория линейного программирования; 2) целесообразности вве-
дения в программу обучения алгоритмов внутренних точек наряду с
традиционно изучаемым симплекс-методом.

2. Некоторые свойства задач линейного программирования

Особое место в линейном программировании занимают теоремы двой-
ственности. Они служат теоретическим фундаментом для всей теории
линейного программирования, являются основой для разработки и
обоснования алгоритмов оптимизации, играют большую роль при эко-
номической интерпретации получаемых решений. Ниже приводится те-
орема, содержащая основные факты теории двойственности линейного
программирования даже в несколько большем объеме, чем обычно да-
ется в учебниках по линейному программированию. А именно, в при-
водимой здесь теореме представлены конструктивные критерии для
выявления случаев отсутствия решений и для выявления относительно
внутренних точек оптимальных решений. Причем доказательство этой
теоремы легко осуществить, как это продемонстрировано в [10], на базе
теорем об альтернативных системах линейных неравенств, являющихся
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обобщением на линейные неравенства известной теоремы об альтерна-
тивах Фредгольма для систем линейных уравнений. Это иллюстрирует
идею целесообразности изложения линейного программирования в ви-
де составной части теории и алгоритмов решения систем линейных
неравенств, которую в свою очередь целесообразно рассматривать как
развитие и обобщение теории и алгоритмов решения систем линейных
уравнений.

Рассмотрим взаимно-двойственные задачи линейного программиро-
вания:

cTx→ min, x ∈ X, (2.1)

bTu→ max, u ∈ U, (2.2)

где
X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} ,
U = {u ∈ Rm : g(u) ≥ 0} .

Здесь
g(u) = c−ATu

– линейная вектор-функция с компонентами gj(u), j = 1, . . . , n. Пере-
менные задач (2.1), (2.2) составляют векторы x ∈ Rn, u ∈ Rm при
некоторых n ≥ 1,m ≥ 1. Заданными являются векторы c ∈ Rn, b ∈ Rm,
матрица A размера m× n.

Векторы из X, U будем называть допустимыми решениями задач
(2.1), (2.2). Множество оптимальных решений этих задач обозначим

X = Argmin
{
cTx : x ∈ X

}
,

U = Argmax
{
bTu : u ∈ U

}
.

Задачу (2.1) будем называть исходной задачей линейного программи-
рования, задачу (2.2) – двойственной задачей линейного программиро-
вания.

Введем множества рецессивных направлений задач (2.1), (2.2):

X̃ =
{
s ∈ Rn : As = 0, s ≥ 0, cT s < 0

}
,

Ũ =
{
v ∈ Rm : AT v ≤ 0, bT v > 0

}
.

Множество X̃ состоит из направлений неограниченного убывания це-
левой функции задачи (2.1), не выводящих из множества ее допусти-
мых решений. Если x ∈ X, s ∈ X̃, то вектор x(λ) = x + λs будет
находиться в X при любом λ ≥ 0 и cTx(λ) → −∞ при λ → ∞. Соот-
ветственно Ũ – множество направлений неограниченного возрастания
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целевой функции задачи (2.2), не выводящих из области ее допустимых
решений.

Множества X̃, Ũ полезны для конструктивного выявления случаев
несовместности ограничений задач (2.1), (2.2). Согласно теоремам об
альтернативных системах линейных неравенств (см., например, [10, 11])
одно и только одно из двух множеств X, Ũ пусто. Это утверждение
принято называть теоремой Фаркаша [11]. Таким образом, если найдет-
ся вектор v ∈ Ũ , то, тем самым, будет установлена противоречивость
ограничений задачи (2.1).

Также согласно теоремам об альтернативных системах линейных
неравенств одно и только одно из множеств U, X̃ пусто. Это утвер-
ждение принято называть теоремой Гейла [11]. Поэтому, если найдется
вектор s ∈ X̃, то, тем самым, будет установлена противоречивость огра-
ничений задачи (2.2). C учетом этих фактов приходим [10] к следующей
основополагающей теореме в линейном программировании.

Теорема 1. Для задач (2.1), (2.2) возможны два случая.
1. Хотя бы одна из задач не имеет допустимых решений. Тогда обе

задачи не имеют оптимальных решений X = ∅, U = ∅. Возможны
три ситуации

1.1 X = ∅, U = ∅. Тогда и только тогда

X̃ 6= ∅, Ũ 6= ∅. (2.3)

1.2. X = ∅, U 6= ∅. Тогда и только тогда

X̃ = ∅, Ũ 6= ∅. (2.4)

1. 3. X 6= ∅, U = ∅. Тогда и только тогда

X̃ 6= ∅, Ũ = ∅. (2.5)

2. Обе задачи имеют допустимые решения X 6= ∅, U 6= ∅. В этом и
только этом случае они имеют оптимальные решения X 6= ∅, U 6= ∅
и

X̃ = ∅, Ũ = ∅. (2.6)

Для любых x ∈ X, u ∈ U
n∑

j=1

xjgj(u) ≥ 0. (2.7)

Для любых x ∈ X, u ∈ U
n∑

j=1

x̄jgj(ū) = 0. (2.8)

Существуют x ∈ X, u ∈ U такие, что

(x̄j + gj(ū)) > 0, j = 1, . . . , n. (2.9)
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Условия (2.7), (2.8) позволяют выделять оптимальные решения из
допустимых. Соотношение (2.8) принято называть условием дополняю-
щей нежесткости. Выполнение обоих соотношений (2.8), (2.9) означает
выполнение условий дополняющей нежесткости в строгой форме.

Для выпуклого множества Y подмножество его относительно внут-
ренних точек, следуя Рокафеллару [12], будем обозначать riY . Область
riY состоит из внутренних точек Y относительно минимального ли-
нейного многообразия, содержащего Y . Если Y – множество решений
системы линейных неравенств, то подмножество riY состоит из ре-
шений системы с минимальным набором активных ограничений [10].
Выполнение для векторов x ∈ X, u ∈ U условий дополняющей нежест-
кости в строгой форме, т.е. соотношений (2.8), (2.9) означает, что эти
векторы имеют максимальные наборы неактивных ограничений среди
всех оптимальных решений исходной и двойственной задач линейно-
го программирования. Следовательно, в этом и только этом случае
x ∈ riX, u ∈ riU .

Рассматриваемые далее алгоритмы внутренних точек позволяют по-
лучать именно относительно внутренние точки множества оптималь-
ных решений, что очень полезно во многих приложениях. Например, это
позволяет эффективно описывать множество оптимальных решений.
Если имеем произвольное оптимальное решение задачи (2.1) x̄ ∈ X, то
множество оптимальных решений задается путем добавления к огра-
ничениям задачи одного ограничения, фиксирующего на оптимальном
уровне значение целевой функции:

X = {x ∈ Rn : Ax = b, (c, x) = (c, x̄), x ≥ 0} .

Если же известно, что полученное решение является относительно внут-
ренней точкой множества оптимальных решений, то для описания мно-
жества оптимальных решений нет необходимости вводить дополнитель-
ное ограничение. При x̄ ∈ riX множество X определяется следующим
образом

X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0, x̄j = 0, j ∈ J0(x̄)} ,

где J0(x̄) – множество номеров компонент вектора x̃, имеющих нулевые
значения. Таким образом просто исключаются из рассмотрения компо-
ненты вектора переменных x, имеющие у вектора x̃ нулевые значения.
Такое описание множества оптимальных решений более удобно, чем
приведенное ранее описание, так как не увеличивается набор ограниче-
ний равенств и при этом сокращается набор переменных. В частности,
такое представление очень полезно для решения многокритериальных
задач лексикографической оптимизации, в которых из множества X
требуется выбирать решение, оптимальное по какому-то дополнитель-
ному критерию.
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Условия (2.3)–(2.6) могут служить в качестве конструктивных кри-
териев для выявления случая отсутствия оптимальных решений. Для
этого достаточно установить, что вырабатываемые в процессе решения
соответствующие векторы находятся в X или в U , что будет озна-
чать непустоту X̃ или Ũ и в силу (2.3)–(2.5) отсутствие оптимальных
решений у задач (2.1), (2.2).

3. Методика Л.В. Канторовича формирования цен при
неоптимальном плане

У истоков разработок рассматриваемых ниже алгоритмов внутренних
точек находилась идея Л.В. Канторовича оценки методом наименьших
квадратов приближенного решения двойственной задачи при неопти-
мальном плане исходной задачи. Эту идею Л.В. Канторович предложил
для исследования аспиранту И.И. Дикину применительно к проблеме
формирования рентных оценок сельскохозяйственных земель. Эта идея
Канторовича представляет и самостоятельный интерес.

Если задача (2.1) является моделью выбора интенсивностей техноло-
гий xj , j = 1, . . . , n, производящих и использующих ресурсы в заданных
объемах bi, i = 1, . . . ,m, то задача (2.2) будет моделью определения

”
объективно обусловленных оценок“ ресурсов ui, i = 1, . . . ,m, интер-

претируемых как цены оптимального плана (или более романтично как

”
цены, зовущие к оптимуму“). Большую роль в такой экономической

интерпретации взаимосвязей исходной и двойственной задач линейного
программирования играют условия дополняющей нежесткости (2.8).

По каким-то причинам, в том числе например из-за несовершенства
линейной детерминированной модели, может быть выбран неоптималь-
ный для задачи (2.1) план. Для случая, когда принятое решение x̃ ∈ X
неоптимально, Л.В. Канторович предложил методику формирования
приближенных оценок ресурсов, основанную на минимизации суммы
квадратов отклонений в условиях дополняюшей нежесткости (2.8). А
именно, он рассматривал проблему формирования квазирациональной
системы рентных оценок земель для задачи планирования земледелия.

Пусть x̃j > 0 для j = 1, . . . , n. Для такого решения было предложено
вектор оценок ресурсов ũ ∈ Rm определять как результат решения
задачи

n∑

j=1

x̃j (gj(u))
2 → min, u ∈ Rm.

Как видим, если интенсивность технологии j невелика, величина x̃j
близка к нулю, то компонента j будет играть меньшую роль в форми-
ровании вектора цен ũ. Существенную роль будут играть компоненты
x̃j , сильно отличающиеся от нуля.
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Если вектор x̃ был неоптимальным решением задачи (2.1), то у век-
тора g(ũ) будут как положительные, так и отрицательные компоненты.
По экономическим соображениям, если −gj(ũ) > 0, то технология j
имеет положительную эффективность. В этом случае в целях умень-
шения затрат cTx следует увеличивать интенсивность использования
технологии j. Если −gj(ũ) < 0, то технология j имеет отрицатель-
ную рентабельность и интенсивность ее использования целесообразно
сократить.

На основе приведенных соображений можно убедиться, что вектор
s ∈ Rn с компонентами s̃j = −x̃jgj(ũ) будет направлением уменьшения
значения целевой функции задачи (2.1), т.е. cT s̃ < 0. При этом в силу
известных свойств метода наименьших квадратов выполняется равен-
ство As̃ = 0. Поэтому из равенства Ax̃ = b следует, что A(x+λs) = b при
любом вещественном λ. Это позволяет использовать вектор s̃ в качестве
направления улучшения решения x̃.

В изложенной методике при формировании решения двойственной
задачи могут использоваться и другие способы задания весов, вместо
весов, равных x̃j . Главное, чтобы эти веса стремились к нулю с уменьше-
нием значения x̃j . В частности, такую же роль могут играть квадраты
интенсивностей, т.е. веса равные (x̃j)

2.

4. Оптимизация в области допустимых решений

Задано исходное приближение x0 ∈ riX. Считаем, что все компоненты
векторов из riX положительные, x0

j > 0 для j = 1, . . . , n. В изла-
гаемом вычислительном процессе вырабатывается последовательность
векторов xk ∈ riX по правилу

xk+1 = xk + λks
k, k = 0, 1, 2, . . . . (4.1)

Здесь sk – вектор Rn направления корректировки решения, λk – поло-
жительная величина шага корректировки на итерации k.

Пусть имеется некоторый способ определения весовых коэффициен-
тов dkj > 0, j = 1, . . . , n, при котором выполняются неравенства

σ(xkj ) ≥ dkj ≥ σ(xkj ), j = 1, . . . , n. (4.2)

Здесь σ, σ – функции от положительного аргумента, удовлетворяющие
условиям

∞ ≥ σ(α) ≥ σ(α) > 0, ∀α > 0, (4.3)

Mα ≥ σ(α), ∀α ∈ (0, ε) (4.4)

при некоторых M > 0, ε > 0.
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Поскольку существует много различных правил задания весовых ко-
эффициентов, удовлетворяющих условиям (4.2) – (4.4), то излагаемый
вычислительный процесс можно рассматривать как семейство алгорит-
мов. Особо выделим подмножество алгоритмов, для которых выполня-
ется более сильное, чем (4.4) условие: при некоторых ε > 0,M > 0 для
всех α > 0, β > 0 таких что α/β ≤ ε справедливо неравенство

σ(α)/σ(β) ≤M(α/β). (4.5)

Из этого подмножества выделим еще более узкий набор алгоритмов,
для которых при изменяющихся α > 0, β > 0

σ(α)/σ(β) → 0 если α/β → 0. (4.6)

Пусть dk – вектор Rn с компонентами dkj , Dk = diagdk – диагональ-

ная матрица порядка n, образованная вектором dk. Вектор sk опреде-
ляется как результат решения вспомогательной задачи минимизации
квадратичной функции от вектора переменных s ∈ Rn при линейных
ограничениях-равенствах:

sk = argmin





n∑

j=1

cjsj +
1

2

n∑

j=1

(sj)
2

dkj
: As = 0



 . (4.7)

Используя для этой задачи метод множителей Лагранжа, получаем

sk = −Dkg
k, (4.8)

где
gk = g(uk), (4.9)

uk = argmin {Φk(u) : u ∈ Rm} . (4.10)

Здесь
Φk(u) = (g(uk))TDkg(u

k) (4.11)

– квадратичная выпуклая функция от вектора u ∈ Rm.
Заметим, что вычисляемое по указанным правилам направление кор-

ректировки решения будет нулевым вектором в том и только том слу-
чае, если любое допустимое решения является оптимальным, т.е. если
X = X. Это выявляется сразу на исходной итерации. Далее счита-
ем, что X 6= X и, следовательно, sk 6= 0. Это будет направлением
улучшения решения, для которого cT sk < 0.

Шаг корректировки решения вычисляется по правилу

λk = max
{
λ : xk + λks

k ≥ (1 − γk)x
k
}
, (4.12)

где γk – параметр из интервала [γ, 1) при некотором γ ∈ (0, 1). По
указанному правилу нельзя вычислить шаг корректировки при sk 6= 0
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в том и только том случае, если sk ≥ 0. Поскольку cT sk < 0, то sk ∈ X̃
и согласно теореме 1 у задач (2.1), (2.2) нет оптимальных решений.

Условие невырожденности. Вектор x ∈ X назовем стационарным
решением задачи (2.1), если при некотором u ∈ Rm для него выполня-
ется соотношение (2.8). Задачу (2.1) будем называть невырожденной,
если для любого ее стационарного решения существует единственный
вектор u ∈ Rm, при котором выполняется (2.8).

Анонсируемое ниже утверждение является развитием теорем, дока-
занных в [7].

Теорема 2. Пусть X 6= ∅, X 6= X, задача (2.1) невырожденная. Тогда
существуют векторы x̄ ∈ riX, ū ∈ riU такие, что

xk → x̄, uk → ū при k → ∞.

Если при определении весовых коэффициентов dkj выполняется усло-

вие (4.5), то x̄ ∈ riX, при некоторых M1 > 0,M2 > 0,M3 > 0, α ∈
(0, 1) ∥∥∥uk − ū

∥∥∥ ≤M1Lk, (4.13)

Lk ≤M2Tk, (4.14)
∥∥∥xk − x̄

∥∥∥ ≤M3Tk, (4.15)

где

Lk = max
{
dkj : j ∈ J0(x̄)

}
, Tk = max

{
xkj : j ∈ J0(x̄)

}
, (4.16)

J0(x̄) – множество номеров нулевых компонент вектора x̄.
Если при определении весовых коэффициентов dkj выполняется усло-

вие (4.6), то
λk → ∞ при k → ∞ (4.17)

и для некоторого M4 > 0

Tk+q+1 ≤M4Tk max {(1 − γτ ) : τ ∈ {k, . . . , k + q}} . (4.18)

5. Обсуждение

Весовые коэффициенты, в частности, можно определять в виде функ-
ций от значений компонент вектора переменных. Тогда

dkj = σ(xkj ), j = 1, . . . , n, k = 0, 1, 2, . . . , (5.1)

где σ – функция от положительного аргумента. В этом случае функции
σ, σ будут совпадать с σ.
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Конкретизацией (5.1) будет следующее правило вычисления весовых
коэффициентов

dkj = (xkj )
p, j = 1, . . . , n, k = 0, 1, . . . (5.2)

при заданном p ≥ 1. При p = 1 выполняется условие (4.5). При p > 1
выполняется условие (4.6).

Наиболее известным является алгоритм внутренних точек с прави-
лом вычисления весовых коэффициентов (5.2) при p = 2. Если при этом
используется следующее правило вычисления шага

λk =
(
Φk(u

k)
)1/2

,

то получим алгоритм внутренних точек Дикина [1]. Для такого алгорит-
ма им было доказано при предположении о невырожденности задачи
(2.1), что вырабатываемые векторы xk сходятся линейно к точке из riX,
если X 6= ∅ [13]. При этом установлена линейная сходимость векторов
uk к оптимальному решению задачи (2.2).

Условия (4.3) позволяют использовать правила вычисления весовых
коэффициентов, при которых эти коэффициенты не выражаются в виде
функции от значений переменных xkj . При этом не обязательно даже
иметь конкретные выражения для функций σ и σ. Достаточно иметь
доказательство существования таких функций и указанных их свойств.
В частности, как показывают теоретические и экспериментальные ис-
следования [7], [14], эффективны следующие правила выбора весовых
коэффициентов для k ≥ 1

dkj =
xkj

max
{
ε, qk−1

j

} , j = 1, . . . , n, при k = 1, 2, . . . (5.3)

при заданном ε > 0. При этом выполняются условия (4.3) – (4.5).
Согласно теореме 2 для сходимости вычислительного процесса к оп-

тимальному решению может быть достаточно выполнения при опре-
делении весовых коэффициентов только условия (4.4). Вместе с тем,
чтобы гарантировать возможность достижения линейной скорости схо-
димости и получения относительно внутренней точки оптимальных ре-
шений, желательно выполнение условия (4.5).

Выполнение условия (4.6) позволяет надеяться на возможность до-
стижения сверхлинейной скорости сходимости. Если значения парамет-
ра γk возрастают по итерациям и γk → 1 при k → ∞, то в силу (4.18) по-
лучим сверхлинейную скорость сходимости к нулю последовательности
величин Tk

Tk+q+1/Tk → 0 при k → ∞.
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Из (4.13) – (4.15) следует, что в этом случае будет сверхлинейная ско-

рость сходимости к нулю последовательности величин
∥∥∥xk − x̄

∥∥∥ и∥∥∥uk − ū
∥∥∥.

Отметим еще одно важное свойство алгоритмов, удовлетворяющих
условию (4.6). В этом случае

∥∥∥uk − ū
∥∥∥

‖xk − x̄‖ → 0 при k → ∞. (5.4)

Действительно, из (4.6) следует, что

Tk/Lk → 0 при k → ∞.

Так как
∥∥∥xk − x̄

∥∥∥ ≥ Tk, то из (4.13) – (4.15) получаем (5.4). Соотноше-

ние (5.4) означает, что векторы двойственных переменных uk быстрее
сходятся к своему оптимальному значению, чем векторы переменных
исходной задачи xk к оптимальному значению x̄ задачи (2.1). Соотноше-
ние (5.4) теоретически подтверждает давно установленную эмпириче-
скими наблюдениями более быструю сходимость векторов uk к решению
задачи (2.2), чем векторов xk к решению задачи (2.1) для алгоритмов
внутренних точек с весовыми коэффициентами (5.2) при p = 2. Отсюда
вытекает одна важная рекомендация: если требуется получить быст-
рее решение исходной задачи (2.1) с заданной точностью, то лучше
воспользоваться двойственными алгоритмами внутренних точек, осу-
ществляющих итеративное монотонное улучшение решений по пере-
менным двойственной задачи линейного программирования (2.2). Ва-
рианты двойственных алгоритмов внутренних точек, введенные в [14],
подробно рассмотрены в [8].

Алгоритмы, удовлетворяющие условию (4.6), обладают не только
дополнительными достоинствами по сравнению с алгоритмами, удо-
влетворяющими условию (4.5), но и одним существенным недостатком.
Согласно (4.17) шаг улучшения решения неограниченно возрастает по
итерациям, поэтому такие алгоритмы очень чувствительны к неизбеж-
ным погрешностям в решении вспомогательной задачи.

Поясним это. Пусть в начале k-ой итерации условие Axk = b выпол-
няется точно. При вычислении направления корректировки решения
вместо условия Ask = 0 имеем Ask = ∆k, где ∆k – вектор Rn, отражаю-
щий погрешности в решении вспомогательной задачи. Тогда после ите-
ративного перехода для вектора xk+1 получим следующее выражение
вектора невязок ограничений-равенств задачи (2.1)

A(xk + λks
k) − b = λk∆

k.

При увеличении λk малые абсолютные значения компонент вектора ∆k

будут приводить ко все большим нарушениям ограничений-равенств.
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Этот факт действительно отмечается в расчетах по алгоритму внут-
ренних точек с весовыми коэффициентами (5.2) при p = 2.

В этом отношении, как показывают теория и расчеты, преимуще-
ство имеет алгоритм с весовыми коэффициентами (5.2) при p = 1. Для
такого алгоритма величина шага ограничена сверху: при k → ∞

λk/γk → 1/max {gj(ū) : j ∈ J0(x̄)} .
Вместе с тем, такой алгоритм существенно уступает по скорости сходи-
мости (времени счета) алгоритму с p = 2.

В этом отношении интерес представляет алгоритм внутренних то-
чек с весовыми коэффициентами (5.3). Для такого алгоритма (при до-
статочно малом ε), как показано в [14] при условии невырожденности
задачи (2.1), при k → ∞

λk/γk → 1.

Поэтому шаг ограничен сверху на всех итерациях. Этот алгоритм бо-
лее устойчив к погрешностям решения вспомогательной задачи, что
подтверждают экспериментальные расчеты. При этом имеет место хо-
рошая скорость сходимости к решению, которая отмечается в экспери-
ментальных расчетах и полученных теоретических оценках.

В [15] для данного алгоритма при условии невырожденности задачи
(2.1) было доказано, что

∥∥∥xk+1 − x̄
∥∥∥

‖xk − x̄‖ = O(1 − γk +O(
∥∥∥xk − x̄

∥∥∥)).

Это означает возможность достижения сверхлинейной скорости сходи-
мости при γk → 1 для k → ∞.

Следует отметить еще одно направление повышения вычислитель-
ной эффективности алгоритмов метода внутренних точек за счет ис-
пользования интервального определения весовых коэффициентов (4.3).
Основной вычислительно проблемой в реализации алгоритма является
решение на каждой итерации вспомогательной задачи поиска направле-
ния улучшения решения. Проблема определения sk сводится к решению
задачи безусловной минимизации квадратичной функции Φk(u) для
определения вектора uk. Стандартный путь состоит в том, что снача-
ла задается вектор dk, затем решается задача поиска вектора uk. В
таком случае вспомогательная задача сводится в результате приравни-
вания градиента Φk(u) нулевому вектору к решению системы линейных
уравнений с симметричной неотрицательно определенной матрицей.

Можно воспользоваться иным путем – одновременно с поиском век-
тора uk уточнять значения компонент вектора dk из заранее задан-
ных диапазонов их возможных значений с тем, чтобы ускорить процесс
поиска uk, доставляющего минимум функции Φk. Такой способ реше-
ния вспомогательной задачи одновременно с подбором минимизируемой
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функции Φk может быть эффективен при использовании итеративных
методов решения вспомогательной задачи (4.10).

Замечание 1. Изложенный в разделе 4 вычислительный процесс тре-
бует особого исходного приближения. Для получения исходного при-
ближения x0 из riX можно воспользоваться одним из вариантов рас-
смотренных выше алгоритмов, приводящих к относительно внутренним
точкам оптимальных решений. Для этого можно взять любой вектор
y ∈ Rn с положительными всеми компонентами, yj > 0 для j = 1, . . . , n.
Вычислим вектор невязок

r = b−Ay,

а затем решаем задачу линейного программирования с n + 1-ой пере-
менной:

α→ min

при ограничениях
Ax+ αr = b, x ≥ 0, α ≥ 0.

Вектор x = y и значение α = 1 могут служить начальным приближе-
нием для процесса оптимизации в области допустимых решений этой
задачи алгоритмом внутренних точек. Если полученное решение x̃, α̃
данной задачи будет относительно внутренней точкой множества ее
оптимальных решений и α̃ = 0, то вектор x̃ будет находиться в riX
и может служить исходным приближением для процесса оптимизации
в области допустимых решений задачи (2.1). В процессе решения ука-
занной задачи ввода в область допустимых решений могут в результате
выявления ситуации Ũ 6= ∅ на основе условий (2.3), (2.4) определяться
случаи несовместности ограничений задачи (2.1).
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V. I. Zorkaltsev

Interior point method in linear optimization

Abstract. The new results in investigation of Interior point method algorithms
are given. It is said the idea about including along with simplex-method Interior point
method in the base courses of educational program for mathematicians and economists
of Irkutsk State University.
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