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Аннотация. Эта статья посвящена проблемам максимизации и минимизации ква-
зивыпуклой функции на произвольном множестве. В работе сформулированы усло-
вия глобальной оптимальности для этих задач и показано их применение.
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1. Введение

Рассмотрим две задачи максимизации и минимизации квазивыпуклой
функции на произвольном множестве D ⊂ Rn:

f(x) −→ max, x ∈ D, (1.1)

f(x) −→ min, x ∈ D. (1.2)

Задачи (1.1) и (1.2) имеют важные применения в экономике и тех-
нологии. Квазивыпуклая функция как обобщение выпуклой функции
часто фигурирует в экономической литературе. В работах [1, 4, 5, 6,
17, 20, 23, 25, 31] рассмотрены задачи оптимизации в микроэкономике.
Выпуклость играет важную роль в экономической теории. Например,
классическая теория предполагает вогнутой производственную функ-
цию и функцию полезности. Функция спроса, полученная как решение
задачи максимизации функции полезности на бюджетном ограничении,
является также выпуклой функцией. В зависимости от экономических
условий, рынков, а также предпочтений потребителей решается задача
максимизации или минимизации квазивыпуклой функции.
Так называемая задача мультипликативного программирования [2, 8,
19] может быть сведена к задаче квазивогнутой минимизации[2, 8]:

f(x) =
p∏

i=1

fi −→ min, x ∈ D, (1.3)
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где fi : Rn → R выпуклые функции, i = 1, 2, ..., p (p ≥ 2), D выпуклый
компакт на Rn, и fi(x) ≥ 0 для любых x ∈ D и j = 1, 2, ..., p.

Задача D.C. программирования (разность двух выпуклых функции)
[16]:

g(x) = g1(x) − g2(x) −→ min (1.4)

subject to hi(x) ≤ 0, i = 1, 2, ...,m,

также формулируется как задача квазивыпуклой минимизации, где g1,
g2 и hi (i = 1, 2, ...,m) выпуклые функции на Rn.

В общем случае обе задачи (1.1) и (1.2) являются многоэкстремаль-
ными. Задача максимизации выпуклой функции или вогнутого про-
граммирования является частным случаем задачи (1.1) когда f – вы-
пукла и D – многогранник. Для решения этой задачи существуют ме-
тоды основанные на отсечениях и методе ветвей и границ [3, 11, 12,
13, 14, 15, 16, 21, 22, 29, 30]. Условия глобальной оптимальности для
вогнутого программирования получены впервые А.Стрекаловскими в
1987[27, 28]. Первая попытка построить численный алгоритм, основан-
ный на этих условиях была предпринята в [7]. Другие условия глобаль-
ной оптимальности, использующие ε-субдифференциалы, получены в
[9]. С другой стороны, задача минимизации квазивыпуклой функции
на выпуклом множестве рассматривалась Канторовичем [18]. Как из-
вестно, классические условия оптимальности и алгоритмы не всегда
являются успешными для невыпуклой задачи оптимизации в смысле
нахождения глобального решения. Даже не существуют универсаль-
ных методов и алгоритмов для решения задачи глобальной оптимиза-
ции. В связи с этим глобальная оптимизация требует другой теории
и методов, основанных на условиях глобальной оптимальности. Су-
ществующие глобальные методы и алгоритмы разработаны для задач
специальных видов. Целью этой работы является получение условия
глобальной оптимальности для задач (1.1) и (1.2) и их применение.

2. КВАЗИВЫПУКЛАЯ МАКСИМИЗАЦИЯ

2.1. Свойства квазивыпуклой функции

Рассмотрим определение и известные свойства квазивыпуклой функ-
ции.

Определение 1. Функция f : Rn → R называется квазивыпуклой
если неравенство

f(αx+ (1 − α)y) ≤ max{f(x), f(y)}

выполняется для всех x, y ∈ Rn and α ∈ [0, 1].
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Очевидно, что любая выпуклая функция является квазивыпуклой,
но обратное утверждение не всегда выполняется. Если f квазивыпуклая
то −f называется квазивогнутой.

Лемма 1. Функция f : Rn → R квазивыпукла тогда и только тогда,
когда множество

Lc(f) = {x ∈ Rn | f(x) ≤ c}
выпукло для всех c ∈ R.

Доказательство. Необходимость. Пусть c ∈ R есть произвольное чис-
ло и x, y ∈ Lc(f). Тогда по определению квазивыпуклой функции мы
имеем

f(αx+ (1 − α)y) ≤ max{f(x), f(y)} ≤ c для всех α ∈ [0, 1],

Отсюда заключаем, что Lc(f) выпукло.
Достаточность. Пусть Lc(f) выпуклое множество для всех c ∈ R.
Для произвольных x, y ∈ Rn, определим co = max{f(x), f(y)}. Тогда
x ∈ Lco(f) и y ∈ Lco(f). Следовательно, αx + (1 − αy) ∈ Lco(f), для
всех α ∈ [0, 1].

Лемма 2. Пусть f : Rn → R дифференцируемая и квазивыпук-
лая функция. Тогда из неравенства f(x) ≤ f(y) для всех x, y ∈ Rn

вытекает
〈f ′(y), x− y〉 ≤ 0,

где 〈·, ·〉 обозначает скалярное произведение двух векторов.

Доказательство. Так как f квазивыпукло,мы имеем

f(αx+ (1 − α)y) ≤ max{f(x), f(y)} = f(y)

для всех α ∈ [0, 1] и x, y ∈ Rn таких что f(x) ≤ f(y). Разложим
функцию f(x) по формуле Тейлора в окрестности точки y :

f(y + α(x− y)) − f(y) = α

(
〈f ′(y), x− y〉 +

o(α‖x− y‖)
α

)
≤ 0, α > 0.

Учитывая, что o(α‖x−y‖)
α

α→o−→ 0, мы получаем 〈f ′(y), x− y〉 ≤ 0.

2.2. Условия глобальной максимизации

Рассмотрим задачу максимизации квазивыпуклой функции

f(x) −→ max, x ∈ D, (2.1)

где f : Rn → R дифференцируемая и квазивыпуклая функция и
D ⊂ Rn произвольное непустое множества Rn. Условие глобальной
оптимальности для задачи формулируется следующим образом:
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Теорема 1. Пусть z решение задачи (2.1), и

Ec(f) = {y ∈ Rn | f(y) = c}.

Тогда
〈f ′(y), x− y〉 ≤ 0 для всехy ∈ Ef(z)(f) и x ∈ D. (2.2)

Если дополнительно f ′(y) 6= 0 для всех y ∈ Ef(z)(f), тогда условие (2.2)
является достаточным для того, чтобы точка z ∈ D была решением
задачи (2.1).

Доказательство. Необходимость. Предположим, что z является реше-
нием задачи (2.1) и y ∈ Ef(z)(f) и x ∈ D. Тогда очевидно f(x) ≤ f(y).
Применяя результат леммы 2, получаем 〈f ′(y), x− y〉 ≤ 0.
Достаточность. Предположим противное. Пусть z не является реше-
нием задачи (2.1), то есть существует точка u ∈ D такая, что f(u) >
f(z). В силу леммы 1, замкнутое множество Lf(z)(f) = {x ∈ Rn | f(x) ≤
f(z)} выпукло. Пусть y проекция точки u на Lf(z)(f) такая, что

‖y − u‖ = min
x∈Lf(z)(f)

‖x− u‖.

Ясно, что
‖y − u‖ > 0 (2.3)

так как u /∈ Lf(z)(f). Более того, точка y может рассматриваться как
решение следующей задачи выпуклого программирования:

g(x) =
1

2
‖x− u‖2 −→ min, x ∈ Lf(z)(f).

Запишем условия оптимальности в точке y:





λo ≥ 0, λ ≥ 0, λo + λ > 0
λog

′(y) + λf ′(y) = 0
λ(f(y) − f(z)) = 0

(2.4)

Если λo = 0, тогда из (2.4) вытекает, что λ > 0, f(y) = f(z) и f ′(y) = 0
которое противоречит условию теоремы. Если λ = 0, мы имеем λo > 0
и g′(y) = y − u = 0. Последнее тоже противоречит условию (2.3). Тогда
не нарушая общности, мы можем положить λo = 1 и λ > 0 в (2.4).

y − u+ λf ′(y) = 0, λ > 0,

f(y) = f(z).

Отсюда заключаем 〈f ′(y), u− y〉 > 0, что противоречит (2.2)
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Замечание 1. Если f(x) выпуклая, тогда условия глобальной опти-
мальности получены в [27] как:

Теорема 2. [27]. Пусть D произвольное множество и точка z ∈ D
удовлетворяет условию

−∞ < inf
Rn

f < f(z) < +∞

и Lf(z)(f) = {x ∈ Rn | f(x) ≤ f(z)} ⊂ intdom f компакт. Тогда z
является глобальным решением задачи (1.1) тогда и только тогда,
когда

〈c, x− z〉 ≤ 0 для всех x ∈ conv D и c ∈ ∂f(z),

〈v, x− z〉 ≤ 1 для всех x ∈ conv D и v ∈ S(f, z), (2.5)

где

S(f, z) =

{
v ∈ Rn

∃y ∈ Rn : y 6= z, y ∈ Ef(z)(f),
∃α > 0 : αv ∈ ∂f(y), 〈v, y − z〉 = 1.

}
,

∂f(z) = {c ∈ Rn | f(x) − f(z) ≥ 〈c, x− z〉, x ∈ Rn},
intdom f = {x ∈ Rn | f(x) < +∞},

Здесь conv D замкнутая выпуклая оболочка множества D.

Если f дифференцируемая, то нетрудно убедиться что условие (2.2)
для задачи (2.1) эквивалентно условию (2.5).

Замечание 2. Условие (2.5)дополнено следующей теоремой.

Теорема 3. [10]. Предположим, что f выпукла и D – выпукло и за-
мкнуто. Пусть точка z ∈ D удовлетворяет условию −∞ ≤ inf

D
f <

f(z). Тогда z является глобальным решением задачи (1.1) тогда и
только тогда, когда

∂f(x) ⊂ N(x|D) выполняется для всех x ∈ D и x ∈ Ef(z)(f),

где N(x|D) нормальный конус к множеству D в точке x :

N(x|D) = {c ∈ Rn | 〈c, y − x〉 ≤ 0, y ∈ D}.

Замечание 3. Если D выпукло, тогда, полагая y = z, мы из (2.2)
получаем хорошо известные условия локальной оптимальности [24] :

〈f ′(z), x− z〉 ≤ 0, ∀x ∈ D.

Замечание 4. Для того чтобы утверждать, что точка z′ в D не явля-
ется решением задачи, достаточно найти пару x, y ∈ Rn такую, что

〈f ′(y), x− y〉 > 0, f(y) = f(z′), x ∈ D.
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Пример 1.

f(x) =
x2

1 + x2
2

x1 + x2 − 1
,

D = {x ∈ R2 | 0.6 ≤ x1 ≤ 7; 0.6 ≤ x2 ≤ 2}.

Мы легко вычисляем градиент функции:

f ′(x) =

(
x2

1 + 2x1x2 − 2x1 − x2
2

(x1 + x2 − 1)2
,
x2

2 + 2x1x2 − 2x2 − x2
1

(x1 + x2 − 1)2

)
.

Очевидно, что точка xo = (0.6, 0.6) ∈ D есть локальное решение. Рас-
смотрим точки u = (5, 2) ∈ D и y = (3, 3), удовлетворяющие условию
f(y) = f(xo) = 3.6. Тогда имеем 〈f ′(y), u− y〉 = 12

25 > 0. Отсюда заклю-
чаем, что точка xo не является глобальным решением. На самом деле,
глобальное решение есть точка x∗ = (7, 0.6).

Пример 2. Рассмотрим задачу D.C программирования

g(x) = g1(x) − g2(x) −→ max

где x удовлетворяет условию hi(x) ≤ 0, i = 1, 2, ...,m,

где g1, g2 и hi, i = 1, 2, ...,m выпуклые дифференцируемые функции
в Rn. Эту задачу нетрудно свести к следующей задаче квазивыпуклой
максимизации:

−g(x) = g2(x) − g1(x) −→ min

hi(x) ≤ 0, i = 1, 2, ...,m,

Тогда условия глобальной оптимальности записываются как

g1(x) − xn+1 −→ max

g2(x) ≤ xn+1, hi(x) ≤ 0, i = 1, 2, ...,m,

где (x, xn+1) ∈ Rn ×R. Используя (2.2), мы получаем





n∑
i=1

∂g1(y)
∂xi

(xi − yi) + yn+1 − xn+1 ≤ 0

g1(y) − yn+1 = g1(z)

g2(x) ≤ xn+1

hi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m.
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Пример 3. Рассмотрим задачу дробного программирования

f(x) =
f1(x)

f2(x)
−→ max, x ∈ D,

где f1 выпуклая дифференцируемая, и f2 вогнутая дифференцируемая
функции на Rn.

f1(x) > 0, f2(x) > 0 для всех x ∈ D ⊂ B.

Используя лемму 1, легко можно показать что f(x) квазивыпуклая
функция. Следовательно, условие глобальной оптимальности (2.2)
можно записать в следующей форме:

n∑

i=1

(
∂f1(y)

∂xi
f2(y) −

∂f2(y)

∂xi
f1(y)

)
(xi − yi)

f2
2 (y)

≤ 0, ∀y ∈ Ef(z)(f), ∀x ∈ D.

3. КВАЗИВЫПУКЛАЯ МИНИМИЗАЦИЯ

3.1. Условия глобальной минимизации

Рассмотрим задачу минимизации квазивыпуклой функции:

f(x) −→ min, x ∈ D, (3.1)

где f : Rn → R непрерывная дифференцируемая квазивыпуклая функ-
ция и D ⊂ Rn произвольное непустое множество. Условия глобальной
оптимальности для задачи (3.1) даются следующей теоремой.

Теорема 4. Если z является решением задачи (3.1). То

〈f ′(x), x− y〉 ≥ 0 для всех y ∈ Ef(z)(f) и x ∈ D, (3.2)

где Ec(f) = {y ∈ Rn | f(y) = c}. Если, дополнительно

lim
‖x‖→∞

f(x) = +∞ и f ′(x+ αf ′(x)) 6= 0 (3.3)

для всех x ∈ D и α ≥ 0, тогда условие (3.2) является достаточным.

Доказательство. Необходимость. Пусть z решение задачи (3.1). Возь-
мём x ∈ D и y ∈ Ef(z)(f). Тогда мы имеем 0 ≥ f(z)−f(x) = f(y)−f(x).
В силу леммы 2, получаем 〈f ′(x), x− y〉 ≥ 0.
Достаточность. Предположим противное. Пусть точка z не являет-
ся решением задачи (3.1). Тогда существует точка u ∈ D такая, что
f(u) > f(z). Построим луч yα для α > 0 как

yα = u+ αf ′(u).
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Покажем, что f(yα) > f(u) для всех α. По формуле Тейлора мы
имеем

f(u+ αf ′(u)) − f(u) = α

(
‖f ′(u)‖2 +

o(α‖f ′(u)‖)
α

)

для всех α > 0, lim
α→ 0+

o(α‖f ′(u)‖)
α =0. Отсюда существует αo > 0, такое

что f(yα)− f(u) > 0 выполнены для всех α ∈ (0, αo). Так как f ′(u) 6= 0,
f ′(u+ αof

′(u)) 6= 0 в силу леммы 2, мы имеем

〈f ′(u+ αof
′(u)), f ′(u)〉 ≥ 0.

Заметим, что для всех γ > 1, а также f(u+ γαof
′(u)) > f(u+ αof

′(u))
выполняется. В противном случае, мы имеем f(u + γαof

′(u)) ≤ f(u +
αof

′(u)), следовательно, по лемме 2, 〈f ′(u+αof
′(u)), αo(γ−1)f ′(u)〉 ≤ 0,

или γ ≤ 1, что противоречит γ > 1. Более того, можно показать, что
функция f(u + γαof

′(u)) является возрастающей относительно аргу-
мента γ > 0. Действительно, если f(u + γ′αof ′(u)) < f(u + γαof

′(u))
выполняется для γ′ > γ, тогда αo(γ

′ − γ)〈f ′(u + γαof
′(u)), f ′(u)〉 ≤ 0,

которое противоречит условию γ′ > γ. Следовательно, f(yα) > f(u) вы-
полняется для всех α > 0.

Очевидно, что функция ϕ : R+ → R, определенная как

ϕ(α) = f(yα)

непрерывна на [0,∞). В силу условия (3.3), lim
α→∞ϕ(α) = +∞., Следо-

вательно, существует α̂ такое, что ϕ(α̂) > f(z). Используя непрерыв-
ность функции ϕ(α) и неравенства ϕ(α̂) > f(z) > f(u), заключаем, что
существует ᾱ такое, что

f(y + ᾱf ′(u)) = f(z),

которое означает yᾱ ∈ Ef(z)(f). С другой стороны, мы имеем f ′(u) =
1
ᾱ(yᾱ − u). Таким образом получаем

〈f ′(u), u− yᾱ〉 =
1

ᾱ
〈yᾱ − u, u− yᾱ〉 = − 1

ᾱ
‖yᾱ − y‖2 < 0,

что противоречит (3.2). Отсюда следует, что z есть глобальное решение
(3.1).

Замечание 5. Если D выпукло, условия глобальной оптимальности
впервые сформулированы Л.В. Канторовичем в следующем утвержде-
нии.

Теорема 5. [18]. Точка z ∈ D есть решение задачи (1.2) тогда и
только тогда, когда существует c ∈ Rn такой, что

〈c, x〉 ≤ 〈c, z〉 для всех x ∈ D,

〈c, x〉 ≥ 〈c, z〉 для всех x ∈ Rn такой что f(x) ≤ f(z).
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Замечание 6. Для того, чтобы утверждать, что z ∈ D не является
решением задачи (3.1), достаточно найти пару u, y ∈ Rn такую, что
〈f ′(u), u− y〉 < 0, f(y) = f(z) и u ∈ D.

Пример 4. Рассмотрим задачу:

f(x) = x2
1 + x2

2 −→ min,

где
D = {x ∈ R2 : 5x2

1 + 2x2 + 3x1 ≤ 16, x2
1 + x2 ≥ 5}.

Классическое условие оптимальности дают три стационарные точки
zo = (1, 4), z1 = (0, 5) и z2 = (−2, 1). Чтобы проверить точку zo на
глобальную оптимальность, рассмотрим точки u = (−1, 4) ∈ D и y =
(0,

√
17) удовлетворяющие f(y) = f(zo) = 17. Вычисляя 〈f ′(u), u − y〉

мы имеем 〈f ′(u), u−y〉 = 2(16−4
√

17) < 0. Следовательно, zo не являет-
ся глобальным решением. Нетрудно убедиться, что z2 есть глобальное
решение с f(z2) = 5.

Пример 5. Рассмотрим задачу D.C. программирования (1.4). Пусть
g1 и g2 выпуклые функции. Тогда эта задача легко сводится к задаче
минимизации выпуклой функции на невыпуклом множестве и условия
оптимальности будут:





n∑
i=1

∂g1(y)
∂xi

(xi − yi) + yn+1 − xn+1 ≥ 0

g1(y) − yn+1 = g1(z)

g2(x) ≥ xn+1

hi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Пример 6. Рассмотрим задачу дробного программирования

f(x) =
f1(x)

f2(x)
−→ min, x ∈ D, (3.4)

где f1 выпуклая дифференцируемая, и f2 вогнутая дифференцируемая
функции на Rn. Предположим, что

f1(x) > 0, f2(x) > 0 для всех x ∈ D.

Как известно, f(x) квазивыпуклая функция. Тогда условия глобальной
оптимальности записываются в виде :

n∑

i=1

(
∂f1(x)

∂xi
f2(x) −

∂f2(x)

∂xi
f1(x)

)
(xi − yi)

f2
2 (x)

≥ 0, ∀y ∈ Ef(z)(f), ∀x ∈ D.

Рассмотрим специальный случай задачи (3.1):

f(x) −→ min, x ∈ D, (3.5)
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где f : Rn → R непрерывна дифференцируемая и выпуклая функция,
и D произвольный компакт на Rn. В этом случае, условие (3.3) теоремы
4 можно ослабить с помощью следующего утверждения.

Теорема 6. Предположим, что z есть глобальное решение задачи
(3.5). Тогда

〈f ′(x), x− y〉 ≥ 0 выполняется для всех y ∈ Ef(z)(f) и x ∈ D. (3.6)

Если, дополнительно
min
x∈D

‖f ′(x)‖ > 0 (3.7)

выполняется, тогда условие (3.6) является достаточным.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что z есть решение
задачи (3.5). Рассмотрим точки x ∈ D и y ∈ Ef(z)(f). Тогда в силу
выпуклости f , мы имеем

0 ≥ f(z) − f(x) = f(y) − f(x) ≥ 〈f ′(x), y − x〉.

Достаточность. Предположим противное. Пусть условие (3.6) выпол-
няется и существует точка u ∈ D такая, что

f(u) < f(z).

Ясно, f ′(u) 6= 0 в силу (3.11). Для α > 0 определим uα как:

uα = u+ αf ′(u).

Так как f выпукла, то мы имеем

f(uα) − f(u) ≥ 〈f ′(u), uα − u〉 = α‖f ′(u)‖2,

что влечёт
f(uα) ≥ f(u) + α‖f ′(u)‖2 > f(u).

Находим α = ᾱ такое, что

f(u) + ᾱ‖f ′(u)‖2 = f(z),

Следовательно,

ᾱ =
f(z) − f(u)

‖f ′(u)‖2
> 0.

Таким образом мы получаем

f(uᾱ) ≥ f(u) + ᾱ‖f ′(u)‖2 = f(z) > f(u).

Определим функцию h : R+ → R как

h(α) = f(u+ αf ′(u)) − f(z),
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где R+ = {α ∈ R | α ≥ 0}. Очевидно, что h непрерывна на [0,+∞).
Заметим, что h(ᾱ) ≥ 0 и h(0) < 0. Рассмотрим два случая относительно
значения h(ᾱ).
Случай a: h(ᾱ) = 0 (или f(u+ ᾱf ′(u)) = f(z)), тогда

〈f ′(u), u− uᾱ〉 = −〈f ′(u), ᾱf ′(u)〉 = −ᾱ‖f ′(u)‖2 < 0,

которая противоречит (3.10).
Случай b: h(ᾱ) > 0 и h(0) < 0. Поскольку h непрерывна, то существует
αo ∈ (0, ᾱ) такое, что h(αo) = 0 (or f(u + αof

′(u)) = f(z)). Тогда мы
имеем

〈f ′(u), u− uαo〉 = −αo‖f ′(u)‖2 < 0,

и мы снова приходим к противоречию с (3.6).
Таким образом теорема доказана.
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