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Аннотация. Предлагается новый подход в классе нелинейных задач оптималь-
ного управления, содержащих одновременно управляющие функции и параметры,
основывающийся на решении специальных задач о неподвижной точке конструиру-
емых операторов в пространстве управлений. Формируемые задачи о неподвижной
точке дают возможность строить улучшающие управления и получать новые усло-
вия оптимальности управления в рассматриваемом классе оптимизационных задач.
Задача улучшения управления в виде задачи о неподвижной точке формируется на
основе специальной формулы приращения функционала управления без остаточных
членов разложений. Указанная формула строится с помощью дифференциально-
алгебраической модификации стандартной сопряженной системы. Метод последо-
вательного решения задач улучшения в форме задач о неподвижной точке харак-
теризуется нелокальностью улучшения управления, отсутствием процедуры поиска
улучшающего управления в достаточно малой окрестности улучшаемого управления
и возможностью улучшения неоптимальных управлений, удовлетворяющих прин-
ципу максимума. Для поиска управлений, удовлетворяющих принципу максимума,
вместо краевой задачи в пространстве состояний предлагается рассматривать задачу
о неподвижной точке в пространстве управлений. Приводятся примеры, иллюстри-
рующие основные свойства метода.
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1. Введение

Многие задачи теории управления в актуальных приложениях могут
быть представлены как задачи оптимального управления, в которых
кроме управляющих функций требуется дополнительно определить и
управляющие параметры. Например, к таким задачам сводятся заменой
переменной времени задачи с нефиксированным временем управления.
Распространенным подходом к решению рассматриваемых задач явля-
ется поиск управлений, удовлетворяющих необходимым [5; 6; 9] или
достаточным [1; 7; 8] условиям оптимальности. При этом классический
подход заключается в построении краевой задачи принципа максимума,
трудности решения которой общеизвестны [6; 9]. Другой подход состоит
в последовательном решении задач локального улучшения, в результа-
те которого строится релаксационная последовательность управлений,
сходящаяся при определенных условиях к экстремальному управле-
нию. К этому типу относятся, например, известные градиентные ме-
тоды [5; 6]. В работах [1; 7; 8; 11] предложены перспективные нело-
кальные методы улучшения управления, основанные на нестандартных
аппроксимациях функционалов задач. Более высокое качество аппрок-
симаций функционала по сравнению со стандартными обусловливает
повышенную эффективность нелокальных методов.

В работе [11] в классах линейных и квадратичных по состоянию за-
дач оптимального управления построены формулы приращения функ-
ционалов задач, не содержащие остаточных членов разложений. Тру-
доемкость одного улучшения управления определяется решением спе-
циальной задачи Коши для фазовых или сопряженных переменных.
Построенные нелокальные методы характеризуются тем, что улучше-
ние управления гарантируется не только в достаточно малой окрест-
ности улучшаемого управления, в отличие от локальных методов ти-
па градиентных. Методы не содержат процедуру поиска улучшающего
управления в достаточно малой окрестности улучшаемого управления и
имеют возможность улучшать неоптимальные управления, удовлетво-
ряющие принципу максимума. На основе методов получены новые необ-
ходимые условия оптимальности, усиливающие принцип максимума в
рассматриваемых классах задач.

В работах [2]–[4] нелокальный подход [11], основанный на констру-
ировании формул приращения функционалов без остаточных членов
разложений, разработан и обобщен на классы полиномиальных по со-
стоянию и общих нелинейных задач оптимального управления. При
этом построение формул приращения функционалов задач без оста-
точных членов разложений достигается с помощью дифференциально-
алгебраических модификаций стандартной сопряженной системы. Тру-
доемкость одного улучшения управления определяется уже решени-
ем специальной краевой задачи в пространстве состояний или опера-
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торного уравнения в пространстве управлений, интерпретируемого как
задача о неподвижной точке специального оператора управления.

В данной работе указанный нелокальный подход развивается в клас-
се задач оптимизации нелинейных систем по управляющим функциям и
параметрам. Метод иллюстрируется в рамках следующего класса задач
оптимального управления:

Φ(σ) = ϕ(x(t1), ω) +

∫

T
F (x(t), u(t), ω, t)dt → inf

σ∈Ω
, (1.1)

ẋ(t) = f(x(t), u(t), ω, t), x(t0) = a, (1.2)

u(t) ∈ U, ω ∈W, a ∈ A, t ∈ T = [t0, t1],

в котором x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) — вектор состояния,
u(t) = (u1(t), . . . , um(t)) — вектор управляющих функций,
ω = (ω1, . . . , ωl) и a = (a1, . . . , an) — векторы управляющих параметров.
Множества U ⊆ Rm, W ⊆ Rl, A ⊆ Rn компактны и выпуклы. Ин-
тервал T фиксирован. В качестве допустимых управляющих функций
рассматривается множество V кусочно-непрерывных на T функций со
значениями в множестве U . σ = (u, ω, a) — допустимое управление со
значениями в множестве Ω = V ×W ×A. Функция ϕ(x, ω) непрерывно-
дифференцируема на Rn × W , функции F (x, u, ω, t), f(x, u, ω, t) и их
частные производные по x, u, ω непрерывны по совокупности аргу-
ментов на множестве Rn × U ×W × T . Функция f(x, u, ω, t) удовлетво-
ряет условию Липшица по x в Rn × U ×W × T с константой L > 0:
‖f(x, u, ω, t) − f(y, u, ω, t)‖ ≤ L‖x− y‖.

Условия гарантируют существование и единственность решения
x(t, σ), t ∈ T системы (1.2) для любого допустимого управления σ ∈ Ω.

Рассмотрим функцию Понтрягина и стандартную сопряженную си-
стему:

H(ψ, x, u, ω, t) = 〈ψ, f(x, u, ω, t)〉 − F (x, u, ω, t), ψ ∈ Rn,

ψ̇(t) = −Hx(ψ(t), x(t), u(t), ω, t), t ∈ T, ψ(t1) = −ϕx(x(t1), ω). (1.3)

Для допустимого управления σ ∈ Ω обозначим ψ(t, σ), t ∈ T , — решение
стандартной сопряженной системы (1.3) при x(t) = x(t, σ) и аргументах
u, ω, соответствующих компонентам управления σ.

Задача улучшения управления рассматривается в следующей общей
постановке: для заданного управления σI ∈ Ω требуется найти управ-
ление σII ∈ Ω с условием Φ(σII)− Φ(σI) ≤ 0.
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2. Формула приращения функционала

Далее для удобства частное приращение произвольной
вектор-функции g(y1, . . . , yl) по переменным ys1 , ys2 , будем обозначать

∆ys1+∆ys1 ,ys2+∆ys2
g(y1, . . . , yl) =

= g(y1, . . . , ys1 +∆ys1, . . . , ys2 +∆ys2 , . . . , yl)− g(y1, . . . , yl).

Приращение функционала (1.1) на допустимых управлениях σ, σI ,
в соответствии с введенным обозначением выписывается в виде:

∆σΦ(σ
I) = ∆x(t1,σ),ωϕ(x(t1, σ

I), ωI)+ (2.1)

+

∫

T
∆x(t,σ),u(t),ωF (x(t, σ

I), uI(t), ωI , t)dt.

Дополнительно обозначим ∆x(t) = x(t, σ) − x(t, σI), ∆u(t) = u(t) −
uI(t), ∆ω = ω − ωI , ∆a = a− aI .

Приращение терминальной части функционала в выражении (2.1)
можно записать в виде:

∆x(t1,σ),ωϕ(x(t1, σ
I), ωI) = ∆ωϕ(x(t1, σ), ω

I) + ∆x(t1,σ)ϕ(x(t1, σ
I), ωI).

Введем непрерывную кусочно-дифференцируемую вектор-функцию
p(t) = (p1(t), . . . , pn(t)), t ∈ T с условиями:

p(t1) = −ϕx(x(t1, σI), ωI)− q, (2.2)

где величина q удовлетворяет алгебраическому уравнению

〈
ϕx(x(t1, σ

I), ωI) + q,∆x(t1)
〉
= ∆x(t1,σ)ϕ(x(t1, σ

I), ωI). (2.3)

При этом по определению полагаем q = 0 в случае линейности функ-
ции ϕ по x, а также в случае x(t1, σ) = x(t1, σ

I).
Тогда приращение терминальной части функционала в выражении

(2.1) можно записать в виде:

∆x(t1,σ),ωϕ(x(t1, σ
I), ωI) = ∆ωϕ(x(t1, σ), ω

I)− 〈p(t1),∆x(t1)〉 =

= ∆ωϕ(x(t1, σ), ω
I )− 〈p(t0),∆a〉 −

∫

T

d

dt
〈p(t),∆x(t)〉dt =

= ∆ωϕ(x(t1, σ), ω
I)− 〈p(t0),∆a〉−

−
∫

T

{
〈ṗ(t),∆x(t)〉 + 〈p(t),∆x(t,σ),u(t),ωf(x(t, σ

I), uI(t), ωI , t)〉
}
dt.
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На основе полученного соотношения с помощью функции Понтряги-
на приращение функционала (2.1) можно представить в виде:

∆σΦ(σ
I) = ∆ωϕ(x(t1, σ), ω

I)− 〈p(t0),∆a〉−

−
∫

T

{
〈ṗ(t),∆x(t)〉 −∆x(t,σ),u(t),ωH(p(t), x(t, σI ), uI(t), ωI , t)

}
dt =

= ∆ωϕ(x(t1, σ), ω
I)− 〈p(t0),∆a〉− (2.4)

−
∫

T

{
〈ṗ(t),∆x(t)〉 +∆ωH(p(t), x(t, σ), u(t), ωI , t)+

+∆u(t)H(p(t), x(t, σ), uI (t), ωI , t) + ∆x(t,σ)H(p(t), x(t, σI ), uI(t), ωI , t)
}
dt.

Введем дифференциально-алгебраическую систему для функции
p(t) с условиями (2.2), (2.3) в форме:

ṗ(t) = −Hx(p(t), x(t, σ
I ), uI(t), ωI , t)− r(t), (2.5)

где кусочно-непрерывная величина r(t) = (r1(t), . . . , rn(t)), t ∈ T , опре-
деляется в каждый момент времени t ∈ T из алгебраического уравнения

〈
Hx(p(t), x(t, σ

I), uI , ωI , t) + r(t),∆x(t)
〉
= (2.6)

= ∆x(t,σ)H(p(t), x(t, σI ), uI(t), ωI , t).

При этом по определению полагаем r(t) = 0 в случае линейности функ-
ций F , f по x, а также в случае равенства x(t, σ) = x(t, σI).

Тогда в силу дифференциально-алгебраической системы (2.5), (2.6)
для p(t) с начальными условиями (2.2), (2.3) формула приращения (2.4)
принимает вид:

∆σΦ(σ
I) = −∆ω{−ϕ(x(t1, σ), ωI) +

∫

T
H(p(t), x(t, σ), u(t), ωI , t)dt}−

−〈p(t0),∆a〉 −
∫

T
∆u(t)H(p(t), x(t, σ), uI (t), ωI , t)dt. (2.7)

Для удобства записи явной зависимости p(t) от управления введем
новую конструкцию: модифицированную дифференциально-
алгебраическую сопряженную систему в форме

ṗ(t) = −Hx(p(t), x(t), u(t), ω, t) − r(t), (2.8)

〈Hx(p(t), x(t), u(t), ω, t) + r(t), y(t)− x(t)〉 =
= ∆y(t)H(p(t), x(t), u(t), ω, t) (2.9)

с краевыми условиями

p(t1) = −ϕx(x(t1), ω) − q, (2.10)
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〈ϕx(x(t1), ω) + q, y(t1)− x(t1)〉 = ∆y(t1)ϕ(x(t1), ω), (2.11)

в которой по определению полагаем q = 0, r(t) = 0 в случае линейности
функций ϕ, F , f по x (линейная по состоянию задача (1.1), (1.2)), а
также в случае y(t) = x(t) при соответствующих t ∈ T .

В линейной по состоянию задаче (1.1), (1.2) модифицированная со-
пряженная система (2.8)-(2.11) по определению совпадает со стандарт-
ной сопряженной системой (1.3).

Для допустимых управлений σ ∈ Ω, σI ∈ Ω обозначим p(t, σI , σ),
t ∈ T — решение модифицированной сопряженной системы (2.8)-(2.11)
при x(t) = x(t, σI), y(t) = x(t, σ), u(t) = uI(t), ω = ωI . Из определения
следует очевидное равенство p(t, σ, σ) = ψ(t, σ), t ∈ T .

Формула приращения (2.7) в новых обозначениях, в которых ука-
зывается явная зависимость фазовых и сопряженных переменных от
управления, принимает вид

∆σΦ(σ
I) = −∆ω{−ϕ(x(t1, σ), ωI)+

+

∫

T
H(p(t, σI , σ), x(t, σ), u(t), ωI , t)dt} − 〈p(t0, σI , σ),∆a〉−

−
∫

T
∆u(t)H(p(t, σI , σ), x(t, σ), uI (t), ωI , t)dt. (2.12)

Отметим, что, применяя аналогичную технику преобразования при-
ращений с использованием стандартной сопряженной системы (1.3),
можно получить формулу приращения функционала в стандартной
форме, содержащей остаточные члены разложений

∆σΦ(σ
I) = −∆ω{−ϕ(x(t1, σI), ωI)+

+

∫

T
H(ψ(t, σI ), x(t, σI), uI(t), ωI , t)dt} − 〈ψ(t0, σI),∆a〉−

−
∫

T
∆u(t)H(ψ(t, σI ), x(t, σI), uI(t), ωI , t)dt+

+o
(∫

T
‖∆u(t)‖dt

)
+ o(‖∆ω‖). (2.13)

3. Задача о неподвижной точке на основе операций на
максимум

При заданном σI ∈ Ω определим оператор Ĝ : σ → σ̂ = (û, ω̂, â) на
множестве допустимых управлений Ω следующими выражениями:

u→ û, û(t) = argmax
ũ∈U

H(p(t, σI , σ), x(t, σ), ũ, ωI , t), t ∈ T,
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ω → ω̂, ω̂ = argmax
ω̃∈W

{−ϕ(x(t1, σ), ω̃)+

+

∫

T
H(p(t, σI , σ), x(t, σ), u(t), ω̃, t)dt},

a→ â, â = argmax
ã∈A

〈p(t0, σI , σ), ã〉.

Задача о неподвижной точке σ = Ĝ(σ) для рассматриваемого опера-

тора Ĝ определяется следующей системой уравнений:

u(t) = argmax
ũ∈U

H(p(t, σI , σ), x(t, σ), ũ, ωI , t), t ∈ T, (3.1)

ω = argmax
ω̃∈W

{−ϕ(x(t1, σ), ω̃)+
∫

T
H(p(t, σI , σ), x(t, σ), u(t), ω̃, t)dt}, (3.2)

a = argmax
ã∈A

〈p(t0, σI , σ), ã〉. (3.3)

Предположим, что задача (3.1)-(3.3) имеет решение
σII = (uII , ωII , aII) (возможно, не единственное) и управление uII яв-
ляется кусочно-непрерывным. Тогда, в силу определения отображения
Ĝ, получаем

∆uII(t)H(p(t, σI , σII), x(t, σII), uI(t), ωI , t) ≥ 0, t ∈ T,

∆ωII{−ϕ(x(t1, σII), ωI) +
∫

T
H(p(t, σI , σII), x(t, σII ), uII(t), ωI , t)dt} ≥ 0,

〈p(t0, σI , σII), aII − aI〉 ≥ 0.

Отсюда и из формулы (2.12) следует ∆σIIΦ(σ
I) ≤ 0.

Введем отображение

u∗(p, x, t) = argmax
ũ∈U

H(p, x, ũ, ωI , t), p ∈ Rn, x ∈ Rn, t ∈ T.

Обозначим xI(t) = x(t, σI), t ∈ T .
Краевая задача улучшения в пространстве фазовых и сопряжен-

ных переменных, эквивалентная задаче о неподвижной точке (3.1)-(3.3),
имеет вид

ẋ(t) = f(x(t), u∗(p(t), x(t), t), ω∗, t), x(t0) = a∗, (3.4)

ṗ(t) = −Hx(p(t), x
I(t), uI(t), ωI , t)− r(t), (3.5)

〈Hx(p(t), x
I(t), uI(t), ωI , t) + r(t), x(t)− xI(t)〉 =

= ∆x(t)H(p(t), xI(t), uI(t), ωI , t), (3.6)
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p(t1) = −ϕx(xI(t1), ωI)− q, (3.7)

〈ϕx(xI(t1), ωI) + q, x(t1)− xI(t1)〉 = ∆x(t1)ϕ(x
I(t1), ω

I), (3.8)

в которой

ω∗ = argmax
ω̃∈W

{−ϕ(x(t1), ω̃)+

+

∫

T
H(p(t), x(t), u∗(p(t), x(t), t), ω̃, t)dt}, (3.9)

a∗ = argmax
ã∈A

〈p(t0), ã〉. (3.10)

Предположим, что решение (x(t), p(t)), t ∈ T , интегро-дифферен-
циально-алгебраической краевой задачи (3.4)-(3.10) существует (воз-
можно, не единственное), а управляющая функция, формируемая по
правилу

uII(t) = u∗(p(t), x(t), t), t ∈ T,
является кусочно-непрерывной. Сформируем

ωII = argmax
ω̃∈W

{−ϕ(x(t1), ω̃) +
∫

T
H(p(t), x(t), uII (t), ω̃, t)dt},

aII = argmax
ã∈A

〈p(t0), ã〉,

тогда x(t) = x(t, σII), p(t) = p(t, σI , σII) и, в силу определения σII ,
получаем

∆uII(t)H(p(t, σI , σII), x(t, σII ), uI(t), ωI , t) ≥ 0,

∆ωII{−ϕ(x(t1, σII), ωI) +
∫
T H(p(t, σI , σII), x(t, σII), uII(t), ωI , t)dt} ≥ 0,

〈p(t0, σI , σII), aII − aI〉 ≥ 0.

Отсюда и из формулы (2.12) следует, что ∆σIIΦ(σ
I) ≤ 0.

Эквивалентность краевой задачи (3.4)–(3.10) и задачи о неподвиж-
ной точке (3.1)–(3.3) понимается в следующем смысле. Пусть пара (x(t),
p(t)), t ∈ T является решением краевой задачи (3.4)-(3.10). Тогда управ-
ление σII формируемое по указанному выше правилу, является решени-
ем задачи о неподвижной точке (3.1)-(3.3). Наоборот, пусть допустимое
управление σII является решением задачи (3.1)-(3.3).
Тогда пара (x(t, σII), p(t, σI , σII)), t ∈ T является решением задачи
(3.4)-(3.10).

Таким образом, для улучшения управления σI ∈ Ω достаточно ре-
шить задачу о неподвижной точке (3.1)-(3.3) или эквивалентную ей
краевую задачу (3.4)-(3.10).
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4. Условия оптимальности управления

Установим связь необходимых условий оптимальности управления с
задачей о неподвижной точке.

Необходимые условия оптимальности управления σI ∈ Ω в задаче
(1.1),(1.2) в форме принципа максимума можно получить на основе
формулы приращения (2.13) в следующем виде:

uI(t) = argmax
ũ∈U

H(ψ(t, σI ), x(t, σI), ũ, ωI , t), t ∈ T, (4.1)

ωI = argmax
ω̃∈W

〈
−ϕω(x(t1, σI), ωI)+

+

∫

T
Hω(ψ(t, σ

I), x(t, σI ), uI(t), ωI , t)dt, ω̃
〉
, (4.2)

aI = argmax
ã∈A

〈ψ(t0, σI), ã〉. (4.3)

Обозначим Ω(σI) ⊆ Ω — множество допустимых неподвижных точек
задачи (3.1)-(3.3). Пусть σI ∈ Ω(σI), т. е. выполняются равенства:

uI(t) = argmax
ũ∈U

H(ψ(t, σI ), x(t, σI), ũ, ωI , t), t ∈ T, (4.4)

ωI = argmax
ω̃∈W

{−ϕ(x(t1, σI), ω̃)+

+

∫

T
H(ψ(t, σI ), x(t, σI), uI(t), ω̃, t)dt}, (4.5)

aI = argmax
ã∈A

〈ψ(t0, σI), ã〉. (4.6)

В линейной по ω задаче (1.1), (1.2) условия (4.4)-(4.6) совпадают
с необходимыми условиями оптимальности (4.1)-(4.3) для управления
σI ∈ Ω. Следовательно, справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. В линейной по переменной ω задаче (1.1), (1.2) управле-
ние σI ∈ Ω удовлетворяет условиям принципа максимума (4.1)-(4.3)
тогда и только тогда, когда σI ∈ Ω(σI).

Следствие 1. (принцип максимума в терминах задачи о неподвиж-
ной точке) Пусть управление σI ∈ Ω является оптимальным в ли-
нейной по ω задаче (1.1), (1.2). Тогда σI ∈ Ω(σI).

Другие следствия (в линейной по ω задаче (1.1), (1.2)).
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1) Задача о неподвижной точке (3.1)-(3.3), и, следовательно, краевая
задача (3.4)-(3.10), всегда разрешимы для управления, удовлетво-
ряющего принципу максимума.

2) В случае неединственности решения задачи о неподвижной точке
(3.1)-(3.3) появляется принципиальная возможность строгого улуч-
шения управления, удовлетворяющего принципу максимума. Та-
кая возможность иллюстрируется в работах [7]-[10] для частных
случаев задачи (1.1), (1.2).

3) Отсутствие неподвижных точек в процедуре улучшения управле-
ния свидетельствует о неоптимальности управления.

Отметим, что условия принципа максимума (4.1)-(4.3) для управле-
ния σ ∈ Ω можно рассматривать как отдельную задачу о неподвижной
точке σ = Ǧ(σ) в пространстве управлений для определяемого правы-
ми частями этих условий соответствующего оператора Ǧ : σ → σ̌ =
(ǔ, ω̌, ǎ):

u→ ǔ, ǔ(t) = argmax
ũ∈U

H(ψ(t, σ), x(t, σ), ũ, ω, t), t ∈ T,

ω → ω̌,

ω̌ = argmax
ω̃∈W

〈
−ϕω(x(t1, σ), ω) +

∫

T
Hω(ψ(t, σ), x(t, σ), u(t), ω, t)dt, ω̃

〉
,

a→ ǎ, ǎ = argmax
ã∈A

〈ψ(t0, σ), ã〉.

5. Примеры

Пример 1 (улучшение в задаче идентификации). Пусть на задан-
ном отрезке времени T = [t0, t1] известны выходные характеристики
x̄(t) = (x̄1(t), . . . , x̄n(t)) динамического объекта, описываемого системой
дифференциальных уравнений

ẋ(t) = f(x(t), ω, t), x(t0) = a, σ = (ω, a), ω ∈W, a ∈ A.

Рассматривается задача поиска управляющих параметров σ = (ω, a) ∈
Ω =W ×A:

I(σ) =

∫ t1

t0

n∑

i=1

λi(xi(t)− x̄i(t))
2dt → inf

σ∈Ω
, λi ∈ R, i = 1, n.

Предполагаются выполненными условия непрерывности функции
f(x, ω, t) вместе с ее производными по переменным x, ω. W ⊆ Rm,
A ⊆ Rn — компактные и выпуклые множества.
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Функция Понтрягина и дифференциально-алгебраическая сопряже-
нная система имеют вид:

H(p, x, ω, t) = 〈p, f(x, ω, t)〉 −
n∑

i=1

λi(xi(t)− x̄i(t))
2,

ṗ(t) = −Hx(p(t), x(t), ω, t) − r(t), p(t1) = 0,

〈Hx(p(t), x(t), ω, t) + r(t), y(t)− x(t)〉 = ∆y(t)H(p(t), x(t), ω, t).

Задача о неподвижной точке для улучшения управления σI ∈ Ω
принимает вид:

ω = argmax
ω̃∈W

∫

T
H(p(t, σI , σ), x(t, σ), ω̃, t)dt, t ∈ T,

a = argmax
ã∈A

〈p(t0, σI , σ), ã〉.

Продемонстрируем работу метода улучшения на примере:

ẋ(t) = ω, x(0) = a, t ∈ T = [0, 1], ω ∈W = [−1, 1], a ∈ A = [0, 2].

Зафиксируем решение x̄(t) = t, t ∈ T при ω = 1, a = 0, и рассмотрим
задачу идентификации этого решения:

Φ(σ) =

∫ 1

0
(x− t)2dt→ inf

σ=(ω,a)
.

Функция Понтрягина и дифференциально-алгебраическая сопряже-
нная система принимают вид:

H(p, x, ω, t) = pω − (x− t)2,

ṗ(t) = 2x(t) − 2t− r(t), p(1) = 0,

(y(t)− x(t) + r(t))(y(t) − x(t)) = 0.

Если x(t) = y(t), то по определению r(t) = 0. Если y(t) 6= x(t), то
r(t) = x(t) − y(t). В итоге получаем общую формулу r(t) = x(t) − y(t),
t ∈ T . Таким образом, сопряженная система принимает вид:

ṗ(t) = x(t) + y(t)− 2t, p(1) = 0.

Задача о неподвижной точке для улучшения управления σI=(ωI , aI)
имеет вид:

ω = sign

∫ 1

0
p(t, σI , σ)dt, sign(z) =





1, z > 0,
-1, z < 0,
z̃ ∈ [−1, 1], z = 0,
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a =





0, p(t0, σ
I , σ) < 0,

2, p(t0, σ
I , σ) > 0,

ã ∈ [0, 2], p(t0, σ
I , σ) = 0.

1. Рассмотрим управление σI = (−1, 2), которому соответствуют
x(t, σI) = 2− t, t ∈ T , Φ(σI) = 4

3 .

Сопряженная система при x(t) = x(t, σI) = 2 − t, y(t) = x(t, σ) =
ωt + a принимает вид: ṗ(t) = (ω − 3)t + (a + 2), p(1) = 0. Отсюда
получаем p(t, σI , σ) = ω−3

2 (t2 − 1) + (a+ 2)(t− 1), t ∈ T .
Задача о неподвижной точке принимает вид:

ω = sign
[
−ω − 3

3
− a+ 2

2

]
, a = argmax

ã∈[0,2]

[
−ω − 3

2
− (a+ 2)

]
ã.

Методом подстановки возможных значений управления легко опре-
деляется единственное решение σ = (0, 0) с траекторией x(t, σ) = 0. На
полученном управлении достигается строгое улучшение
Φ(σ) = 1

3 < Φ(σI).

2. Рассмотрим управление σI = (−1, 1), которому соответствуют
x(t, σI) = 1− t, t ∈ T , Φ(σI) = 1

3 .

Сопряженная система при x(t) = x(t, σI) = 1 − t, y(t) = x(t, σ) =
ωt+ a принимает вид: ṗ(t) = (ω − 3)t+ (a+ 1), p(1) = 0.

Отсюда имеем p(t, σI , σ) = ω−3
2 (t2 − 1) + (a+1)(t− 1), t ∈ T и задачу

о неподвижной точке

ω = sign
[
−ω − 3

3
− a+ 1

2

]
, a = argmax

ã∈[0,2]

[
−ω − 3

2
− (a+ 1)

]
ã.

Эта задача имеет единственное решение σ = (1, 0), x(t, σ) = t,
Φ(σ) = 0 < Φ(σI), которое является оптимальным в рассматриваемой
задаче идентификации.

Пример 2 (улучшение экстремального управления).

Φ(σ) =
1

2

∫ 1

0
ωx2(t)dt → inf

σ=ω
,

ẋ(t) = ω, x(0) = 0, ω ∈W = [−1, 1], t ∈ T = [0, 1].

Функция Понтрягина и дифференциально-алгебраическая сопряже-
нная система имеют вид:

H(p, x, ω, t) = pω − 1

2
ωx2,

ṗ(t) = ωx(t)− r(t), p(1) = 0,

(y(t)− x(t))(r(t) +
1

2
ωy(t)− 1

2
ωx(t)) = 0.
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Если y(t) = x(t), то по определению получаем r(t) = 0. Если
y(t) 6= x(t), то r(t) = 1

2ω(x(t) − y(t)). Отсюда имеем общую формулу

r(t) = 1
2ω(x(t)− y(t)). Следовательно, модифицированная сопряженная

система принимает вид

ṗ(t) =
1

2
ω(x(t) + y(t)), p(1) = 0.

Поставим задачу улучшения управления σI = ωI = 0 с соответству-
ющей фазовой траекторией x(t, σI) = 0, t ∈ T и значением целевой
функции Φ(σI) = 0.

Задача о неподвижной точке имеет вид:

ω = sign

∫ 1

0

(
p(t, σI , σ) − 1

2
x2(t, σ)

)
dt.

Стандартная сопряженная система имеет вид

ψ̇(t) = ωx(t), ψ(1) = 0.

Отсюда получаем ψ(t, σI) = 0, Hω(ψ(t, σ
I ), x(t, σI), ωI , t) = 0, t ∈ T .

Таким образом, σI является особым управлением, т. е. удовлетворяет
принципу максимума с вырождением.

При x(t) = x(t, σI) = 0, y(t) = x(t, σ) = ωt, ω = ωI из модифици-
рованной сопряженной системы получаем p(t, σI , σ) = 0. Следователь-
но, задача о неподвижной точке для улучшения особого управления
σI = ωI = 0 принимает вид

ω = sign
(∫ 1

0
(−1

2
ω2t2)dt

)
= sign

(
−1

6
ω2
)
.

Эта задача допускает решение σ = ω = −1 с соответствующим
значением целевой функции Φ(σ) = −1

6 < Φ(σI). Отметим, что экс-

тремальное управление σI = ωI = 0 также является решением задачи о
неподвижной точке в полном соответствии с вышеприведенной леммой.

Таким образом, пример демонстрирует характерные свойства пред-
лагаемого метода неподвижных точек: экстремальное управление удо-
влетворяет задаче о неподвижной точке; возможность неединственного
решения задачи о неподвижной точке; возможность строгого улучше-
ния экстремального управления.

6. Заключение

Предложен новый подход последовательного решения задач улуч-
шения управления на основе поиска неподвижных точек определяемо-
го оператора управления в рассматриваемом классе оптимизационных
задач. Выделим следующие основные свойства предлагаемого подхода.
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1) Нелокальность улучшения управления и отсутствие процедуры ва-
рьирования улучшающего управления в достаточно малой окрест-
ности улучшаемого управления, характерной для стандартных гра-
диентных методов.

2) Возможность строгого улучшения неоптимальных экстремальных
управлений (удовлетворяющих принципу максимума). Такая воз-
можность появляется в случае неединственности решения задачи о
неподвижной точке. Градиентные методы такой возможностью не
обладают.

3) Получение условий улучшения и необходимых условий оптималь-
ности управления в новой конструктивной форме задач о непо-
движной точке определяемых операторов управления в рассмат-
риваемом классе задач. Такая форма позволяет эффективно при-
менить известный аппарат теории и методов неподвижных точек
для поиска экстремальных управлений.

В целом, оптимизация управлений на основе расчета конструируе-
мых задач о неподвижной точке предлагаемыми методами последова-
тельных приближений сводится к последовательному решению задач
Коши для фазовых и сопряженных переменных.

Указанные свойства являются важными факторами повышения вы-
числительной и качественной эффективности решения задач оптималь-
ного управления и определяют перспективное направление развития
методов оптимизации нелинейных динамических систем.
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A. S. Buldaev, I.-Kh. D. Khishektueva

The Fixed Point Method for the Problems of Nonlinear Sys-

tems Optimization on the Managing Functions and Parameters

Abstract. A new approach to the class of nonlinear optimal control problems
containing both managing functions and parameters, is proposed on basis of the so-
lution of special fixed point problems for operators constructed in the space of controls.
The fixed point problems make it possible to build improving controls and obtain new
conditions for optimal control in the class of optimization problems. The problem of
control improvment as a problem of a fixed point is formed on the basis of a control
increment formula without the residual terms of expansions. This formula is constructed
using the differential-algebraic modification of the standard adjoint system. The method
of sequential solving of improvement problems in the form of fixed point problems is char-
acterized by nonlocal improvement of management, lack of search procedure improving
control in a sufficiently small neighborhood of current control and the ability to improve
suboptimal controls, satisfying the maximum principle. To search for controls, satisfying
the maximum principle, instead of the boundary value problem in the space of states are
invited to consider the fixed point problem in space of controls. Examples illustrating the
basic properties of the method are given.

Keywords: controlled system, fixed point problem, conditions of optimality.
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