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Аннотация. Рассматривается задача оценивания трубок траекторий нелинейной
управляемой динамической системы с неопределенностью по начальным данным.
Предполагается, что динамическая система имеет специальную структуру, в которой
нелинейные члены определяются квадратичными формами по фазовым координа-
там, а значения неопределенных начальных состояний и допустимых управлений
стеснены эллипсоидальными ограничениями. Матрица линейных слагаемых в фа-
зовых скоростях системы также точно не известна, но принадлежит известному ком-
пакту в соответствующем пространстве, то есть динамика системы осложнена на-
личием билинейных составляющих в правых частях дифференциальных уравнений
системы. В работе решается задача оценивания множеств достижимости нелинейной
управляемой системы указанного вида, полученные результаты дают возможность
построения соответствующих численных алгоритмов.
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Введение

В работе рассматриваются задачи оценивания множеств достижи-
мости управляемой динамической системы, т. е. множеств состояний
фазового пространства, куда фазовая точка может быть переведена из
начального состояния (или множества начальных состояний) за задан-
ное время при помощи допустимых управлений. Проблема нахождения
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точного множества достижимости управляемой системы или его при-
ближения возникает при решении многих задач математической теории
управления [5; 6; 7], дополнительные сложные вопросы возникают при
определении областей достижимости систем с обобщенными управле-
ниями импульсного типа. Исследованиям многих классических вопро-
сов теории импульсного управления, в том числе условий оптимально-
сти в нелинейных задачах динамической оптимизации с разрывными
траекториями, системам с импульсными управлениями, содержащими
дельта-функции Дирака, задачам с фазовыми ограничениями для си-
стем с импульсными управлениями и другим вопросам теории посвяще-
но большое число работ, отметим среди них исследования [1; 2; 3; 4; 20].
Следует подчеркнуть, что геометрия множеств достижимости нелиней-
ных динамических систем может быть очень сложной даже для систем
классического типа, не содержащих обобщенных управлений. В этих
случаях актуально построение аппроксимаций множеств достижимости
и интегральных воронок динамических систем [15], а также прибли-
жение множеств достижимости областями определенной канонической
формы, например, эллипсоидами или многогранниками.

В последние годы разработана полная теория построения эллипсои-
дальных оценок (внешних и внутренних) множеств достижимости ли-
нейных управляемых систем с неопределенностью, основанная на тех-
нике эллипсоидального исчисления [11; 16; 17]. В рамках этого подхода
основная задача состоит в нахождении эллипсоида (или семейства эл-
липсоидов) в фазовом пространстве, оценивающего сверху или снизу по
отношению к операции включения множеств искомую область достижи-
мости. Отметим, однако, что в силу специфики аппарата исследования
и общих предположений о структуре динамики системы этот подход
не может быть в полной мере использован в нелинейном случае для
описания и оценивания траекторных трубок неопределенных систем
общего вида. Для некоторых классов нелинейных динамических си-
стем с неопределенностью в динамике и начальных данных в работах
[8; 9; 10; 13] были намечены подходы к решению задач оценивания
состояний таких нелинейных систем.

В данной работе техника эллипсоидального исчисления развивается
для трубок траекторий нелинейных управляемых импульсных систем
с неопределенностью по начальным данным. Предлагается, что им-
пульсные управления в рассматриваемой системе задаются скалярными
функциями ограниченной вариации. Неопределенность по начальным
данным здесь состоит в том, что начальное состояние не известно точ-
но, дано лишь, что начальный фазовый вектор системы принадлежит
заданному эллипсоиду соответствующего фазового пространства. При
помощи специальной разрывной замены времени [19; 20] рассматрива-
емая импульсная система преобразуется в обыкновенное дифференци-
альное включение, уже не содержащее обобщенных функций. Основная
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трудность далее состоит в одновременном присутствии в системе двух
типов нелинейности в динамике, первый из них связан с квадратичны-
ми составляющими в фазовых скоростях, а второй тип – с неопреде-
ленностью в коэффициентах линейных членов правых частей диффе-
ренциальных уравнений (наличием эффекта билинейности). Основной
результат работы состоит в определении внешних по отношению к опе-
рации включения оценок множеств достижимости систем исследуемого
здесь класса.

1. Постановка задачи и предварительные сведения

Пусть R
n обозначает n-мерное евклидово пространство, compRn –

множество всех компактных подмножеств из R
n, convRn — множество

всех компактных выпуклых подмножеств из R
n. Символ (x, y) обо-

значает скалярное произведение векторов x, y ∈ R
n, символ ‖ x ‖ =

(x, x)1/2 — евклидова норма вектора x, ′ – знак транспонирования,
шар B(a, r) = { x ∈ R

n : ‖ x − a ‖ ≤ r}, символ E(y, Y ) = {x ∈
R
n : (Y −1(x − y), (x − y)) ≤ 1} обозначает эллипсоид в R

n с центром
y и симметрической положительно определенной n × n–матрицей Y ,
Tr(Y ) — след (сумма диагональных элементов) n× n-матрицы Y , I —
единичная n× n-матрица.

Рассмотрим управляемую систему следующего вида

dx(t) = (A(t)x+ f(x)d+ u(t))dt +Gdv(t), x ∈ R
n, t0 ≤ t ≤ T, (1.1)

с неизвестным, но ограниченным начальным состоянием

x(t0) = x0, x0 ∈ X0 = E(a0, Q0), (1.2)

и измеримым управлением u(t), стесненным ограничением

u(t) ∈ E(â, Q̂), t0 ≤ t ≤ T, (1.3)

v(t) — скалярная функция ограниченной вариации, непрерывная справа
на отрезке [t0, T ] и удовлетворяющая ограничению (параметр µ > 0
задан):

Vart∈[t0,T ] v(t) ≤ µ.

Здесь a, â, d ∈ R
n; матрицы B и Q̂ — симметрические и положительно

определенные.
Будем предполагать, что нелинейная функция f(x) в (1.1) является

квадратичной формой:

f(x) = x′Bx, x ∈ R
n, (1.4)

где B — симметрическая положительно определенная n× n–матрица.
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Предположим, что матрица A(t) (размерности n × n) имеет вид
A(t) = A0 + A1(t), где n × n–матрица A0 задана, а измеримая n × n–

матрица A1(t) с элементами {a(1)ij (t)} (i, j = 1, . . . , n, t ∈ [t0, T ]) точно

не известна, но дано ограничение на неизвестные элементы {a(1)ij (t)},

A1(t) ∈ A =
{
A = {aij} ∈ R

n×n : |aij | ≤ cij , i, j = 1, . . . n
}
, (1.5)

где числа cij ≥ 0 (i, j = 1, . . . n) заданы.
Обозначим символом U класс всех допустимых измеримых управ-

лений u(·), символом V класс допустимых управлений-мер v(·) и сим-
волом x(·) = x(·; t0, x0, u(·), v(·), A1(·)) – решение системы (1.1)-(1.5) на
промежутке [t0, T ] при x0 ∈ X0, u(·) ∈ U , v(·) ∈ V и A1(·) ∈ A.

Трубку траекторий системы (1.1)-(1.5) обозначим ( t0 ≤ t ≤ T )

X(·)=
⋃{

x(·; t0, x0, u(·), v(·), A1(·))|x0 ∈ X0, u(·)∈U , v(·)∈V, A1(·)∈A
}
.

Отметим, что сечение X(t) = X(t; t0,X0) трубки траекторий X(·) в
момент времени t ∈ [t0, T ] совпадает со множеством достижимости
системы (1.1)-(1.5) в момент t из начального состояния {t0,X0}.

В работе рассмотрены схемы построения оценок трубок траекторий
X(·) и множеств достижимости X(t) системы (1.1)-(1.5), основанные на
идеях и методах эллипсоидального исчисления.

Далее будем считать, что выполнено следующее предположение (де-
тали и обсуждение можно найти в [9]).

П р е д п о л о ж е н и е. Будем считать, что все решения систе-
мы (1.1)-(1.5) определены на всем промежутке [t0, T ] для любых до-
пустимых x0 и всех возможных {u(·), v(·), A1(·)} и не выходят за пре-
делы некоторой компактной области фазового пространства, то есть
существует k > 0 такое, что

||x(·)|| = ||x(·; t0, x0, u(·), v(·), A1(·))|| ≤ k, ∀x0 ∈ X0,

∀u(·) ∈ U ,∀v(·) ∈ V, A1(·) ∈ A.

2. Вспомогательные оценки

Предположим далее, что начальное множество X0 динамической си-
стемы системы (1.1)-(1.5) и множество U , задающее ограничение на
измеримые управления u(t) в (1.3), являются эллипсоидами

X0 = E(a, k2B−1) (k 6= 0), U = E(â, Q̂). (2.1)

Предположим также дополнительно, что неопределенность по мат-
ричным коэффициентам в системе отсутствует, и матрица A задана.

Известия Иркутского государственного университета.
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Рассмотрим расширенное дифференциальное включение

d

dη

(
z
τ

)
∈ H(τ, z) (2.2)

z(t0) = x0 ∈ X0 = E(a, k2B−1), τ(t0) = t0, t0 ≤ η ≤ T + µ,

где

H(τ, z) =
⋃

0≤ ν≤1

{
(1− ν)

(
Az + f(z)d+ E(â, Q̂)

1

)
+ ν

(
G
0

) }
.

(2.3)

Теорема 1. Для всех σ > 0 справедлива внешняя оценка множества
достижимости W (t0 + σ) = W (t0 + σ; t0,X0 × {t0}) включения (2.2)–
(2.3)

W (t0 + σ) ⊆
⋃

0≤ ν≤1

(
E(a+(σ, ν), Q+(σ, ν))

t0 + σ(1− ν)

)
+ o(σ)B∗(0, 1),

limσ→+0 σ
−1o(σ) = 0.

(2.4)

Здесь B∗(0, 1) — единичный шар в пространстве Rn+1 (с центром в
начале координат и радиусом 1), параметры эллипсоида

E(a+(σ, ν), Q+(σ, ν))

определяются равенствами

a+(σ, ν) = a(σ, ν) + σ(1− ν)â+ σνG,

Q+(σ, ν) = (p−1 + 1)Q(σ, ν) + (p+ 1)σ2(1− ν)2Q̂,
(2.5)

где p = p(σ, ν) — единственное положительное решение уравнения

n∑

i=1

1

p+ λi
=

n

p(p+ 1)
,

а λi = λi(σ, ν) ≥ 0 — корни уравнения |Q(σ, ν)− λσ2(1− ν)2Q̂| = 0 и

a(σ, ν) = a+ σ(1− ν)(Aa+ a′Ba · d+ k2d),

Q(σ, ν) = k2(I + σR)B−1(I + σR)′, R = (1− ν)(A+ 2da′B).
(2.6)

Доказательство. Применяя схему работ [8; 9], с соответствующими по-
правками в подсчете параметров оценивающих эллипсоидов, вызван-
ными наличием дополнительных множителей (1 − ν) и ν в правых
частях дифференциального включения (2.2)–(2.3), приходим к заклю-
чению теоремы.
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Замечание 1. Теорема 1 может быть использована для построения
численных алгоритмов оценивания множеств достижимости систем
рассматриваемого в данном разделе типа (см. также [8; 9; 10; 14]).

Рассмотрим еще один вспомогательный результат, нужный в даль-
нейшем. Пусть дана динамическая система следующего вида

ẋ = A(t)x, t0 ≤ t ≤ T, x0 ∈ X0 = E(a0, Q0). (2.7)

Здесь матричная функция A(t) удовлетворяет соотношениям

A(t) = A0 +A1(t), (2.8)

где матрица A0 задана, а A1(t) не известна, но ограничена: A1(t) ∈ A1

(t ∈ [t0, T ]),

A1 =
{
A={aij}∈Rn×n : |aij|≤cij , i, j=1, . . . n

}
, (2.9)

числа cij ≥ 0 (i, j = 1, . . . n) заданы.
Тогда внешнюю эллипсоидальную оценку множества достижимости

X (T ) системы (2.7) можно найти, применив следующий результат.

Теорема 2 ([12]). Пусть функции a+(t) и Q+(t) удовлетворяют со-
отношениям

ȧ+ = A0a+, a+(t0) = a0, (2.10)

Q̇+ = A0Q+ +Q+A0′ + qQ+ + q−1G, Q+(t0) = Q0, t0 ≤ t ≤ T, (2.11)

q =
(
n−1Tr ((Q+)−1G)

)1/2
,

G = diag
{
(n− v)

( n∑

i=1

cji|a+i |+
(
max

σ={σij}

n∑

p,q=1

Q+
pqcjpcjqσjpσjq

)1/2)2}
,

(2.12)
максимум в (2.12) вычисляется по всем σij = ±1, i, j = 1, . . . , n, та-
ким, что cij 6= 0, и v равно числу индексов is i, для которых cij = 0
для всех j = 1, . . . , n. Тогда верна оценка

X (t) ⊆ E(a+(t), Q+(t)), t0 ≤ t ≤ T. (2.13)

Следствие 1. Имеет место следующее включение

X (t0 + σ) ⊆ (I + σA)X0 + o1(σ)B(0, 1) ⊆
E(a+(t0 + σ), Q+(t0 + σ)) + o2(σ)B(0, 1),

(2.14)

где σ−1oi(σ) → 0 при σ → +0 (i = 1, 2) и

(I + σA)X0 =
⋃

x∈X0

⋃

A∈A

{x+ σAx}.
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Заметим, что отдельные свойства систем указанного вида рассмат-
ривались также в работах [10; 18].

3. Импульсная система: общий случай

Рассмотрим следующую систему (t0 ≤ t ≤ T , x ∈ Rn)

dx(t) =
(
Ax(t) + x′Bx · d+ u(t)

)
dt+ Cdv(t),

A(t) = A0 +A1(t), A1(t) ∈ A1,
(3.1)

где B — положительно определенная матрица, A0 ∈ Rn×n, d,C∈Rn,
множество A1 определено в (2.9). Здесь v : [t0, T ] → R — функция огра-
ниченной вариации на [t0, T ], монотонно возрастающая и непрерывная
справа,

Var
t∈[t0,T ]

v(t) = sup
{ti}

k∑

i=1

|v(ti)− v(ti−1)| ≤ µ,

где ti : t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk = T. Предположим также, что X0 =
E(a, k2B−1) (k 6= 0), u(t) ∈ U = E(â, Q̂).

Введем, как в предыдущем разделе, дополнительные переменные
времени ([19])

η(t) = t+

t∫

t0

dv(s)

и координаты

τ(η) = inf{t | η(t) ≥ η}

и рассмотрим включение

d
dη

(
z
τ

)
∈ H(τ, z),

z(t0) = x0 ∈ X0, τ(t0) = t0, t0 ≤ η ≤ T + µ,
(3.2)

H(τ, z) =
⋃

0≤ν≤1

{
ν

(
C
0

)
+ (1− ν)

(
Az + z′Bz · d+E(â, Q̂)

1

)}
.

Обозначим w = {z, τ} расширенный вектор состояния системы (3.2),
множество достижимости системы (3.2) обозначим символом W(η) =
W(η; t0, w0,A,X0 × {t0}) (t0 ≤ η ≤ T + µ).
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Теорема 3. Верно включение (здесь σ > 0)

W(t0 + σ) ⊆ ⋃
0≤ν≤1

W(t0, σ, ν) + o(σ)B∗(0, 1), lim
σ→+0

σ−1o(σ) = 0,

W(t0, σ, ν) =

(
E
(
a∗(σ, ν), Q∗(σ, ν)

)

t0 + σ(1− ν)

)
,

a∗(σ, ν) = ã(σ, ν) + σ(1− ν)(a′Ba · d+ k2d+ â) + σνC,

Q∗(σ, ν) = (p−1 + 1)Q̃(σ, ν) + (p+ 1)σ2(1− ν)2Q̂,
(3.3)

где функции ã(σ, ν), Q̃(σ, ν) вычисляются аналогично a+(t0+σ), Q
+(t0+

σ) в Теореме 2 при подстановке вместо матриц Q0 и A0 в (2.10)–
(2.12), соответственно, матриц

Q̃0 = k2B−1, Ã0(ν) = (1− ν)(A0 + 2d · a′0B).

Здесь B∗(0, 1) — единичный шар в расширенном пространстве R
n+1,

p = p(σ, ν) — единственный положительный корень уравнения

n∑

i=1

1

p+ λi
=

n

p(p+ 1)

и λi = λi(σ, ν) ≥ 0 (i = 1, . . . , n) удовлетворяют соотношениям

|Q̃(σ, ν)− λσ2(1− ν)2Q̂| = 0.

Доказательство. Применяя теорему 2 и используя конструкции вспо-
могательной системы (3.2), приходим к соотношениям (3.3).

Из теоремы 3 и конструкции вспомогательной системы вытекает сле-
дующая оценка множества достижимости системы (1.1)–(1.5) при ма-
лых сдвигах во времени, которая может быть использована в качестве
базового элемента пошагового алгоритма построения внешней по вклю-
чению оценки множества достижимости исследуемой системы на всем
промежутке времени.

Следствие 2. Справедливо включение:

X (t0 + σ) ⊆ πzW(t0 + σ) + o(σ)B(0, 1), lim
σ→+0

σ−1o(σ) = 0.

Замечание 2. Численные алгоритмы для близких по постановкам
схем оценивания состояний неопределенных импульсных систем и соот-
ветствующие иллюстрирующие примеры приведены в работах [9; 10].
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4. Заключение

В работе исследованы проблемы оценивания состояний неопределен-
ной динамической системы импульсным управлением и с неточно из-
вестным начальным состоянием, а также неточно известной матрицей,
входящей в дифференциальные уравнения динамики системы. Предпо-
лагается, что указанные неизвестные параметры являются элементами
заданных (известных) множеств.

Изучен случай, когда кроме отмеченных факторов в системе при-
сутствует квадратичная функция, воздействующая на фазовые скоро-
сти системы. Предложены новые модели и алгоритмы оценивания мно-
жеств достижимости нелинейной управляемой системы с указанной
комбинированной нелинейностью. Исследования могут представлять
интерес для моделирования и изучения конкретных прикладных мо-
делей, в том числе в механике и робототехнике (например, системы с
сухим трением), биологии (популяционные модели), экономике (опти-
мизация портфельных инвестиций) и других разделах.
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T. F. Filippova

Estimates of Reachable Sets for Systems with Impulsive Con-

trol, Uncertainty and Nonlinearity

Abstract. The problem of estimating trajectory tubes for nonlinear controlled
dynamical systems with uncertainty in the initial data is studied. It is assumed that
the dynamic system has a special structure in which the nonlinear terms are defined
by quadratic forms on state coordinates and the values of uncertain initial states and
admissible controls are constrained by ellipsoidal restrictions. Matrix of linear terms
in the state system velocities is also not exactly known, but it belongs to the known
compact in the corresponding space, i.e. the dynamics of the system is complicated by
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the presence of bilinear components in the right-hand sides of the system of differential
equations. We solve the problem of estimating the reachable sets of nonlinear control
system of this kind, the results make it possible to construction of the corresponding
numerical algorithms. We solve here the problem of estimating the reachable sets of
nonlinear controlled system of this kind, the results make it possible to construct the
corresponding numerical algorithms.

Keywords: control system, reachable set, impulse control, state estimation, uncer-
tainty.
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