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Аннотация. Заметка посвящена проблеме релаксационного (импульсно-траектор-
ного) расширения управляемых систем с аффинной по управлению правой частью
при отсутствии равномерного ограничения на L1-норму управления. Возникающие
в таких системах обобщенные траектории могут иметь неограниченную полную
вариацию. Известные результаты по импульсно-траекторному расширению в дан-
ном классе управляемых систем в основном рассматривают обобщенные траектории
ограниченной вариации, соответствующие импульсным воздействиям типа ограни-
ченной борелевской меры, и не охватывают рассматриваемый случай. Цель исследо-
вания — поиск конструктивных методов построения подобных расширений в классе
траекторий ограниченной p-вариации (p > 1) (в смысле определения Н. Винера) и
возможностей их явного описания.

Предлагается подход к расширению управляемых систем с обобщенными тра-
екториями ограниченной p-вариации, p > 1, на основе аналога метода разрывной
замены времени. Данный подход включает пространственно-временное расширение
исходной системы и переход к вспомогательной системе с непрерывными решения-
ми ограниченной p-вариации. В статье рассмотрен случай скалярного управления,
однако аналогичное пространственно-временное преобразование также применимо
к управляемым системам с аффинной по векторному управлению правой частью, в
том числе при отсутствии свойства инволютивности (в частности, более традицион-
ного предположения коммутативности) векторных полей.

Для случая p ∈ [1, 2) и скалярного импульсного управления получено явное пред-
ставление расширенной системы с помощью специального дискретно-непрерывного
интегрального уравнения, включающего интеграл Юнга.
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Введение

Многие идеи современной теории импульсного управления возник-
ли из задачи импульсно-траекторного расширения управляемых систем
вида

ẋ = f(t, x) +G(t, x)v, t ∈ [a, b], (0.1)

с абсолютно непрерывными траекториями x(·) и измеримыми управле-
ниями v(·). В отсутствие равномерного ограничения на норму управ-
ления в L∞ система (0.1) имеет неограниченное множество скоростей,
а множество ее решений оказывается не замкнутым в «естественной»
топологии равномерной сходимости. Это связано с тем, что решения
(в смысле Каратеодори) могут оказаться сколь угодно близки пото-
чечно к разрывным функциям, не допускаемым уравнением (0.1). По
этой причине задачи оптимизации, поставленные в системах вида (0.1),
как правило, не имеют решения и относятся к классу так называемых
вырожденных задач оптимального управления.

Значительный вклад в исследование вырожденных задач внесли ра-
боты В. И. Гурмана, его коллег и учеников [1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9;
11; 12; 13], послужившие отправной точкой для исследования обоб-
щенных решений системы (0.1) из класса интегрируемых по Лебегу
функций и импульсных управлений, заданных распределениями. По-
следнее оказалось возможным только для частных случаев систем, в
которых матрица при управлении G(t, x) удовлетворяет условию ин-
волютивности столбцов или более жесткому условию коммутативности
типа Фробениуса [4; 9; 10; 11; 18]. Данные условия связывают с коррект-
ностью импульсно-траекторного расширения системы (0.1). Отметим
также исследования [14; 29; 32; 37; 45; 47], примыкающие к данному
направлению.

Что касается системы (0.1) в общем положении, здесь подавляющее
большинство публикаций посвящено расширениям в классе траекторий
ограниченной вариации, отвечающих импульсным воздействиям типа
векторной борелевской меры [10; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 24; 28;
30; 36; 38; 42; 43; 44; 45; 47]. Последние возникают при дополнительном
равномерном ограничении на норму управления v(·) в пространстве L1.

Цель данной работы — обозначить подход к построению импульсно-
траекторных расширений системы (0.1) в классе траекторий неогра-
ниченной вариации, имеющих тем не менее ограниченную p-вариацию,
p > 1 (в смысле определения Н. Винера [48]). В качестве мотивации к
изучению именно такого типа расширений заметим, что подобные мо-
дели естественно возникают в ряде задач теории случайных процессов
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[39; 40; 41]. При этом сама теория управляемых систем с решениями
ограниченной p-вариации отличается весьма оригинальным и развитым
математическим аппаратом.

Исследования динамических систем с непрерывными решениями ог-
раниченной p-вариации, по-видимому, инспирированы именно темати-
кой стохастических дифференциальных уравнений, где локальная неог-
раниченность полной вариации «входного сигнала» является типичной
ситуацией. Однако, как отмечается в ряде источников, основные ре-
зультаты в этом направлении носят детерминированный характер и со-
ставляют ядро относительно нового направления теории динамических
систем, называемого в иностранной литературе «rough path theory»
(см., например, работы [33; 34; 39; 40; 41; 49]). Отметим, что случай
p = 2 является в некотором смысле пограничным: при p ∈ (1, 2) удается
описать решение управляемой системы посредством прямого обобще-
ния интеграла Лебега – Стилтьеса, называемого интегралом Юнга, в то
время как при p ≥ 2 решения требуют более тонкого, алгебраического
представления посредством формальных рядов Чена и так называемых
итерированных интегралов.

Тем не менее, даже в случае p ∈ (1, 2) не удается напрямую приме-
нить результаты указанных работ к системе (0.1) ввиду возможного сов-
падения точек скачка первообразной управления и соответствующего
решения. В §4 будет рассмотрен подход, основанный на аналоге метода
разрывной замены времени. Он приводит к пространственно-временно-
му расширению (0.1) путем перехода к эквивалентной вспомогательной
системе с непрерывными решениями ограниченной p-вариации. Как
будет показано, для случая p ∈ [1, 2) и скалярного импульсного управ-
ления это дает возможность явного описания расширенной системы с
помощью дискретно-непрерывного интегрального уравнения с интегра-
лом Юнга.

1. Основные обозначения и определения

Будем говорить, что функция w : T → R имеет ограниченную пол-
ную p-вариацию на отрезке T = [a, b], если

p-var
[a,b]

w(·) :=
(
sup
π

N∑

i=1

∣∣w(ti)− w(ti−1)
∣∣p
)1/p

<∞,

где sup берется по всем конечным разбиениям π = {t0, t1, . . . , tN} отрез-
ка [a, b], таким что a = t0 < t1 < . . . < tN = b.

Введем ряд необходимых обозначений. Через Vp(w;T ) := p-var
T

w(·)
обозначим полную p-вариацию функции w : T → R на отрезке T ,
BVp(T ) будет означать банахово пространство функций ограниченной
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p-вариации с нормой ||w||BVp = ||w||∞+Vp(w;T ), а Cp-var(T ) — подпро-
странство BVp(T ), состоящее из непрерывных функций. Кроме того,
в Cp-var(T ) выделим множество p-абсолютно непрерывных функций.
Напомним, что функция w : T → R называется p-абсолютно непре-
рывной, если для любого ε > 0 найдется δ > 0, такое что для любого
конечного набора непересекающихся интервалов (ak, bk) ⊂ T , удовле-

творяющих условию
(∑

k

(bk − ab)
p
)1/p

< δ, выполнено неравенство

(∑

k

|w(bk)−w(ak)|p
)1/p

< ε. Очевидно, что при p = 1 это определение

совпадает с обычным понятием абсолютно непрерывной функции.
Примеры непрерывных функций ограниченной p-вариации, p > 1:

а) ни в одной точке не дифференцируемая функция

w(t) =

∞∑

n=0

φ
(
2nt
)

2n
, t ∈ [0, 1],

где φ(y) = min
z∈Z

|y − z|, Z — множество целых чисел;

б) w(t) =

{
t sin(1/t), t ∈ (0, 1],

0, t = 0.

Следующий результат обобщает классический критерий предком-
пактности в топологии поточечной сходимости пространства функций
ограниченной вариации, известный как вторая теорема Хелли.

Теорема 1. ([31; 46]) Пусть {wk(·)} — последовательность функций,
удовлетворяющих условию Vp(wk;T ) ≤ M , k = 1, 2, . . ., для некоторых
M > 0 и p ≥ 1. Тогда найдутся функция w ∈ BVp(T ) и подпоследова-
тельность {wkj (·)}, такие что имеет место поточечная сходимость

wkj(t) → w(t), t ∈ T.

Ниже, при описании импульсно-траекторного расширения системы
(0.1) нам также понадобится понятие интеграла Юнга, обобщающее
определение интеграла Римана-Стилтьеса на случай функций ограни-
ченной p-вариации, p ∈ (1, 2). Существование интеграла Юнга устанав-
ливает следующая

Теорема 2. ([33; 35; 49]) Пусть g ∈ BVq(T ) и w ∈ BVp(T ) для некото-
рых p, q > 0, удовлетворяющих условию 1/p + 1/q > 1. Тогда интеграл

∫ b

a
g(t)dw(t) (1.1)
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существует
а) как интеграл Римана – Стилтьеса, если функции g(·) и w(·) не

имеют общих точек разрыва;
б) как обобщение интеграла Римана – Стилтьеса [33], если функции

g(·) и w(·) не имеют общих односторонних точек разрыва (в частно-
сти, если функция g(·) непрерывна слева, а w(·) — справа, или наобо-
рот).

Кроме того, для любого s ∈ [a, b] имеет место неравенство

∣∣∣
∫ b

a
g(t)dw(t) − g(s)

(
w(b)− w(a)

)∣∣∣ ≤ Cp,qVq(g;T )Vp(w;T ), (1.2)

где Cp,q = ζ(p−1 + q−1), ζ(s) =
∑∞

k=1 k
−s.

2. Постановка задачи

Рассмотрим управляемую систему

ẋ = f(t, x) + g(t, x)ẇ, x(a) = x0, t ∈ T := [a, b] ⊂ R, (2.1)

где x,w : T → R — абсолютно непрерывные функции и x0 ∈ R —
заданное начальное состояние. Функции w(·) играют роль управлений.

Будем предполагать, что функции f(t, x), g(t, x) : T × R → R непре-
рывны, удовлетворяют по переменной x локальному условию Липшица
и условию не более чем линейного роста.

Пусть дано p≥1. Рассмотрим последовательность управлений{wk(·)}
с равномерно ограниченной полной p-вариацией, т.е.

Vp(wk;T ) ≤M для некоторого M > 0, (2.2)

и предположим, что имеет место поточечная сходимость {wk(·)} к неко-
торой функции w(·) ∈ BVp(T ), такой что w(a) = 0.

Пусть {xk(·)} — последовательность решений Каратеодори систе-
мы (2.1), отвечающих последовательности управлений {wk(·)}. Назо-
вем обобщенными решениями системы (2.1) все частичные поточечные
пределы последовательности {xk(·)}.

Справедлива

Лемма 1. Пусть {wk(·)} и {xk(·)} — последовательности управлений
со свойством (2.2) и соответствующих решений системы (2.1). Тогда
а) {xk(·)} равномерно ограничены, и существует константа K > 0:

Vp(xk;T ) ≤ K ∀ k = 1, 2, . . . ;

б) существуют функция x(·) ∈ BVp(T ), удовлетворяющая условию
Vp(x;T ) ≤ K, и подпоследовательность из {xk(·)}, поточечно сходя-
щаяся к x(·).

Известия Иркутского государственного университета.
2017. Т. 19. Серия «Математика». С. 164–177



СИСТЕМЫ С ТРАЕКТОРИЯМИ ОГРАНИЧЕННОЙ p-ВАРИАЦИИ 169

Цель работы состоит в конструктивном описании обобщенных реше-
ний ограниченной p-вариации системы (2.1). В §3 показано, что при p ∈
[1, 2) обобщенное решение является решением дискретно-непрерывного
интегрального уравнения, включающего интеграл Юнга по непрерыв-
ной составляющей управления и сумму скачков решения, определенных
при помощи вспомогательных функций. В §4 для общего случая p > 1
рассмотрен подход, обобщающий известный метод разрывной замены
времени (см., например, [10; 18; 43]). Он приводит к пространственно-
временному расширению системы (2.1) и дает эквивалентное описа-
ние расширенной, импульсной системы через обычную вспомогатель-
ную систему с управлениями w, являющимися p-абсолютно непрерыв-
ными функциями. Непрерывные решения этой системы, соответствую-
щие непрерывным управлениям ограниченной p-вариации, описывают-
ся интегральным уравнением с интегралом Юнга при p ∈ [1, 2) [39] или,
в общем случае, уравнениями, понятие решения и свойства которых
изучены в [26; 33; 34; 40; 41].

3. Интегральное представление обобщенного решения
ограниченной p-вариации, p ∈ [1, 2)

Пусть p ∈ [1, 2). Рассмотрим управление w(·) ∈ BVp(T ), непрерыв-
ное справа на промежутке (a, b] и удовлетворяющее условию w(a) =
0. Дополнительное предположение о непрерывности справа w(·) носит
технический характер и позволяет записать уравнение (3.1) ниже в бо-
лее краткой и наглядной форме, пренебрегая устранимыми разрывами
решений.

Обозначим через Sd(w) множество точек скачка w(·), т. е.

Sd(w) = {s ∈ T | [w(s)] := w(s)− w(s−) 6= 0}.
Напомним, что множество точек разрыва функции ограниченной p-
вариации не более чем счетно [31].

Рассмотрим дискретно-непрерывное интегральное уравнение

x(t) = x0 +

∫ t

a
f
(
t, x(t)

)
dt+

∫ t

a
g
(
t, x(t)

)
dwc(t)

+
∑

s≤t, s∈Sd(w)

(
zs(1)− x(s−)

)
, t ∈ (a, b], x(a) = x0.

(3.1)

Здесь второй интеграл в правой части уравнения понимается в смыс-
ле интеграла Юнга, где wc(·) ∈ BVp(T ) — непрерывная составляющая
управления w(·), а функции zs(·), s ∈ Sd(w), определены как решения
соответствующих дифференциальных уравнений

dzs(τ)

dτ
= g
(
s, zs(τ)

)
[w(s)], zs(0) = x(s−), τ ∈ [0, 1]. (3.2)
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Под решением уравнения (3.1), отвечающим заданному управлению
w(·) и начальному условию x0, понимается непрерывная справа на (a, b]
функция x ∈ BVp(T ), подстановка которой в (3.1) обращает уравнение
в тождество.

Справедлива следующая

Теорема 3. Пусть p ∈ [1, 2). Предположим дополнительно, что фун-
кция g(t, x) ограничена, при всех t ∈ T имеет ограниченную частную
производную ∂

∂xg, удовлетворяющую условию Гёльдера с показателем
α > p − 1, и имеет ограниченную q-вариацию по переменной t равно-
мерно по x ∈ R с некоторым q, 1/p + 1/q > 1. Тогда:

1) уравнение (3.1) имеет единственное решение x(·) ∈ BVp(T ) при
заданном управлении w(·) ∈ BVp(T ) и начальном условии x0;

2) существует последовательность решений системы (2.1)
{
xk(·)

}
,

элементы которой имеют равномерно ограниченные p-вариации и по-
точечно сходятся к x(·).

Доказательство теоремы основано на применении к системе (2.1)
описанного в §4 приема разрывной замены времени.

4. Пространственно-временное расширение и разрывная
замена времени

Перспективным для описания обобщенных решений ограниченной p-
вариации в общем случае p > 1 является применение аналога метода
разрывной замены времени, приводящего к пространственно-времен-
ному расширению (в терминологии [43], предложенной для p = 1) с
траекториями из пространства Cp-var(T ).

Эффективность метода разрывной замены времени связана с тем,
что его применение приводит к параметрическому представлению уп-
равления ограниченной p-вариации, при котором последнее оказывает-
ся p-абсолютно непрерывной функцией параметра — вспомогательного
времени.

Пусть даны последовательность {wk(·)}, элементы которой удовле-
творяют условию (2.2) для некоторого M > 0, и неотрицательная функ-
ция Vp(·), такие, что имеет место поточечная сходимость

Vpk(t) → Vp(t) t ∈ T.

Здесь Vpk(t) := Vp(wk; [a, t]).
Для каждого wk(·) определим функцию τk = τk(t) : T → Tk,

Tk := [0, b− a+ Vpk(b)], правилом

τk = t− a+ Vpk(t)

и обозначим через ηk функцию Tk 7→ T , обратную к τk. Рассмотрим

параметрически заданные функции
(
ηk(τ), wk

(
ηk(τ)

))
, τ ∈ Tk, k =
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1, 2, . . . , и, переходя при необходимости к подпоследовательности, опре-

делим функцию
(
η(τ),W (τ)

)
, τ ∈ T := [0, b−a+Vp(b)], как поточечный

предел

η(τ) := lim
k→∞

ηk(τ), W (τ) := lim
k→∞

w
(
ηk(τ)

)
∀ τ ∈ T

(при необходимости продолжаем функции
(
ηk(·), wk

(
ηk(·)

))
на полуин-

тервалы
(
b− a+ Vpk(b), b − a+ Vp(b)

]
соответствующими постоянными

значениями
(
ηk(b−a+Vpk(b)), wk

(
ηk(b−a+Vpk(b))

))
). Тогда W (0) = 0

и W (·) имеет конечную p-вариацию на отрезке T , причем

Vp
(
η(τ)

)
≥ Vp(W ; [0, τ ]) ∀ τ ∈ T .

Можно показать, что W (·) является p-абсолютно непрерывной функ-
цией переменной τ на отрезке [0, b−a+Vp(b)]. Возвращение к исходной
временной переменной t при помощи обратной (вообще говоря, разрыв-
ной) замены времени τ(t) = inf{s ∈ T : η(s) > t} дает соответствующее
импульсное управление.

Описанное преобразование времени позволяет получить для соответ-
ствующей импульсной системы эквивалентную вспомогательную систе-
му с p-абсолютно непрерывными управлениями, к которой уже приме-
нимы отдельные результаты [33; 34; 39; 40; 41; 49], связанные уравнени-
ями в пространстве непрерывных решений ограниченной p-вариации.

Заметим, что аналогичное пространственно-временное преобразова-
ние также применимо к управляемым системам с аффинной по век-
торному управлению правой частью, в том числе при отсутствии свой-
ства инволютивности (в частности, более традиционного предположе-
ния коммутативности) векторных полей.

Заключение

Описанный подход к изучению импульсных систем с траектория-
ми неограниченной вариации не изложен систематически в известной
нам литературе. В качестве потенциального объекта исследования, им-
пульсные системы с траекториями ограниченной p-вариации выделены
в недавней статье [27].

В настоящей заметке мы ограничились простейшим случаем скаляр-
ного управляющего воздействия. Очевидное направление обобщения
полученных результатов состоит в их распространении на системы с
векторным управлением v(·). Другая, гораздо более сложная задача —
описание релаксационного расширения системы (2.2) в случае p ≥ 2.
Определенные надежды здесь можно связывать с методами теории ите-
рированных интегралов и аппаратом «rough path theory». Наконец, ин-
терес представляет возможность применения предлагаемого подхода к
исследованию моделей стохастического управления.
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O. N. Samsonyuk, M. V. Staritsyn

Impulsive Control Systems with Trajectories of Bounded p-
Variation

Abstract. The paper deals with impulse-trajectory relaxations of control-affine
systems under the assumption that L1-norms of the control functions are not uniformly
bounded. Generalized solutions of such control systems may be of infinite total variation.
Most of the known results related to impulse-trajectory relaxations of control-affine
systems are mainly devoted to the case of state with bounded variation and controls
of the type of bounded Borel measures and do not concern the considered case. The
main issue of the study are constrictive techniques for impulse-trajectory relaxations
within the class of functions of bounded p-variation (p > 1) (in the sense N. Wiener) and
explicit representations of relaxed systems.

Based on a sort of discontinuous time reparametrization, we propose a new approach
to trajectory extension of systems with generalized solutions of bounded p-variation,
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p > 1. This approach includes some space-time extension of the original system and its
transformation to an auxiliary one with continuous solutions of bounded p-variation.
In this paper, we dwell on the case of scalar control inputs, while a similar space-
time transformation can be applied for control-affine systems with vector-valued inputs,
even, in the absence of the involution property (or a more conventional commutativity
assumption) of the vector fields.

For the case p ∈ [1, 2) and scalar control input, we obtain an explicit representation of
the extended control system by a specific discrete-continuous integral equation involving
Young integral.

Keywords: trajectory relaxations of control systems, solutions of bounded p-varia-
tion, impulsive control.
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