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Аннотация. В статье рассмотрен подход к построению методов группового выбо-
ра и ранжирования объектов в порядке предпочтения на основе минимизации от-
клонения матрицы, характеризующей объекты (оценочной матрицы), от некоторой
одноранговой матрицы, все столбцы которой одинаковы (матрицы непротиворечи-
вого ранжирования). Для оценки отклонения предложено использовать матричные
нормы: поэлементная норма, p − q норма, норма Шаттена на разнице оценочной и
одноранговой матриц, разнице их ковариационных матриц, а также на других фор-
мах. Доказано, что ранжирование, полученное в результате минимизации разницы
оценочной матрицы из рангов и матрицы непротиворечивого ранжирования по мат-
ричной норме Фробениуса, совпадает с ранжированием, полученным по оценочной
матрице из рангов по правилу Борда. Рассмотрена связь матрицы непротиворечи-
вого ранжирования, полученной по матричной норме Фробениуса, с одноранговой
матрицей в сингулярном разложении оценочной матрицы, а также связанных с ними
результатов метода ранжирования по влиянию. Для поэлементной матричной нор-
мы доказано, что при достаточно большом показателе степени матричной нормы
множество ранжирований, доставляющих минимум этой матричной нормы от раз-
ности оценочной матрицы и матрицы непротиворечивого ранжирования, становится
устойчивым – не меняется при последующем увеличении степени (результаты такого
ранжирования названы сбалансированным ранжированием). На примерах показано,
что сбалансированное ранжирование доставляет минимум потерь при нелинейном
росте штрафов от несовпадения ранжирования с реализованным в действительности
ранжированием.

Ключевые слова: монотонная классификация, ранговые шкалы, матричные нор-
мы, теорема Эккарта – Янга, малоранговые матрицы, правило Борда, ранжирование
по влиянию.
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1. Постановка задачи

Задачи группового выбора традиционно возникают во многих сфе-
рах человеческой деятельности: различные выборные мероприятия на
основе демократических процедур [5; 9]; оценка качества технических
решений [6]; оценка эффективности научных, образовательных органи-
заций [1; 3]; оценка результативности научно-технических проектов [2].
Во всех этих направлениях часто приходится сталкиваться с двумя

постановками задач: на множестве объектов (альтернатив), охарактери-
зованных некоторыми признаками, необходимо либо выбрать наилуч-
ший объект (задача группового выбора): для этого используют правила
Кондорсе, Борда, относительного большинства, Копленда, Симпсона и
др. [9]; либо ранжировать все объекты в порядке предпочтений (зада-
ча монотонной классификации). В рамках решения задачи группового
выбора при ординалистском подходе к используемым методам априори
предъявляются некоторые желательные нормативные требования: ано-
нимность, нейтральность, монотонность, Парето-эффективность, нема-
нипулируемость и другие [5]. Например, правило Кондорсе удовлетво-
ряет требованиям анонимности, нейтральности, монотонности, и суще-
ствуют системы предпочтений, для которых победитель, определенный
любым методом на основе подсчета баллов (правило Борда, относи-
тельного большинства), никогда не совпадет с победителем по правилу
Кондорсе. Однако для правила Кондорсе существуют системы предпо-
чтений, для которых невозможно выявить победителя (причем вероят-
ность получения такой системы увеличивается с ростом альтернатив
или признаков). В некоторых методах стремятся ослабить ряд требова-
ний (например, нейтральность) для получения состоятельности по Кон-
дорсе (методы Копленда, Симпсона). В целом на правила построения
систем группового выбора действует ряд ограничивающих теорем: на-
пример, теорема Мэя устанавливает, что одновременное удовлетворение
требований анонимности, нейтральности, монотонности возможно толь-
ко для правила большинства; в известной теореме Эрроу, утверждается,
что не существует Парето-эффективного неманипулируемого правила
группового выбора, кроме правила диктатора. Все это приводит к тому,
что при принятии решений в практически важных приложениях от со-
блюдения некоторых требований приходится отказываться. Например,
требование неманипулируемости целесообразно предъявлять в ситуа-
циях, когда возможно стратегическое голосование. В то же время для
широкого круга задач оценки объектов по параметрам стратегическое
голосование невозможно. Кроме этого, для таких задач характерно ма-
лое число повторяющихся профилей предпочтений (альтернатив много
больше, чем признаков), что может создавать проблемы использования
правила большинства при попарном сравнении альтернатив. Все это
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требует адаптации существующих методов и разработки более общих
подходов.
Большинство существующих методов группового выбора лучшей

альтернативы также позволяют ранжировать объекты в порядке пред-
почтения. Формально такую постановку задачи можно выразить сле-
дующим образом. По матрице (назовем её оценочной):

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎠ , (1.1)

в которой каждому объекту qi из множества Q = {q1, q2, . . . , qm} по
каждому признаку pj из множества P = {p1, p2, . . . , pn} поставлено в со-
ответствие число aij , требуется найти перестановку индексов объектов

B =

(
1 2 . . . m
i1 i2 . . . im

)
, такую, что ∀ik, il(ik > il ⇒ qik � qil).

Здесь обозначение qik � qil содержательно понимают, что объект qik в
оговоренном смысле лучше объекта qil , т. е. задача монотонной класси-
фикации сводится к введению на множестве Q подходящего отношения
порядка �.
Без потери общности будем считать, что направление улучшения

каждого i-го объекта по каждому j-му признаку состоит в увеличении
значения aij (все признаки являются максимизируемыми).
Значения разных столбцов матрицы A могут иметь разный физи-

ческий смысл (баллы, проставленные соответствующим объектам каж-
дым экспертом, значения показателей из некоторого выбранного переч-
ня). Это приводит к вопросу нормирования показателей для приведения
их к сравнимой шкале. В литературе рассматриваются различные ме-
тоды нормирования показателей [12]. Однако, как правило, применение
одного и того же метода группового выбора при разных способах норми-
рования показателей приводит к различным упорядочениям объектов
для матрицы A. Поэтому в дальнейшем будем использовать ордина-
листский подход — предпочтения к выбору объектов не могут измерять-
ся количественно, а только сравниваться: один объект хуже или лучше
другого. В этом случае каждый столбец матрицы A - это один из спосо-
бов упорядочения объектов в порядке предпочтений соответствующего
показателя. Это позволяет перейти от значений признаков к рангам,
построенным по этим значениям: ∀j(aij ∈ {1, 2, . . . ,m}, i1 �= i2 ⇒ ai1j �=
ai2j) (предполагаем отсутствие связанных рангов). Вслед за [12] такой
подход можно считать одним из способов нормирования. Тогда каждый
j-й признак фактически задает свою перестановку объектов Bj. При-
чем, в большинстве случаев, такие перестановки для разных признаков
не являются согласованными. Поэтому требование найти окончатель-
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ное ранжирование B - это требование найти компромисс, в некотором
смысле наименее противоречащий всем признакам.

Определение 1. Назовем матрицы вида:

C =

⎛⎜⎜⎜⎝
c1 c1 . . . c1
c2 c2 . . . c2
...

...
. . .

...
cm cm . . . cm

⎞⎟⎟⎟⎠ , (1.2)

∀i, j(ci, cj ∈ {1, 2, . . . ,m}, i �= j ⇒ ci �= cj), в которых все столбцы
одинаковы, матрицами непротиворечивого ранжирования.

Очевидно, что матрицы непротиворечивого ранжирования относят-
ся к классу одноранговых матриц и являются максимально согласо-
ванными - они не требуют в групповом выборе поиска компромисса
между противоречащими по разным признакам ранжированиями. За-
метим также, что количество таких матриц при отсутствии связанных
рангов для m объектов равно m!. Используя определение 1, исходная
задача ранжирования объектов в порядке предпочтения сводится к на-
хождению для заданной матрицы A наиболее близкой к ней матрицы
непротиворечивого ранжирования C.

2. Подход к построению ранжирования объектов в порядке
предпочтения на основе матричных норм

Идея оценки близости матриц естественным образом приводит к рас-
смотрению различных матричных норм.
Пусть A — заданная оценочная матрица, ‖·‖ — некоторая матричная

норма, тогда из всего множества матриц непротиворечивого ранжи-
рования Θ, |Θ| = m! необходимо найти подмножество Ψ ⊂ Θ, такое,
что ‖f1(A,C)‖ → min, C ∈ Ψ, f1(A,C) = A − C. В качестве возможных
матричных норм, например, можно рассматривать [10]:
поэлементная Lp норма:

Lp(f1(A,C)) =

⎛⎝ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij − ci|p
⎞⎠1/p

, p = 1, 2, . . . ,∞; (2.1)

норма Lp,q:

Lp,q(f1(A,C)) =

⎛⎜⎝ m∑
i=1

⎛⎝ n∑
j=1

|aij − ci|p
⎞⎠

q
p

⎞⎟⎠
1/q

, p, q = 1, 2, . . . ,∞; (2.2)
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норма Шаттена Sp:

Sp(f1(A,C)) =

⎛⎝min{m,n}∑
i=1

σi
p

⎞⎠1/p

, p = 1, 2, . . . ,∞, (2.3)

где σi — сингулярные числа матрицы f1(A,C).
Особо отметим возможность определять меру близости матриц не

только по матричной норме их разности f1(A,C) = A − C. Например,
можно смотреть на совпадение ковариационных матриц или другие
формы:

f2(A,C) = A ·AT − C · CT (2.4)

f3(A,C) = A · CT − C ·AT (2.5)

f4(A,C) = (A · CT − C ·AT ) · (A · AT − C · CT ) (2.6)

Также имеется возможность подбирать матрицы, исходя из апостери-
орных условий, т. е. когда для некоторых оценочных матриц A1 соот-
ветствующая матрица непротиворечивого ранжирования уже известна
— C1. Тогда критерий может быть таким:

‖(A · CT −A1 · CT1 ) · (A · AT − C · CT )‖ → min (2.7)

Рассмотрим использование матричных норм для ранжирования объ-
ектов в порядке предпочтения на примере, заимствованном из [9].

Пример 1. Пусть компания из 9 человек решает, где совместно про-
вести отдых на море. Они сравнивают варианты Анталья (A), Влади-
восток (B), Сочи (C), Дубай (D) и Евпатория (E). Имеются следующие
профили предпочтений:

− один профиль: A � B � C � D � E;
− четыре профиля: C � D � B � E � A;
− один профиль: E � A � D � B � C;
− три профиля: E � A � B � D � C.
Оценочная матрица (1.1) представлена в этом случае следующей

матрицей рангов (A,B,C,D,E — первая, вторая, третья, четвертая,
пятая строки соответственно):

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
5 1 1 1 1 4 4 4 4
4 3 3 3 3 2 3 3 3
3 5 5 5 5 1 1 1 1
2 4 4 4 4 3 2 2 2
1 2 2 2 2 5 5 5 5

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Использование существующих правил дает следующие результаты:
− правило Кондорсе: победитель отсутствует, ранжирование объек-
тов по предпочтению невозможно;
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− относительное большинство: E ∼ C � A � B ∼ D;
− правило Борда: E � B ∼ C ∼ D � A;
− правило Копленда: A � B ∼ D � C � E;
− правило Симпсона: B ∼ C ∼ D ∼ E � A.
Использование различных матричных норм позволяет получить сле-

дующие результаты (для получения результата перебились все возмож-
ные матрицы (1.2), поскольку все столбцы матрицы (1.2) одинаковы, ре-
зультат записан в виде списка, соответствующего одному столбцу такой
матрицы, а также в виде интерпретации группового ранжирования):

− при L2(f1(A,C)) получаем множество возможных решений: C =
(1, 4, 3, 2, 5),C = (1, 4, 2, 3, 5), C = (1, 3, 4, 2, 5), C = (1, 3, 2, 4, 5),
C = (1, 2, 4, 3, 5), C = (1, 2, 3, 4, 5), (имеем все возможные переста-
новки объектов B,C,D, что свидетельствует об их безразличии в
предпочтении), все это соответствует групповому ранжированию
E � B ∼ C ∼ D � A, совпадающему с правилом Борда;
− при L3(f1(A,C)) получаем два возможных решения: C = (2, 5, 3,
1, 4) и C = (2, 1, 3, 5, 4), что соответствует либо групповому ран-
жированию B � E � C � A � D, либо ранжированию D � E �
C � A � B. Полученный результат свидетельствует, что лучший
и худший объекты выявить не удается — либо лучшим является
выбор «Владивосток» и худшим «Дубай», либо наоборот. При этом
следует заметить, что на первое место выбираются варианты, ко-
торые ни в одном из профилей предпочтения не были худшими.
Расчеты показывают, что дальнейшее увеличение параметра p > 3
в Lp(f1(A,C)) не меняет выбор L3(f1(A,C));
− при L2(f2(A,C)) получаем одно решение C = (1, 3, 5, 4, 2), т.е.
групповое ранжирование C � D � B � E � A, дальнейшее
увеличение параметра p > 2 в Lp(f2(A,C)) приводит к решению
C = (4, 1, 3, 2, 5) и соответственно ранжированию E � A � C �
D � B. Таким образом, при возрастании p в данном случае более
рискованной цепочке E � A отдается предпочтение;
− при S2(f1(A,C)) получаем одно решение C = (1, 3, 2, 4, 5), т.е.
групповое ранжирование E � D � B � C � A, которое при
возрастании степени p меняется; так при S10(f1(A,C)) получаем
C = (1, 5, 2, 3, 4), или ранжирование B � E � D � C � A, что
опять соответствует более осторожному предпочтению варианта
«Владивосток» перед «Евпатория»;
− при S2(f2(A,C)) получаем одно решение C = (1, 3, 5, 4, 2), что со-
ответствует наиболее частому профилю C � D � B � E � A, т. е.
в этом случае решение принимается путем выявления диктатора,
с которым согласно большинство. При p = 3 групповое ранжиро-
вание меняется на противоположное первому профилю E � D �
C � B � A, однако дальнейшее увеличение параметра p опять
возвращает к решению диктатора C � D � B � E � A.
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Из примера 1 видно, что разные матричные нормы и их парамет-
ры могут приводить к разным ранжированиям, учитывающим различ-
ные особенности предпочтений при принятии группового решения. Всё
это открывает широкие возможности для исследования связи пред-
лагаемого подхода с существующими методами, а также выявления
содержательной интерпретации получаемого ранжирования. В даль-
нейшем изложении ограничимся рассмотрением поэлементной p-нормы
при f1(A,C).

3. Анализ связи методов группового выбора на основе
матричных норм с существующими методами

В литературе [5; 9; 4] приводится множество методов формирования
группового решения. Данные методы в явном виде не используют мат-
ричные нормы. Однако анализ показывает, что получаемые с помощью
этих методов результаты совпадают с результатами, полученными на
основе матричных норм. Дадим здесь краткое описание двух таких
методов из [4].
Правило Борда. На рангах данное правило можно сформулировать

следующим образом: по каждому признаку pj каждому объекту qi вы-
ставляется балл: rj(qi) = |{ql ∈ Q : aij > alj, l �= i}|. Итоговый балл
объекта qi подсчитывается как сумма оценок по всем признакам: r(qi) =
n∑
j=1

rj(qi).

Правило ранжирования по влиянию. Правило опирается на два по-
ложения: 1) объекты, имеющие высокий ранг, имеют высокую оцен-
ку по критериям с большими весами; 2) вес критерия тем выше, чем
больше его значение для объектов с высокими рангами. Сформулиро-
ванные положения могут быть представлены в виде системы линейных
уравнений:{

ri = ai1 · ω1 + ai2 · ω2 + . . . + ain · ωn, i = 1 . . . m
ωj = a1j · r1 + a2j · r2 + . . .+ amj · rm, j = 1 . . . n

Для сходимости в первых m уравнениях элементы aij заменяют их
нормированными значениями

bij =
aij
n∑
j=1

aij

,

а в оставшихся n уравнениях производят замену на следующие норми-
рованные значения

cji =
aji
m∑
i=1

aji

,
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которые можно представить в виде соответствующих матриц B,C. То-
гда указанную систему можно записать в матричном виде:{

r = B · ω
ω = C · r

Подставляя в данной системе одно уравнение в другое, получаем
r = B · C · r, т. е. r является собственным вектором матрицы B ·
C, соответствующим максимальному собственному значению, равному
единице.
Покажем, что подобные правила в конечном итоге также связаны с

матричными нормами. Докажем, например, что результат ранжирова-
ния по правилу Борда на оценочной матрице из рангов всегда совпа-
дает с ранжированием по матричной норме Фробениуса (поэлементная
p-норма при p = 2).

Теорема 1. Пусть A — исходная оценочная матрица рангов, ‖ · ‖
— матричная норма Фробениуса, тогда 〈x1, x2, . . . , xm〉, ∀i, j(xi, xj ∈
{1, 2, . . . ,m}, i �= j ⇒ xi �= xj) — ранжирование объектов матрицы A по
предпочтению на основе нормы Фробениуса всегда совпадает с ранжи-
рованием этих объектов 〈y1, y2, . . . , ym〉, ∀i, j(yi, yj ∈ {1, 2, . . . ,m}, i �=
j ⇒ yi �= yj) по правилу Борда.

Доказательство. Согласно условию теоремы выражение:

(‖A−X‖)2 =
n∑
j=1

m∑
i=1

(aij − xi)
2

принимает минимальное из возможных значение. Для ранжирования
по правилу Борда выполняется условие:

∀i, l
⎛⎝yi > yl ⇔

n∑
j=1

aij >

n∑
j=1

alj

⎞⎠ (∗)

.
Предположим, что

n∑
j=1

m∑
i=1

(aij − xi)
2 <

n∑
j=1

m∑
i=1

(aij − yi)
2,

тогда

n∑
j=1

m∑
i=1

xi
2 − 2 ·

n∑
j=1

m∑
i=1

aij · xi <
n∑
j=1

m∑
i=1

yi
2 − 2 ·

n∑
j=1

m∑
i=1

aij · yi

Известия Иркутского государственного университета.
2016. Т. 18. Серия «Математика». С. 3–20
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Поскольку xi, yi ∈ {1, 2, . . . ,m}, то
n∑
j=1

m∑
i=1

xi
2 =

n∑
j=1

m∑
i=1

yi
2, поэтому

должно выполняться:

n∑
j=1

m∑
i=1

aij · xi >
n∑
j=1

m∑
i=1

aij · yi

или
m∑
i=1

xi ·
n∑
j=1

aij >
m∑
i=1

yi ·
n∑
j=1

aij.

Однако, в силу условия (*) и перестановочного неравенства, выра-

жение
m∑
i=1

yi ·
n∑
j=1

aij принимает максимальное значение на всех возмож-

ных перестановках чисел из множества {1, 2, . . . ,m}, поэтому возможно
только ∀i(xi = yi) - сортировка Борда совпадает с сортировкой по норме
Фробениуса.

Рассмотрим теперь подробнее правило ранжирования по влиянию.
В случае ∀j(aij ∈ {1, 2, . . . ,m}, i1 �= i2 ⇒ ai1j �= ai2j) в выражении

cji =
aji
m∑

i=1
aji

знаменатель всегда одно и тоже число:
m∑
i=1

aji = m·(m+1)
2 .

Поэтому C = 2
m·(m+1) · AT . Заметим также, что матрица B являет-

ся некотором изменением от исходной матрицы A. Таким образом, в
правиле ранжирования по влиянию рассматривается нахождение соб-
ственных векторов от некоторой модификации произведения матриц
A · AT , т.е. данное правило связано с сингулярным разложением мат-
рицы A. Центральное место здесь занимает теорема Эккарта – Янга
[11]: если Y есть сингулярное разложение матрицы A, т.е.

Y = s1 · u1 · v1T + . . . + sp · up · vpT , p ≤ rank(A),

то Y есть наилучшее приближение матрицы A среди всех матриц ранга
p по норме Фробениуса ‖A− Y ‖2 → min (здесь si - i-е собственное
значение матрицы A · AT , ui, vi — её i-й левый и правый собственные
векторы).
Если рассматривать матрицу Y единичного ранга, то

Y1 = s1 · u1 · v1T = u1 · uT1 ·A
может быть однозначно сопоставлена с некоторой матрицей непротиво-
речивого ранжирования. Действительно, так как Y1 является матрицей
единичного ранга, то все ее столбцы линейно зависимы, а значит ран-
жирования, которые дает каждый столбец матрицы Y1, одинаковы и со-
ответствуют некоторой матрице непротиворечивого ранжирования C1.
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А поскольку по теореме Эккарта-Янга ‖A−Y1‖2 → min, то ‖A−C1‖2 →
min на множестве матриц непротиворечивого ранжирования.

4. Исследование отличий в ранжировании при различных
параметрах матричных норм

При доказательстве теоремы 1 было показано, что нахождение ми-
нимума матричной нормы Фробениуса ‖A− C‖2 → min, C ∈ Ψ факти-
чески эквивалентно решению следующей оптимизационной задачи:

n∑
j=1

m∑
i=1

aij · xi → max,∀i, j(xi, xj ∈ {1, 2, . . . ,m}, i �= j ⇒ xi �= xj),

в которой согласно перестановочному неравенству максимум достигает-
ся при максимальном совпадении aij и xi. Рассмотрим, как различаются
ранжирования в случае других параметров матричных норм. Проведем
анализ различий для класса поэлементных p-норм на примере.

Пример 2. Пусть дана исходная оценочная матрица:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 5 3 4 1
1 4 4 3 4
3 2 2 5 2
4 1 5 1 3
5 3 1 2 5

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
при p = 1 получаем множество ранжирований из одного элемента:

{(3, 4, 2, 1, 5)}
при p = 2 получаем следующее множество ранжирований:

{(3, 5, 2, 1, 4), (3, 5, 1, 2, 4), (3, 4, 2, 1, 5), (3, 4, 1, 2, 5)}
при p = 3 опять получаем множество ранжирований из одного элемен-
та:

{(3, 5, 1, 2, 4)}
при p = 4, 5, . . . , 100 результат также из одного, но другого элемента:

{(3, 1, 5, 2, 4)}
при p > 100 множество окончательных ранжирований состоит из двух
элементов:

{(4, 1, 5, 2, 3), (2, 1, 5, 3, 4)}

Известия Иркутского государственного университета.
2016. Т. 18. Серия «Математика». С. 3–20
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Полученные результаты примера 2 при p = 2 согласуются, как бы-
ло показано, с правилом Борда: сумма рангов объектов представлена
вектором (15, 16, 14, 14, 16). Таким образом, 2-й, 5-й объекты наиболее
предпочтительны (при p = 2 им присваивается наибольший приоритет -
в разных комбинациях 4, 5), 3-й, 4-й объекты наименее предпочтитель-
ны (им присваиваются наименьшие приоритеты 1, 2). С дальнейшим
ростом p вплоть до p = 100 множество ранжирований остается устой-
чивым и состоит из одного элемента. Наконец, при p > 100 порождает-
ся множество окончательных ранжирований, в котором относительно
p = 2, 3 ранжирование меняется почти на противоположное: наиболее
предпочтительный 2-й объект становится худшим, а наименее предпо-
чтительный 3-й объект становится лучшим. Дальнейшие расчеты для
матрицы в примере также показывают, что при p > 100 окончательное
ранжирование уже не меняется и остается таким же, как для p = 101
(проверено численно вплоть до p = 5000). Это позволяет предположить,
что всегда, начиная с некоторой степени, множество окончательных
ранжирований уменьшается до некоторого фиксированного множества,
которое при последующем увеличении степени уже не меняется.
Докажем соответствующую теорему.

Теорема 2. Для любой оценочной матрицы A из рангов и поэлемент-
ной p-нормы ‖ · ‖p, начиная с некоторого d, имеем:

∀p1, p2(d < p1 < p2, ‖A− C1‖p1 → min, C1 ∈ Ψ1,

‖A− C2‖p2 → min, C2 ∈ Ψ2)

⇒ (Ψ1 = Ψ2),

где Ψ1,Ψ2 — подмножества подходящих матриц непротиворечивого
ранжирования.

Доказательство. Имеем

(
‖A− C‖p

)p
=

n∑
j=1

m∑
i=1

|aij − ci|p → min,

.
|aij − ci| ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , (m− 1)},

n∑
j=1

m∑
i=1

|aij − ci|p=w0·0p+w1·1p+w2·2p+. . .+wm−1·(m−1)p,
m−1∑
i=0

wi= m·n.

Пусть wl �= 0 — коэффициент при lp, причем все остальные коэф-
фициенты равны нулю: ∀r > l(wr = 0). Поскольку каждый элемент
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wl ограничен, т.к.
m−1∑
i=1

wi = m · n, то, начиная с некоторой степени d1,
можно обеспечить, чтобы всё выражение

w0 · 0d1
ld1

+
w1 · 1d1
ld1

+
w2 · 2d1
ld1

+ . . . +
wl−1 · (l − 1)d1

ld1
� 1.

Тогда достижение минимума выражения
n∑
j=1

m∑
i=1

|aij−ci|p= ld1 ·
(
w1 · 1d1
ld1

+
w2 · 2d1
ld1

+ . . .+
wl−1 · (l − 1)d1

ld1
+ wl

)
,

начиная с некоторого d1, определяется только минимально возможным
коэффициентом wl при l. Пусть теперь для некоторых зафиксирован-
ных d1, l, wl имеется несколько различных выражений w0 ·0d1+w1 ·1d1+
w2 ·2d1 + . . .+wl−1 · (l−1)d1 , дающих для зафиксированного d1 несколь-
ко различных значений. Тогда аналогично увеличением степени до d2
добиваемся, чтобы достижение минимума определялось только мини-
мально возможным коэффициентом wl−1. Повторяя подобные рассуж-
дения, приходим к выводу, что начиная с некоторой степени d > d2 > d1
существует единственный набор коэффициентов {w0, w1, w2, . . . , wm−1}
доставляющих при всех p > d минимум выражения
n∑
j=1

m∑
i=1

|aij − ci|p = w0 · 0p+w1 · 1p+w2 · 2p+ . . .+wm−1 · (m− 1)p → min,

m−1∑
i=1

wi = m · n.
Для завершения доказательства теоремы заметим, что поскольку

набор {w0, w1, w2, . . . , wm−1} не меняется при увеличении степени мат-
ричной нормы, начиная с некоторой степени p, то если C1 (которо-
му соответствует набор {w0, w1, w2, . . . , wm−1}) является решением для
‖A−C1‖p→min, то оно является решением и для ‖A− C1‖p+1 → min .

Замечание 1. Рассмотренный пример, а также идея доказательства
теоремы приводят к выводу, что при увеличении степени в выражении

n∑
j=1

m∑
i=1

|aij−ci|p→min

существенно возрастаютштрафы от больших отклонений подбираемых
ci к aij. Поэтому при увеличении степени предлагаемые ранжирова-
ния можно часто трактовать как более сбалансированные. Тогда окон-
чательные ранжирования (которые уже не меняются при увеличении
степени) становятся наиболее сбалансированным. Назовём такие ран-
жирования сбалансированными ранжированиями.

Известия Иркутского государственного университета.
2016. Т. 18. Серия «Математика». С. 3–20
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5. Анализ направлений использования сбалансированных
ранжирований

Результаты, представленные в примере 2, приводят к выводу о воз-
можных существенных отличиях ранжирования по правилу Борда, син-
гулярному разложению оценочной матрицы от введенного сбалансиро-
ванного ранжирования, и ставят вопрос о направлениях возможного
использования каждого из них. Для ответа на этот вопрос, введем по-
нятие функции потерь G(x, y), где x, y — некоторые ранжирования
объектов из множества Q. Пусть xi - ранжирование объектов множества
Q, полученное i-м методом группового выбора, yj - ранжирование объ-
ектов, совпадающее с j-м столбцом оценочной матрицы A (j-й столбец
— диктатор). Тогда ранжирование x0 будем считать лучшим, если оно
удовлетворяет соотношению:

x0 = arg

(
min
xi

max
yj

G(xi, yj)

)
(5.1)

Рассмотрим эволюцию стратегий группового выбора, удовлетворя-
ющих выражению (5.1), для разных параметров возможной функции
потерь на основе оценочной матрицы примера 2. Пусть для этого xi бу-
дет принимать все возможные перестановки m объектов (т. е. реализуем
полный перебор всех возможных методов ранжирования), из матрицы
A подбираем такой столбец ранжирований yj,который обеспечивал бы
для заданного xi максимально возможное значение функции потерь:
G(xi, yj) → max. Согласно (5.1) из всех полученных значений G(xi, yj)
выбираем минимальное значение, соответствующее ему xi = x0 призна-
ется лучшим ранжированием для заданной функции потерь. В качестве
функции потерь при различных значениях p используем:

G(x, y, p) = ln

(
m∑
i=1

p|xi−yi|
)

(5.2)

Ясно, что увеличение p позволяет учесть нелинейный рост штрафов от
сильного отклонения векторов x, y. Результаты расчета для примера
2 представлены на рисунке 1. Для сопоставимости потерь при разных
p = 1.1, 2, 1000, 10000 использованы нормированные значения функции
потерь для каждого из 120 ранжирований примера 2:

G(x, y, p) =
G(x, y, p)−Gmin(x, y, p)

Gmax(x, y, p)−Gmin(x, y, p)

.
На рисунке 1 выделены ранжирования при G(x, y, p) = 0 для раз-

ных значений p. Как видно из полученных результатов, при малых
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Рис. 1. Результаты расчета потерь при ранжировании

значениях p = 1.1 минимальное значение функции потерь (5.2) обеспе-
чивает ранжирование (3, 4, 2, 1, 5), что, как видно из примера 2, совпа-
дает с ранжированием на основе поэлементной матричной нормы при
p = 1. Небольшое увеличение до p = 2 приводит к ранжированиям
(1, 5, 3, 2, 4), (5, 3, 1, 2, 4), что отличается от рекомендуемого ранжирова-
ния (3, 5, 1, 2, 4) на основе матричной нормы при p = 2, 3. Хотя, как
видно из рисунка 1, ранжирование (3, 5, 1, 2, 4) также имеет низкое зна-
чение функции потерь, но не минимальное из возможных. Дальней-
шее увеличение p до 1000 в (5.2) позволяет выделить ранжирования
(2, 1, 5, 3, 4), (4, 1, 5, 2, 3), которые рекомендуются поэлементной матрич-
ной нормой при p > 101. Причем, как видно из рис. 1, эти ранжиро-
вания сохраняются и при последующем увеличении p до 10 000. Все
это позволяет выдвинуть тезис: сбалансированные ранжирования, по-
лучаемые нелинейным ростом штрафов на отклонения ранжирования
групповым методом от возможного реализованного в действительно-
сти ранжирования, устойчивы на широком наборе функций потерь и
значений их параметров.
Исходя из данного тезиса, принимать решения, ориентируясь на сба-

лансированные ранжирования, во многих случаях оказывается выгод-
нее. Однако нахождение таких ранжирований полным перебором всех
m! объектов является неприемлемым.

Известия Иркутского государственного университета.
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В теореме 1 доказано совпадение ранжирования по правилу Борда
с ранжированием по норме Фробениуса. С другой стороны, ранжи-
рование по правилу Борда совпадает с ранжированием по среднему
арифметическому рангов для каждого объекта. Известно, что среднее
арифметическое c минимизирует векторную норму:

m∑
i=1

|ai − c|2 → min (5.3)

Заметим, что выражение (5.3) является одномерным вариантом вы-
ражения ‖A− C‖ → min при p = 2, используемого в теореме 2. Таким
образом, можно утверждать, что существует такое c:

∀p :
m∑
i=1

|ai − c|p → min (5.4)

Более того, согласно теореме 2, с ростом p такое значение c перестает
существенно меняться. В связи с наличием в выражении (5.4) функции
модуля аналитические решения достаточно просто получаются только
для четных p. Соответственно, действительный корень данного урав-
нения можно считать еще одной формой среднего, а округление этого
значения — значением c для ранговых оценочных матриц.
В предельном случае в выражении (5.4) при p → ∞ решение соот-

ветствует

c =
max{ai}+min{ai}

2
(5.5)

Все это дает возможность находить приближения к матрице непроти-
воречивого ранжирования при сбалансированном ранжировании. Для
этого следует находить значение (5.5) построчно для оценочной мат-
рицы. Тогда матрица, заполненная построчно этими средними, будет
приближением к матрице непротиворечивого ранжирования при сба-
лансированном ранжировании.
В заключение для демонстрации выгод, получаемых от сбалансиро-

ванного ранжирования, рассмотрим пример решения следующей зада-
чи [8; 7]:
«Имеется 2009 мешочков с 1, 2, 3,..., 2008 и 2009 монетами. Каждый

день разрешается взять из одного или нескольких мешочков по одина-
ковому числу монет. За какое минимальное число дней можно взять все
монеты?»
Один из подходов к решению данной задачи — это представление

всех чисел последовательности 1, 2, 3, . . . , 2008, 2009 в двоичной системе
счисления. Задача будем решена, если из всех разрядов этих чисел пу-
тем вынимания нужного количества монет убрать все единицы. Тогда
ясно, что верхнее ограничение количества дней, за которое это можно
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сделать равняется количеству разрядов самого большого числа в стати-
стической совокупности: �log2 max{ai}�. Это доставляет одно решение:
[1024, 512, 256, 128, 64, 32, 16, 8, 4, 2, 1] (данная запись означает: первый
день необходимо вынуть 1024 монеты из всех мешков, из которых это
возможно, второй день — 512 монет и т.д.).
С другой стороны, поскольку в равномерном распределении монет

по мешкам (в каждом мешке содержится одинаковое количество монет)
требование задачи можно удовлетворить за один день, то стратегия
может заключаться в выравнивании распределения монет по мешкам
в ходе очередного вынимания монет. В этом случае необходимо выби-
рать типичного представителя статистической совокупности 1, 2, 3, ...,
2008, 2009. Если для определения типичного представителя использо-
вать среднее арифметическое, и вынимать каждый день количество
монет, соответствующее округленному в большую сторону среднему
арифметическому из оставшихся монет, то это доставляет следующее
решение: [1005, 502, 251, 126, 63, 31, 16, 8, 4, 2, 1]. Аналогичное решение
получается, если в качестве типичного представителя взять среднее по
формуле (5.5),т.е. при такой статистической совокупности эти средние
совпадают. Однако для других статистических совокупностей это ока-
зывается неверным. В качестве контрпримера рассмотрим следующую
статистическую совокупность: a = [2, 6, 9, 15, 22, 23, 25, 27, 32, 33, 34,
35, 41, 44, 46, 47, 48, 52, 57, 59, 63, 65, 67, 70, 73, 76, 79, 83, 89, 93, 95, 97,
99, 103, 105, 107, 108, 109, 110, 111, 115, 118, 119, 120]. Использование
среднего арифметического дает следующее решение: [67, 34, 17, 9, 4, 2,
1, 1], т. е. за 8 дней, что хуже известного тривиального ограничения:
�log2 max{ai}� = �log2 120� = 7
Использование среднего по формуле (5.5) позволяет получить реше-

ние по верхнему ограничению в 7 дней: [61, 31, 14, 7, 4, 2, 1]. Кроме того,
следует указать на еще одно экстремальное свойство полученного ре-
шения: сумма значений 61+31+14+7+2+1=120 является минимальной
из возможных (действительно, иначе невозможно вынуть все монеты
из мешка со 120 монетами).
Таким образом, использование в качестве среднего значения величи-

ны, доставляющей минимум (5.4) при достаточно большом p, позволя-
ет в ряде случаев выбирать выигрышную стратегию. Экстремальные
свойства таких средних можно использовать для дальнейшего обос-
нования эффективности методов группового выбора, построенных на
основе сбалансированного ранжирования.
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Y. N. Artamonov
Group Choice Using Matrix Norms

Abstract. The article describes the approach to the construction of methods of
the group choice and ranking of objects in order of preference, based on the minimizing
the deviation of the matrix, characterizing objects (of an evaluation matrix) from some
peer matrix, the columns of which are the same (the matrix of consistent ranking). To
evaluate the deviation is proposed to use matrix norms: p-norm, p-q norm, Schatten
norm based on the difference of evaluation and peer matrix, on the difference of their
covariances matrix, as well as on other forms. It is proved that the ranking, obtained
by minimizing the difference between the evaluation matrix of ranks and matrix of
consistent ranking by the Frobenius matrix norm coincides with the ranking obtained by
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evaluation matrix of the ranks by the Borda rule. It is considered the connection between
matrix of consistent ranking, obtained by the Frobenius matrix norm with peer matrix
in the singular decomposition of an evaluation matrix and related results of ranking by
influence method. For matrix p-norm is proved that under sufficiently large exponent
matrix norm the set of rankings, that give the minimum of this matrix norms from
the difference between the evaluation matrix and a matrix consistent ranking, becomes
stable - does not change during the subsequent increase in the degree (the results of this
a ranking are called balanced ranking). The examples show that balanced ranking gives
the minimum losses under non-linear increase of penalties from mismatches ranking with
actually realized ranking.

Keywords: monotonic classification, rank scale, matrix norm, Eckart – Young the-
orem, low-rank matrix, Borda count, ranking of the influence.
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