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Аннотация. Рассматривается выпуклая линейно-квадратичная задача в классе ме-
тодов нелокального спуска. Проводится обоснование единственности решений фазо-
вой и сопряженной систем на максимизирующем управлении. Доказываются утвер-
ждения о сходимости итерационных методов по функционалу.
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1. Постановка задачи. Необходимые соотношения

Пусть t ∈ T = [t0, t1] — независимая переменная (время), x(t) =
= (x1(t), ..., xn(t)) — вектор-функция фазовых переменных (состояние),
u(t) — управляющая функция (управление.)
Рассмотрим задачу минимизации квадратичного функционала

Φ(u) = 〈c, x(t1)〉+ 1

2
〈x(t1),Dx(t1)〉+

+
1

2

∫
T
(〈x(t), Q(t)x(t)〉 + u2(t))dt (1.1)

на множестве допустимых управлений

V = {u(·) ∈ PC(T ) : u(t) ∈ [u−, u+], t ∈ T} (1.2)
∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №11–01–00713.
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относительно линейной системы

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x(t0) = x0. (1.3)

Предположим, что в функционале (1.1) симметричные матрицы D,
Q(t) неотрицательно определены, матричная функция A(t), вектор-
функция b(t) в фазовой системе (1.3) и матричная функция Q(t) в
(1.1) непрерывны на отрезке T . Класс допустимых управлений (1.2)
образуют кусочно-непрерывные функции u(t), t ∈ T с двусторонним
ограничением.
Соотношения (1.1)-(1.3) определяют задачу (Р). Это выпуклая ли-

нейно-квадратичная задача оптимального управления, в которой прин-
цип максимума является необходимым и достаточным условием оп-
тимальности [4]. В рамках численного решения этой задачи наиболее
эффективные методы носят нелокальный характер (отсутствие пара-
метрического поиска) и связаны с точными формулами приращения
функционала [1, 6] или достаточными условиями оптимальности [2, 5].
В данной работе получены результаты по обоснованию корректности

процедур улучшения и сходимости соответствующих методов. Харак-
терно, что в рассматриваемом случае задача на максимум функции
Понтрягина эквивалентна операции проецирования. В результате появ-
ляются условия Липшица, что гарантирует существование и единствен-
ность глобальных решений фазовой и сопряженной систем для мак-
симизирующего управления. Доказывается, что итерационные методы
(прямой и двойственный) порождают минимизирующие последователь-
ности управлений. В результате комбинации методов получена итого-
вая итерационная схема, которая по затратам на каждое улучшение
(одна задача Коши) представляется наиболее эффективным средством
численного решения задачи (Р).
Приведем необходимые конструкции для задачи (Р). Функция Понт-

рягина

H(ψ, x, u, t) = 〈ψ, A(t)x+ b(t)u〉 − 1

2
〈x, Q(t)x〉 − 1

2
u2

является строго вогнутой по переменной u, поэтому задача на максимум

〈ψ, b(t)〉u− 1

2
u2 → max, u ∈ [u−, u+]

имеет единственное решение

u∗(ψ, t) =

⎧⎨⎩ 〈ψ, b(t)〉, 〈ψ, b(t)〉 ∈ [u−, u+],
u−, 〈ψ, b(t)〉 < u−,
u+, 〈ψ, b(t)〉 > u+.

Пусть π(·) — функция проецирования на [u−, u+]. Тогда максимизи-
рующее управление представляется в форме проекции

u∗(ψ, t) = π(〈ψ, b(t)〉), ψ ∈ Rn, t ∈ T.
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На основании известного свойства операции проецирования функция
u∗(ψ, t) удовлетворяет условию Липшица по переменной ψ на множестве
Rn × T.
Пусть u(t), v(t), t ∈ T — допустимые управления, x(t, u), x(t, v) —

соответствующие фазовые траектории.
Определим вектор-функцию ψ(t, u), t ∈ T как решение первой со-

пряженной системы

ψ̇ = −A(t)Tψ +Q(t)x(t, u), ψ(t1) = −c−Dx(t1, u). (1.4)

В силу выпуклости задачи (Р) имеет место оценка для приращения
функционала

"vΦ(u) ≥ −
∫
T
"v(t)H(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t)dt,

в которой "vH обозначает частное приращение функции H по управ-
лению.
Поскольку функция H является вогнутой по u, то выполняется нера-

венство

"v(t)H(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t) ≤ Hu(ψ(t, u), u(t), t)(v(t) − u(t)), t ∈ T.
Таким образом, в задаче (Р) принцип максимума и его дифференци-

альный вариант эквивалентны и справедлива оценка приращения

"vΦ(u) ≥ −
∫
T
Hu(ψ(t, u), u(t), t)(v(t) − u(t))dt. (1.5)

Приведем точные формулы приращения функционала в задаче (Р),
которые являются основой для построения минимизирующих последо-
вательностей управлений [6].
Введем в рассмотрение вторую сопряженную систему (матричную)

Ψ̇ = −A(t)TΨ−ΨA(t) +Q(t), Ψ(t1) = −D
с решением Ψ(t).
Первая формула представляется в виде

"vΦ(u) = −
∫
T
"v(t)H(p(t, u, x(t, v)), x(t, v), u(t), t)dt, (1.6)

где вектор-функция p определяется выражением

p(t, u, x) = ψ(t, u) + Ψ(t)(x− x(t, u)). (1.7)

Вторая формула получается с помощью перестановки u и v

"vΦ(u) = −
∫
T
"v(t)H(p(t, v, x(t, u)), x(t, u), u(t), t)dt, (1.8)



92 В. А. СРОЧКО, Е. В. АКСЕНЮШКИНА

причем вектор-функция p(t, v, x(t, u)) удовлетворяет дифференциаль-
ной системе

ṗ = −A(t)T p+Q(t)x(t, u) −Ψ(t)b(t)(v(t) − u(t)), p(t1) = ψ(t1, u).

2. Процедуры улучшения. Обоснование

Возьмем за основу формулу приращения (1.5) и представим
первую процедуру улучшения:
1) по данному допустимому процессу (u(t), x(t, u)) найдем решение

ψ(t, u), t ∈ T сопряженной системы (1.4);
2) образуем вектор-функцию p(t, u, x) согласно выражению (1.7) и

сформируем вспомогательное управление

v∗(x, t) = u∗(p(t, u, x), t), x ∈ Rn, t ∈ T ;
3) найдем решение x(t), t ∈ T фазовой системы

ẋ = A(t)x+ b(t)v∗(x, t), x(t0) = x0. (2.1)

вместе с управлением v(t) = v∗(x(t), t).
Поскольку x(t) = x(t, v), то получаем допустимый процесс (v(t),

x(t, v)). Переход u ⇒ v согласно описанной схеме обозначим в опера-
торной форме: v = P1(u).
Проведем обоснование этой процедуры. Прежде всего проверим кор-

ректность задачи Коши (2.1). Для функции v∗(x, t) с учетом определе-
ния и свойства операции проецирования имеем

|v∗(x+"x, t)− v∗(x, t)| = |π(〈p(t, u, x +"x), b(t)〉)−

−π(〈p(t, u, x), b(t)〉)| ≤ |〈p(t, u, x +"x)− p(t, u, x), b(t)〉| =
= |〈Ψ(t)" x, b(t)〉| ≤ L ‖ "x ‖ .

Здесь
L = max

t∈T
‖ Ψ(t)b(t) ‖, x, x+"x ∈ Rn, t ∈ T.

Таким образом, функция v∗(x, t) удовлетворяет условию Липшица
по переменной x на множестве Rn × T. Следовательно, это условие
справедливо для вектор-функции f(x, t) = A(t)x + b(t)v∗(x, t). На ос-
новании известной теоремы [3] заключаем, что решение x(t) системы
(2.1) существует и единственно на T.
Проведем обоснование свойства улучшения по функционалу: Φ(v) ≤

Φ(u).
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Согласно определению функции H имеем

Hu(ψ, u, t) = 〈ψ, b(t)〉 − u, Huu = −1.
Управление v = P1(u) определяется проекционным условием

v(t) = π(〈p(t, u, x(t, v)), b(t)〉),
что эквивалентно неравенству

(v(t)− 〈p(t, u, x(t, v)), b(t)〉)(v(t) − w) ≤ 0, w ∈ [u−, u+], t ∈ T.
Полагая здесь w = u(t) и учитывая формулу для Hu, получаем

Hu(p(t, u, x(t, v)), v(t), t)(u(t) − v(t)) ≤ 0, t ∈ T.
С учетом формулы приращения (1.6) для v = P1(u) имеем

"vΦ(u) =

∫
T
"u(t)H(p(t, u, x(t, v)), x(t, v), v(t), t)dt =

=

∫
T
Hu(p(t, u, x(t, v)), v(t), t)(u(t) − v(t))dt − 1

2

∫
T
(u(t)− v(t))2dt.

В результате получаем оценку улучшения по функционалу для про-
цедуры v = P1(u)

Φ(v)− Φ(u) ≤ −1

2

∫
T
(v(t)− u(t))2dt. (2.2)

Отсюда следует: Φ(v) = Φ(u)⇒ v = u.
Равенство v(t) = u(t), t ∈ T означает, что управление u(t) является

оптимальным в задаче (Р).
Действительно, в этом случае

p(t, u, x(t, v)) = p(t, u, x(t, u)) = ψ(t, u).

Тогда управление u(t) удовлетворяет принципу максимума: u(t) =
= u∗(ψ(t, u), t), t ∈ T, то есть является оптимальным.
Из оценки (2.2) следует, что процедура v = P1(u) улучшает любое

неоптимальное управление u ∈ V.
В заключение сформулируем критерий оптимальности в задаче (Р)

на основе первой процедуры улучшения.

Теорема 1. Для оптимальности управления u ∈ V в задаче (Р)
необходимо и достаточно, чтобы Φ(u) = Φ(v), где v = P1(u).

Следствие 1. Величина δ1(u) = Φ(u) − Φ(v) является невязкой оп-
тимальности для управления u ∈ V в задаче (Р).
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Замечание 1. Трудоемкость реализации процедуры — две векторные
задачи Коши: поиск ψ(t, u), x(t, v).

Возьмем за основу альтернативную формулу приращения (1.8) и
опишем вторую процедуру улучшения:
1) по данному управлению u ∈ V найдем решение x(t, u) фазовой

системы (1.3);
2) найдем решение p(t), t ∈ T задачи Коши

ṗ = −A(t)T p+Q(t)x(t, u)−Ψ(t)b(t)(u∗(p, t)− u(t)), (2.3)

p(t1) = −c−Dx(t1, u)
вместе с управлением v(t) = u∗(p(t), t), t ∈ T.
Переход u ⇒ v согласно данной схеме обозначим: v = P2(u). Отме-

тим, что в обозначениях (1.8) p(t) = p(t, v, x(t, u)).
Обоснование представленной процедуры проводится вполне анало-

гично предыдущему. Функция u∗(p, t) = π(〈p, b(t)〉) удовлетворяет усло-
вию Липшица по переменной p на множестве Rn × T. Следовательно,
правая часть p — системы обладает этим свойством, т. е. решение p(t)
задачи Коши (2.3) существует и единственно на T .
Обоснуем свойство улучшения. Управление v = P2(u) определяется

условием

v(t) = u∗(p(t, v, x(t, u)), t) = π(〈p(t, v, x(t, u)), b(t)〉),
что приводит к неравенству

Hu(p(t, v, x(t, u)), v(t), t)(u(t) − v(t)) ≤ 0, t ∈ T.
На основании формулы приращения (1.8) получаем оценку улуч-

шения по функционалу для процедуры v = P2(u) в виде неравенства
(2.2).
Дальнейшие заключения сохраняются с естественным изменением в

обозначениях.

3. Первый метод последовательных приближений

Итерационный метод на основе первой процедуры улучшения
формулируется элементарно

uk+1 = P1(u
k), k = 0, 1, ...

Здесь uk(·) ∈ V, xk(t) = x(t, uk), ψk(t) = ψ(t, uk)(входная информация).
Согласно свойству процедуры на выходе имеем:

uk+1(t) = u∗(pk+1(t), t), xk+1(t) = x(t, uk+1),
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pk+1(t) = ψk(t) + Ψ(t)(xk+1(t)− xk(t)), t ∈ T.
Оценка улучшения по функционалу представляется неравенством

Φ(uk)− Φ(uk+1) ≥ 1

2

∫
T
(uk(t)− uk+1(t))2dt, (3.1)

невязка оптимальности есть величина приращения δ1(u
k) = Φ(uk)−

−Φ(uk+1).
Поскольку функционал Φ(u) ограничен снизу на V и последователь-

ность {Φ(uk)} монотонно убывает, то имеет место сходимость по невязке
оптимальности: δ1(uk)→ 0, k →∞.
Докажем основной результат, что последовательность {uk} является

минимизирующей, то есть Φ(uk)→ Φ(u∗), k →∞, где u∗ - оптимальное
управление.
В соответствии с методом имеем

uk+1(t) = π(uk(t) +Hu(p
k+1(t), uk(t), t)), t ∈ T. (3.2)

Воспользуемся свойством проекции

(uk+1(t)− uk(t)−Hu(p
k+1(t), uk(t), t))(uk+1(t)− w) ≤ 0, (3.3)

w ∈ [u−, u+].

Отсюда получаем неравенство

Hu(p
k+1(t), uk(t), t))(w−uk+1(t)) ≤ (uk+1(t)−uk(t))(w−uk+1(t)). (3.4)

Поскольку

Hu(p
k+1(t), uk(t), t)) = Hu(ψ

k(t), uk(t), t)) + 〈Ψ(t)(xk+1(t)− xk(t)), b(t)〉,
то предыдущее неравенство принимает вид

Hu(ψ
k(t), uk(t), t))(w − uk+1(t)) ≤ (uk+1(t)− uk(t))(w − uk+1(t))+

+〈Ψ(t)(xk+1(t)− xk(t)), b(t)〉(uk+1(t)− w), (3.5)

w ∈ [u−, u+], t ∈ T.
Далее, обратимся к оценке (1.5). Представим ее в виде

Φ(u)− Φ(v) ≤
∫
T
Hu(ψ(t, u), u(t), t)(v(t) − u(t))dt. (3.6)

Положим здесь u = uk, v = u∗ и воспользуемся представлением

u∗(t)− uk(t) = (u∗(t)− uk+1(t)) + (uk+1(t)− uk(t)).
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Тогда

Φ(uk)− Φ(u∗) ≤
∫
T
Hu(ψ

k(t), uk(t), t)(u∗(t)− uk+1(t))dt+

+

∫
T
Hu(ψ

k(t), uk(t), t)(uk+1(t)− uk(t))dt.

С учетом неравенства (3.5) при w = u∗(t) приходим к следующей
оценке приращения

Φ(uk)− Φ(u∗) ≤
∫
T
(u∗(t)− uk+1(t))(uk+1(t)− uk(t))dt+

+

∫
T
〈Ψ(t)(xk+1(t)− xk(t)), b(t)〉(uk+1(t)− u∗(t))dt+

+

∫
T
Hu(ψ

k(t), uk(t), t)(uk+1(t)− uk(t))dt.

Рассмотрим приращение yk(t) = xk+1(t) − xk(t). В силу фазовой
системы получаем

ẏk(t) = A(t)yk(t) + b(t)(uk+1(t)− uk(t)), yk(t0) = 0.

По формуле Коши

yk(t) = F (t)

∫ t

t0

F−1(τ)b(τ)(uk+1(τ)− uk(τ))dτ,

где F (t) - фундаментальная матрица: Ḟ = A(t)F, F (t0) = E.
Следовательно, имеет место оценка фазового приращения (вектор-

ная и матричная нормы согласованы)

‖ yk(t) ‖≤‖ F (t) ‖
∫
T
‖ F−1(t) ‖‖ b(t) ‖ |uk+1(t)− uk(t)|dt ≤

≤ C1

∫
T
|uk+1(t)− uk(t)|dt.

Кроме того, используем оценки ограниченности, не зависящие от
номера k:

|uk+1(t)− u∗(t)| ≤ |u+ − u−|,
‖ xk(t) ‖≤ C2, ‖ ψk(t) ‖≤ C3, t ∈ T.

Отсюда

|Hu(ψ
k(t), uk(t), t)| ≤‖ ψk(t) ‖‖ b(t) ‖ +|uk(t)| ≤ C4, t ∈ T.
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В результате приходим к следующему неравенству для приращения
функционала

Φ(uk)− Φ(u∗) ≤ C

∫
T
|uk+1(t)− uk(t)|dt.

С учетом известного неравенства∫ t1

t0

|u(t)|dt ≤ √t1 − t0(
∫ t1

t0

u2(t)dt)
1
2

вместе с (3.1) получаем итоговую оценку приращения функционала

Φ(uk)− Φ(u∗) ≤
√

2(t1 − t0)C(Φ(uk)− Φ(uk+1))
1
2 = c1δ1(u

k)
1
2

В результате приходим к утверждению о сходимости.

Теорема 2. Итерационный метод uk+1 = P1(u
k), k = 0, 1, ... порож-

дает минимизирующую последовательность управлений.

Замечание 2. Условие остановки метода можно сформулировать в
виде неравенства для невязки оптимальности: δ1(uk) ≤ ε. Вычисли-
тельные затраты на итерацию — две задачи Коши

4. Второй метод последовательных приближений

Определим итерационный метод на основе второй процедуры
улучшения: uk+1 = P2(u

k), k = 0, 1, ...
Согласно построению uk+1(t) = u∗(pk+1(t), t), где pk+1(t) — решение

системы

ṗ = −A(t)T p+Q(t)xk(t)−Ψ(t)b(t)(u∗(p, t)− uk(t)),
p(t1) = −c−Dxk(t1).

Альтернативное выражение для pk+1(t) имеет вид

pk+1(t) = p(t, uk+1(t), xk(t)) = ψk+1(t) + Ψ(t)(xk(t)− xk+1(t)). (4.1)

Свойства метода (оценка улучшения функционала, невязка опти-
мальности, сходимость по невязке) полностью идентичны характери-
стикам первого метода.
Докажем, что последовательность {uk} является минимизирующей.
Соотношения (3.2)-(3.4) первого метода сохраняются. В соответствии

с формулой (4.1) неравенство (3.5) изменяется следующим образом

Hu(ψ
k+1(t), uk(t), t)(w − uk+1(t)) ≤ (uk+1(t)− uk(t))(w − uk+1(t))+
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+〈Ψ(t)(xk+1(t)− xk(t)), b(t)〉(w − uk+1(t)), (4.2)

w ∈ [u−, u+], t ∈ T.
Неравенство (3.6) рассмотрим для u = uk+1, v = u∗

Φ(uk+1)−Φ(u∗) ≤
∫
T
Hu(ψ

k+1(t), uk+1(t), t)(u∗(t)− uk+1(t))dt.

Поскольку Hu(ψ, u, t) = 〈ψ, b(t)〉 − u, то справедливо представление
Hu(ψ

k+1(t), uk+1(t), t) = Hu(ψ
k+1(t), uk(t), t) + uk(t)− uk+1(t).

Следовательно, имеет место неравенство

Φ(uk+1)− Φ(u∗) ≤
∫
T
Hu(ψ

k+1(t), uk(t), t)(u∗(t)− uk+1(t))dt−

−
∫
T
(uk+1(t)− uk(t))(u∗(t)− uk+1(t))dt.

С учетом неравенства (4.2) при w = u∗(t) приходим к оценке

Φ(uk+1)− Φ(u∗) ≤
∫
T
〈Ψ(t)(xk+1(t)− xk(t)), b(t)〉(u∗(t)− uk+1(t))dt.

Дальнейший вывод повторяет соответствующий фрагмент доказа-
тельства теоремы 2. В результате получаем итоговую оценку

Φ(uk+1)− Φ(u∗) ≤ C(Φ(uk)− Φ(uk+1))
1
2 = Cδ2(u

k)
1
2 ,

которая обеспечивает свойство сходимости: Φ(uk+1) → Φ(u∗), k → ∞.
Затраты на итерацию сохраняются.

5. Комбинированный метод

В п. 3, 4 были построены два независимых метода улучшения
допустимых управлений в задаче (Р), равносильные по трудоемкости
реализации (цена одного улучшения — две задачи Коши). Оказывает-
ся, что оба метода можно естественным образом состыковать и полу-
чить комбинированный метод, который в пределах той же трудоемко-
сти обеспечивает двойное улучшение по функционалу (цена каждого
улучшения — одна задача Коши). Этот метод представляется наиболее
эффективной процедурой численного решения задачи (Р).
Пусть на k-й итерации имеется допустимый процесс (uk(t), xk(t)),

t ∈ T.
Найдем решение pk(t), t ∈ T комбинированной системы

ṗ = −A(t)T p+Q(t)xk(t)−Ψ(t)b(t)(u∗(p, t)− uk(t)),
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p(t1) = −c−Dxk(t1)
вместе с промежуточным управлением

vk(t) = u∗(pk(t), t), t ∈ T.
Сформируем вектор-функцию

p(t, vk, x) = pk(t) + Ψ(t)(x− xk(t))
и вспомогательное управление

wk(x, t) = u∗(p(t, vk, x), t).

Найдем решение xk+1(t), t ∈ T фазовой системы
ẋ = A(t)x+ b(t)wk(x, t), x(t0) = x0

в совокупности с управлением

uk+1(t) = wk(xk+1(t), t), t ∈ T.
Итерация завершена.
Прокомментируем метод. Промежуточное управление vk получено

на основе uk как итерация второго метода: vk = P2(u
k). Следовательно,

Φ(vk) ≤ Φ(uk), причем

pk(t) = ψ(t, vk) + Ψ(t)(xk(t)− x(t, vk)).
Тогда

p(t, vk, x) = ψ(t, vk) + Ψ(t)(x− x(t, vk)).
Это значит, что переход vk ⇒ uk+1 есть реализация первого метода

улучшения: uk+1 = P1(v
k), поэтому Φ(uk+1) ≤ Φ(vk).

Таким образом, в процессе итерации комбинированного метода про-
исходит двойное улучшение по функционалу Φ(uk+1) ≤ Φ(vk) ≤ Φ(uk),
и каждое улучшение дается ценой решения одной задачи Коши.
Сходимость комбинированного метода по невязке δ(uk) = Φ(uk)−

−Φ(uk+1) вполне очевидна. Утверждение о минимизирующей последо-
вательности {uk} является следствием соответствующих результатов
для первого и второго методов.
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