
Серия «Математика»
2012. Т. 5, № 4. С. 79—94

Онлайн-доступ к журналу:
http://isu.ru/izvestia

И З В Е С Т И Я
Иркутского

государственного
университета

УДК 519.6
Алгоритмы построения декомпозиционных
множеств для крупноблочного
распараллеливания SAT-задач ∗

А. А. Семенов
ИДСТУ СО РАН

О. С. Заикин
ИДСТУ СО РАН

Аннотация. В работе приводятся алгоритмы построения декомпозиционных мно-
жеств, используемых для крупноблочного распараллеливания SAT-задач и их по-
следующего решения в распределенных вычислительных средах. В основе предла-
гаемых алгоритмов лежит вычислительная схема метода Монте-Карло.
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1. Введение

Напомним, что SAT-задачами [1] называются задачи поиска решений
булевых уравнений вида КНФ=1, где КНФ — конъюнктивная нормаль-
ная форма. В своей общей постановке SAT-задачи являются NP-труд-
ными. Однако к ним эффективно сводится обширный класс комбина-
торных проблем, имеющих важные практические приложения. Поэтому
разработка вычислительных алгоритмов решения SAT-задач являет-
ся актуальным и интенсивно развивающимся направлением исследо-
ваний. В последние несколько лет резко вырос интерес к разработке
алгоритмов решения SAT-задач в параллельных и распределенных вы-
числительных средах. Свидетельством этого являются регулярно про-
водимые с 2008 года конкурсы параллельных SAT-решателей [2]. Су-
ществующие на сегодня параллельные алгоритмы решения SAT-задач
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можно условно разделить на два семейства: алгоритмы, использующие
мелкозернистую (fine-grained) концепцию параллелизма, и алгоритмы,
использующие крупноблочный (coarse-grained) подход. В мелкозерни-
стых решателях происходит интенсивный обмен накапливаемыми кон-
фликтными ограничениями между вычислительными узлами, поэтому
данный подход допускает эффективную реализацию лишь в средах с
быстрым межпроцессорным взаимодействием (многоядерные процессо-
ры и кластеры) [3, 5]. При крупноблочном распараллеливании можно
использовать грид-системы, скорость обмена информацией между вы-
числительными узлами в которых может быть крайне малой. Построе-
ние SAT-решателей, работающих в грид-системах, – сравнительно новое
направление, активно развивающееся последние два года [6, 8]. Насто-
ящая статья содержит подход к крупноблочному распараллеливанию
SAT-задач, ориентированный на решение данных задач именно в грид-
средах. Описанные в статье алгоритмы использовались для организа-
ции вычислений в добровольном распределенном проекте SAT@home
[8].
Приведем краткий план статьи. Во втором разделе приводятся неко-

торые теоретические результаты, позволяющие сформировать общий
взгляд на проблему крупноблочного распараллеливания SAT-задач. А
именно, здесь описывается подход к оцениванию качества декомпози-
ционных множеств, опирающийся на идеологию метода Монте-Карло.
В третьем разделе описаны алгоритмы оптимизации прогнозных функ-
ций, допускающие эффективную реализацию в многопроцессорных вы-
числительных средах. В последнем разделе приведены результаты чис-
ленного тестирования описанных алгоритмов.

2. Методы крупноблочного распараллеливания SAT-задач

Рассматриваем уравнение вида

C (x1, . . . , xn) = 1 (2.1)

где C (x1, . . . , xn)— конъюнктивная нормальная форма (КНФ) над мно-
жеством булевых переменных X = {x1, . . . , xn}. Решением уравнения
2.1 называется произвольный набор α1, . . . , αn, αi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n,
такой, что подстановка x1 = α1, . . . , xn = αn в формулу C (x1, . . . , xn) и
применение элементарных булевых операций дает константу 1. Решить
SAT-задачу, определяемую уравнением 2.1, означает найти произволь-
ное его решение или доказать отсутствие решений.
Решать уравнение 2.1 можно при помощи различных подходов. На

сегодняшний день наиболее эффективны так называемые «CDCL-ре-
шатели» (от Conflict Driven Clause Learning), базирующиеся на нехро-



АЛГОРИТМЫ ПОСТРОЕНИЯ ДЕКОМПОЗИЦИОННЫХ МНОЖЕСТВ 81

нологических версиях алгоритма DPLL [9, 10]. Именно этот класс ал-
горитмов будет рассматриваться далее.
Поскольку SAT-задачи в общей постановке NP-трудны, то при разра-

ботке вычислительных алгоритмов для их решения востребованы раз-
личные технологии распараллеливания. Это может быть распаралле-
ливание «на уровне алгоритма» либо распараллеливание «по данным».
К первому типу можно отнести мелкозернистые стратегии, используе-
мые в решателях [3, 5]. Применяемый в них параллелизм подразумева-
ет обмен конфликтными дизъюнктами, параллельно накапливаемыми
на различных узлах вычислительной среды, и, как следствие, требует
высокой скорости межпроцессорных взаимодействий. Распараллелива-
ние по данным обычно предполагает разбиение пространства поиска
на непересекающиеся области и последующую независимую обработ-
ку этих областей в распределенной вычислительной среде. Этот под-
ход является по своей сути крупноблочным и не требует интенсивного
межпроцессорного взаимодействия, а следовательно, хорошо подходит
для реализации в грид-системах. Весь дальнейший материал статьи
посвящен именно крупноблочному подходу.
Один из простейших методов крупноблочного распараллеливания

SAT-задач использует естественную стратегию расщепления булевых
формул и состоит в следующем. Выберем некоторую переменную xi1 ∈
X и расщепим исходную КНФ C = C (x1, . . . , xn) на две — C|xi1

=0 и
C|xi1

=1. Здесь через C|x=α обозначена КНФ, полученная в результате
подстановки в C значения α ∈ {0, 1} переменной x (с последующим вы-
полнением возможных элементарных булевых операций). КНФ C|xi1

=0

и C|xi1
=1 могут быть точно так же расщеплены по некоторым перемен-

ным изX\ {xi1}. В результате некоторого числа шагов данного процесса
будет построено двоичное дерево, которое далее будем обозначать через
Td (C), полагая при этом, что каждый путь в данном дереве имеет
длину d, d ≤ n. Корню Td (C) приписана КНФ C, а всем остальным
узлам приписаны КНФ вида C|xi1

=αi1
,...,xik

=αik
, k ≤ d. Несложно по-

нять, что решив все SAT-задачи, соответствующие листьям данного
дерева (часть из них могут оказаться тривиальными), мы решим и
исходную SAT-задачу. Действительно, по выполняющему набору КНФ,
соответствующей некоторому листу Td (C), эффективно строится на-
бор, выполняющий исходную КНФ C, а если все КНФ, соответству-
ющие листьям Td (C), невыполнимы, то невыполнима и C. Очевидно,
что SAT-задачи, соответствующие листьям описанного дерева, можно
решать на независимых узлах некоторой параллельной вычислительной
среды.

Определение 1. Описанное выше дерево Td (C) называем деревом де-
композиции КНФ C. Множество КНФ, соответствующих листьям
Td (C), будем называть декомпозиционным семейством для исходной
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КНФ C и обозначать через Δ(C). Для каждой КНФ из Δ(C) вида
C|xi1

=αi1
,...,xid

=αid
назовем множество {xi1 , . . . , xid} множеством пе-

ременных декомпозиции. Если все КНФ из Δ(C) имеют одно и то
же множество переменных декомпозиции X̃, X̃ ⊆ X, то назовем
Δ(C) регулярным, а множество X̃ назовем декомпозиционным мно-
жеством. В этом случае будем говорить, что декомпозиционное мно-
жество X̃ порождает рассматриваемое семейство, для обозначения
которого используем запись Δ

(
C, X̃

)
.

Утверждение 1. Пусть C — произвольная КНФ, Td (C) – дерево
ее декомпозиции, определяющее регулярное семейство Δ

(
C, X̃

)
, по-

рожденное декомпозиционным множеством X̃. Тогда двоичные наборы
вида (αi1 , ..., αid) по всем листьям дерева Td (C) образуют множество
{0, 1}d.

Доказательство. В силу регулярности Δ
(
C, X̃

)
все КНФ, приписан-

ные листьям Td (C), имеют одно и то же множество переменных деком-
позиции – множество X̃ = {xi1 , ..., xid}. Поскольку Td (C) – бинарное
дерево, оно имеет 2d листьев. В каждом листе Td (C) содержится ин-
формация о значениях переменных из множества X̃ и разным листьям
соответствуют различные двоичные наборы вида (αi1 , ..., αid). Следова-
тельно, множество всех таких наборов – это множество {0, 1}d.

Далее изучаются следующие вопросы. Насколько некоторое деком-
позиционное семейство Δ(C) «эффективно» в плане суммарного вре-
мени решения SAT-задач для всех входящих в него КНФ? И какие
семейства в этом смысле эффективнее других? На первый взгляд может
показаться, что ответить на эти вопросы, не решив всех SAT-задач из
Δ(C), невозможно. Тем не менее, далее мы предложим схему постро-
ения оценок такого рода. Предлагаемые алгоритмы оценивания каче-
ства декомпозиции представляют собой варианты метода Монте-Карло
[11, 12] и используют сопутствующую этому методу идейную основу.
Пусть X̃ = {xi1 , ..., xid} — произвольное подмножество X и Δ

(
C, X̃

)
— порожденное X̃ регулярное декомпозиционное семейство. Зафикси-
руем некоторый алгоритм A решения SAT-задач. Везде далее считаем,
что данный алгоритм является полным, то есть заканчивает работу
на произвольном входе за конечное время. Обозначим через tA

(
C, X̃

)
время, которое потребуется алгоритму A для обработки всего семейства
Δ

(
C, X̃

)
. Основной исследуемой далее проблемой является проблема

получения численных оценок величины tA

(
C, X̃

)
.
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Зададим на множестве {0, 1}d равномерное распределение. Каждо-
му набору (αi1 , . . . , αid), выбираемому случайно из {0, 1}

d, сопоставим
число

ξA (αi1 , . . . , αid) ,

равное времени работы алгоритма A на входе C|xi1
=αi1

,...,xid
=αid

. Тем
самым задана случайная величина

ξA

(
C, X̃

)
= { ξA (αi1 , . . . , αid) }(αi1

,...,αid)∈{0,1}
d ,

имеющая некоторое вероятностное распределение на {0, 1}d. Посколь-
ку время работы A на произвольном входе конечно по предположе-
нию, то величина ξA

(
C, X̃

)
имеет конечное математическое ожидание и

конечную дисперсию. Обозначим через M
[
ξA

(
C, X̃

)]
математическое

ожидание данной случайной величины. Несложно показать, что имеет
место следующий факт.

Утверждение 2. Справедливо соотношение

tA

(
C, X̃

)
= 2d ·M

[
ξA

(
C, X̃

)]
. (2.2)

Доказательство. Рассмотрим произвольное значение ξA (αi1 , . . . , αid) из
спектра случайной величины ξA

(
C, X̃

)
. Если для любого

(
α′
i1
, . . . , α′

id

)
,

такого, что
(
α′
i1
, . . . , α′

id

)
	= (αi1 , . . . , αid) имеет место ξA (αi1 , . . . , αid) 	=

ξA
(
α′
i1
, . . . , α′

id

)
, то значению ξA (αi1 , . . . , αid) приписана вероятность

1
2d

(распределение на {0, 1}d равномерное). Если же для k различных на-
боров

(
α1
i1
, . . . , α1

id

)
,. . . ,

(
αk
i1
, . . . , αk

id

)
имеет место

ξA
(
α1
i1 , . . . , α

1
id

)
= · · · = ξA

(
αk
i1 , . . . , α

k
id

)
,

то значению ξA
(
α1
i1
, . . . , α1

id

)
приписана вероятность k

2d
. Таким образом,

величина 2d · M
[
ξA

(
C, X̃

)]
равна суммарному времени работы алго-

ритма A по всем КНФ вида C|xi1
=αi1

,...,xid
=αid

, где набор (αi1 , . . . , αid)

пробегает все множество {0, 1}d.

Определение 2. Декомпозиционное множество X̃, для которого ве-
личина 2.2 имеет наименьшее значение по всем подмножествам мно-
жества X, назовем оптимальным.

Для вычисления величины M
[
ξA

(
C, X̃

)]
будем применять метод

Монте-Карло [11, 12]. Напомним, что в соответствии с данным мето-
дом для приближенного вычисления математического ожидания M[ξ]
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произвольной случайной величины ξ используется вероятностный экс-
перимент, представляющий собой серию из N независимых наблюдений
величины ξ. Если ξ1, . . . , ξN – результаты соответствующих наблюде-
ний, то при конечности математического ожидания M[ξ] и дисперсии
D [ξ] справедливо следующее соотношение:

Pr

⎧⎨⎩
∣∣∣∣∣∣ 1

N
·

N∑
j=1

ξj −M[ξ]

∣∣∣∣∣∣ < 3 ·D [ξ]√
N

⎫⎬⎭ ≈ 0, 997.

Данное соотношение говорит о том, что при всех сделанных пред-
положениях величина 1

N ·
∑N

j=1 ξ
j хорошо приближает M[ξ] при доста-

точно большом числе наблюдений N . Заметим, что при этом N может
быть существенно меньше, чем 2d, и тем самым применение описанно-
го подхода позволит нам использовать этап препроцессинга для оцен-
ки суммарной трудоемкости обработки декомпозиционного семейства
Δ

(
C, X̃

)
.

3. Алгоритмы поиска оптимальных декомпозиционных
множеств

Итак, в соответствии с описанной в предыдущем пункте схемой, про-
цесс приближенного вычисления величины 2.2 для конкретного X̃ вы-
глядит следующим образом. Делается случайная выборка из {0, 1}d
наборов значений переменных, входящих в X̃:

Q
(
C, X̃

)
=

{ (
α1
i1 , . . . , α

1
id

)
, . . . ,

(
αN
i1 , . . . , α

N
id

) }
;

рассматриваются случайные величины

ξj = ξA

(
αj
i1
, . . . , αj

id

)
, j = 1, . . . , N ;

вычисляется величина

FA

(
C, X̃

)
= 2d ·

⎛⎝ 1

N
·

N∑
j=1

ξj

⎞⎠ . (3.1)

При справедливости всех сделанных выше предположений значение
FA

(
C, X̃

)
является хорошим приближением величины 2.2.

Функцию FA

(
C, X̃

)
далее называем прогнозной функцией. Отме-

тим, что значения прогнозной функции можно вычислять на обыч-
ном компьютере или кластере, дополнительно необходим лишь каче-
ственный генератор случайных чисел. Тем самым мы можем от задачи
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поиска оптимального декомпозиционного множества перейти к зада-
че поиска декомпозиционного множества X̃∗, такого, что для любого
X̃ , X̃ ⊆ X, FA

(
C, X̃

)
≥ FA

(
C, X̃∗

)
.

Несмотря на такую, казалось бы, естественную постановку, описан-
ная проблема имеет ряд специфических особенностей.

1) Далеко не для каждого X̃ значение FA

(
C, X̃

)
может быть вычис-

лено эффективно, поскольку при малых d вычисление FA

(
C, X̃

)
сопоставимо по трудоемкости с решением исходной SAT-задачи.

2) Функция FA

(
C, X̃

)
не задана аналитически – каждое ее значение

отражает реакцию вычислительной среды на соответствующий вид
декомпозиции. Таким образом, для минимизации FA

(
C, X̃

)
непри-

менимы методы, использующие такие свойства функций как глад-
кость, выпуклость, d.c. [13], и вообще любые методы, использующие
задание функции в виде формулы.

Итак, первая задача, которую необходимо решить, — выбор старто-
вого декомпозиционного множества X̃0. Несложно видеть, что триви-
альный пример X̃0 — это множество X. Однако в некоторых ситуациях
X̃0 может быть существенно меньше. Далее мы приводим один частный
результат о структуре X̃0, который используется при решении задач
обращения дискретных функций как SAT-задач.
Пусть дана дискретная функция

f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ ,

определенная всюду на {0, 1}∗ и вычислимая за полиномиальное время
программой Tf для детерминированной машины Тьюринга. Программа
Tf естественным образом задает счетное семейство функций

fk : {0, 1}k → {0, 1}∗ , k ∈ N.

Задача обращения произвольной функции fk из данного семейства в
точке y ∈ range fk состоит в нахождении такого x ∈ {0, 1}k, что fk (x) =
y. Данная задача может быть эффективно (за полиномиальное от k
время) преобразована в SAT-задачу за счет пропозиционального ко-
дирования схемы Circ (fk) из функциональных элементов какого-либо
полного базиса (например, {&,¬}), которая представляет функцию fk.
Результатом кодирования является КНФ

C (fk, y) =

(
&

g∈Circ (fk)
C (g)

)
· yσ1

1 · · · · · yσm
m .
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Здесь C (g) — КНФ, приписываемая функциональному элементу g
схемы Circ (fk), yj , j ∈ {1, . . . ,m}, — булевы переменные, соответству-
ющие выходам схемы Circ (fk),

y ∈ range fk : y = (σ1, . . . , σm) .

Используя идеи работы [14], несложно показать, что решив SAT-
задачу C (fk, y) = 1, мы найдем такое слово x ∈ {0, 1}k, что fk (x) =
y.
Далее будем считать, что алгоритм A — это некоторая версия ал-

горитма DPLL. Следующее утверждение означает, что в этом случае
для SAT-задачи, кодирующей задачу обращения дискретной функции
fk, в качестве стартового декомпозиционного множества можно вы-
брать множество, образованное переменными, которые соответствуют
входным полюсам схемы Circ (fk).

Утверждение 3. Пусть КНФ C = C (x1, . . . , xn) кодирует зада-
чу обращения некоторой дискретной функции fk : {0, 1}k → {0, 1}∗.
Пусть A — хронологический либо нехронологический алгоритм DPLL.
И пусть X̃0 — декомпозиционное множество, которое образовано пе-
ременными из X, соответствующими входным полюсам схемы, пред-
ставляющей fk. Тогда значение FA

(
C, X̃0

)
вычислимо за время

O (|C| ·N).

Доказательство. Пусть X̃0 = {x1, . . . , xk} — множество, описанное в
условии. Заметим, что в соответствии с выводами работ [15, 16] для
произвольного (α1, . . . , αk) ∈ {0, 1}k применение к КНФ вида

xα1
1 · · · · · xαk

k · C (x1, . . . , xn)

правила Unit Propagation [17] и поглощения детерминированным обра-
зом приводит либо к выводу выполняющего C набора, либо к выводу
конфликта. Использование специальных структур данных [17] дает ал-
горитм, выполняющий эти действия за время O (|C|). Всего для случай-
ной выборки объема N , сделанной из множества {0, 1}k, в соответствии
с формулой 3.1 потребуется N раз выполнить описанную процедуру
распространения ограничений, подсчитать суммарное время, которое
на это затрачено, и умножить результат на 2k/N . Очевидно, что вычис-
лительные затраты на процедуры умножения и деления, требуют вре-
мени o (|C|). Таким образом, общее время, затраченное на вычисление
FA

(
C, X̃0

)
, есть O (|C| ·N).

Переходим к построению вычислительных алгоритмов минимиза-
ции прогнозных функций. При этом мы сталкиваемся с особенностями,
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отмеченными выше в пункте 2. Эти особенности дают основание заклю-
чить, что наиболее естественной для минимизации FA

(
C, X̃

)
является

стратегия последовательных улучшений. При этом на начальном шаге
строится стартовое декомпозиционное множество X̃0, такое, что значе-
ние FA

(
C, X̃0

)
вычисляется за небольшое время. После этого пытаемся

улучшить это значение, рассматривая окрестность «точки» X̃0 в неко-
тором пространстве поиска. Если это удается, то переходим к новой
точке и так далее. Для реализации описанного подхода далее предла-
гается метод, представляющий собой комбинацию стандартной схемы
локального поиска [18] и метаэвристики, в роли которой используется
процедура «имитации отжига» [19].
Начнем с определения пространства поиска. Обратим внимание на

тот факт, что произвольное множество X̃ ∈ 2X можно задать при
помощи двоичного вектора

χ
(
X̃

)
=

(
χ1

(
X̃

)
, . . . , χn

(
X̃

))
,

такого, что

χi

(
X̃

)
=

{
1, xi ∈ X̃

0, xi /∈ X̃
, i = 1, . . . , n.

Тогда пространство поиска — это n-мерный булев куб En = {0, 1}n.
Для произвольной точки χ

(
X̃

)
из En окрестность Or

(
χ
(
X̃

))
радиуса

r определяется как множество всех векторов из En, находящихся от
χ
(
X̃

)
на расстоянии Хэмминга, не превосходящем r.

Стандартная схема локального поиска [18] в применении к задаче
минимизации FA

(
C, X̃

)
на En выглядит следующим образом. Рассмат-

ривается точка χ
(
X̃0

)
, значение FA

(
C, X̃0

)
в которой вычисляется

эффективно. Фиксируем некоторый радиус r и последовательно пере-
бираем точки окрестности Or

(
χ
(
X̃0

))
. Если найдена точка χ

(
X̃1

)
:

FA

(
C, X̃1

)
< FA

(
C, X̃0

)
, то переходим к рассмотрению окрестности

Or

(
χ
(
X̃1

))
. Продолжаем процесс до тех пор, пока не найдется точка

локального минимума, то есть такая точка χ
(
X̃s

)
, что

∀χ
(
X̃ ′

)
∈ Or

(
χ
(
X̃s

))
⇒ FA

(
C, X̃ ′

)
≥ FA

(
C, X̃s

)
.

Обычно локальный поиск в этом случае останавливается и выда-
ет в качестве ответа точку χ

(
X̃s

)
. Для продолжения поиска можно

использовать различные подходы. Одним из наиболее эффективных и
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простых в реализации является поиск с запретами [19]. Далее предлага-
ется новый метод, который, с нашей точки зрения, наилучшим образом
учитывает особенности прогнозных функций. Данный метод является
комбинацией локального поиска и метаэвристики, позволяющей выхо-
дить из точек локального минимума.
Отметим здесь крайне важную особенность прогнозных функций.

Время вычисления значения прогнозной функции в произвольной точ-
ке пространства En, вообще говоря, не известно заранее. В некоторых
точках оно может быть крайне малым, а в других, наоборот, очень боль-
шим. Основной вклад в сложность вычисления FA

(
C, X̃

)
вносит этап

подсчета значений величин ξj = ξA

(
αj
i1
, . . . , αj

id

)
, j = 1, . . . , N . Время,

требуемое для этого, существенно больше времени, которое требуется
для умножения получаемых значений на величину 2d/N . Исходя из
этого, можно организовать подсчет FA

(
C, X̃

)
в виде итерационного

процесса, который последовательно вычисляет величины

F j
A

(
C, X̃

)
, j = 1, . . . , N,

где

F 1
A

(
C, X̃

)
=

2d

N
· ξ1, F j

A

(
C, X̃

)
= F j−1

A

(
C, X̃

)
+

2d

N
· ξj , j = 2, . . . , N.

(3.2)
Тем самым,

FA

(
C, X̃

)
= FN

A

(
C, X̃

)
.

Использование соотношений 3.2 позволяет существенно ускорить
процесс локального поиска. Действительно, предположим, что локаль-
ный поиск стартует с точки χ

(
X̃0

)
, значение прогнозной функции в

которой равно FA

(
C, X̃0

)
. Рассмотрим произвольную точку χ

(
X̃ ′

)
∈

Or

(
χ
(
X̃0

))
и будем подсчитывать значение прогнозной функции в

данной точке в соответствии с 3.2. Тогда если для некоторого j < N
имеет место

F j
A

(
C, X̃ ′

)
> FA

(
C, X̃0

)
,

то сразу заключаем, что FA

(
C, X̃ ′

)
> FA

(
C, X̃0

)
. В этой ситуации

можно прервать дальнейшую обработку выборки, соответствующей
точке χ

(
X̃ ′

)
, и сделать переход к следующей точке окрестности

Or

(
χ
(
X̃0

))
.

Основной минус локального поиска состоит в том, что он гаранти-
рует нахождение лишь некоторого локального минимума рассматрива-
емой функции. Далее предлагается использовать для выхода из точки
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локального минимума метаэвристический алгоритм «имитации отжи-
га» [20]. Данный шаг мы оправдываем тем, что функция FA

(
C, X̃

)
не

задана в виде формулы.
Напомним, что в соответствии со схемой имитации отжига мини-

мизация некоторой функции Φ(·) рассматривается как итеративный
процесс переходов между точками пространства поиска:

α0 → α1 → · · · → αi → · · · → α∗.

Переход от αi к αi+1 осуществляется в два этапа. Сначала к αi приме-
няется вероятностное преобразование, результатом которого является
точка α̃i из некоторой окрестности αi. Точка α̃i становится точкой
αi+1 с вероятностью, обозначаемой через Pr

{
α̃i → αi+1|αi

}
. Данная

вероятность задается следующим образом:

Pr
{
α̃i → αi+1|αi

}
=

⎧⎨⎩
1, if Φ

(
α̃i

)
< Φ

(
αi

)
exp

(
−Φ(α̃i)−Φ(αi)

Ti

)
, if Φ

(
α̃i

)
≥ Φ

(
αi

) (3.3)

Изменение параметра Ti соответствует уменьшению «температуры
кристаллизирующейся среды» [20]. Обычно полагают, что Ti = Q ·Ti−1,
i ≥ 1, где Q ∈ (0, 1). Процесс стартует при некотором начальном зна-
чении T0 и продолжается до тех пор, пока «температура» не станет
меньше заданного порогового значения Tinf .
Метод имитации отжига «в чистом виде» плохо применим к мини-

мизации прогнозных функций в силу отмеченной выше особенности
— для использования соотношений 3.3 необходимо досчитывать зна-
чение FA

(
C, X̃

)
в каждой точке пространства поиска, что сопряжено

с существенными вычислительными затратами. Поэтому везде далее
мы использовали комбинированную схему, включающую локальный по-
иск с запоминанием предыстории поиска и симуляцию отжига. Кратко
опишем общие принципы данной схемы.
Предполагаем, что на начальном этапе был использован обычный ло-

кальный поиск, и его результатом является точка локального минимума
χ
(
X̃s

)
. Для выхода из χ

(
X̃s

)
применим имитацию отжига. То есть, в

соответствии с соотношениями 3.3, сделаем вероятностный переход от
χ
(
X̃s

)
к некоторой точке

X̃ ′ ∈ Or

(
χ
(
X̃s

))
: F

(
C, X̃ ′

)
≥ F

(
C, X̃s

)
(при большом значении температуры соответствующая вероятность ве-
лика). Рассмотрим последовательность точек χ

(
X̃0

)
, . . . , χ

(
X̃t

)
, по-

лученных в процессе работы описанной схемы. В силу сказанного за-
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ключаем, что переход от χ
(
X̃t−1

)
к χ

(
X̃t

)
может происходить либо

в результате использования схемы локального поиска в окрестности
Or

(
χ
(
X̃t−1

))
, либо в результате применения процедуры имитации от-

жига. Выбор точки χ
(
X̃t

)
считаем началом итерации с номером t.

Далее везде будем обозначать через Ψt−1 рекордное значение про-
гнозной функции, достигнутое на итерациях с номерами 1, . . . , t− 1. То
есть для любой из точек χ

(
X̃i

)
, i ∈ {1, . . . , t− 1}, имеет место

FA

(
C, X̃i

)
≥ Ψt−1.

Определение 3. Выбранную на итерации с номером t точку χ
(
X̃t

)
,

такую, что

∀χ
(
X̃ ′

)
∈ Or

(
χ
(
X̃t

))
⇒ FA

(
C, X̃ ′

)
≥ min

{
Ψt−1, FA

(
C, X̃t

)}
,

назовем локально неулучшаемой.

Очевидно, что произвольная точка локального минимума являет-
ся локально неулучшаемой, однако обратное, вообще говоря, неверно
(действительно, точка χ

(
X̃t

)
может находиться в окрестности некото-

рого локального минимума и быть при этом локально неулучшаемой
относительно рекорда Ψt−1).
Рассматриваем итерацию с номером t, t ≥ 1. Данная итерация начи-

нается с выбора (каким-либо образом) точки χ
(
X̃t

)
. Обозначим че-

рез St−1
loc список, состоящий из всех локально неулучшаемых точек,

пройденных на предыдущих итерациях.

Утверждение 4. Пусть St−1
loc – список локально неулучшаемых то-

чек, пройденных на первых t − 1 итерациях, и Ψt−1– соответствую-
щее рекордное значение прогнозной функции. Тогда для любой точки
χ
(
X̃∗

)
, такой, что FA

(
C, X̃∗

)
< Ψt−1, справедливо

χ
(
X̃∗

)
/∈

⋃
χ(X̃)∈St−1

loc

Or

(
χ
(
X̃

))
.

Доказательство. Предположим, что точка χ
(
X̃∗

)
с указанными свой-

ствами принадлежит окрестностиOr

(
χ
(
X̃

))
некоторой точки χ

(
X̃

)
∈

St−1
loc . Но для любой такой точки имеет место FA

(
C, X̃

)
≥ Ψt−1 в силу

определения неулучшаемости. Имеем противоречие.
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Данный факт позволяет значительно сократить время работы алго-
ритма за счет того, что значение прогнозной функции не имеет смысла
вычислять в окрестностях радиуса r неулучшаемых точек.
Итак, с учетом всего сказанного описываем схему минимизации про-

гнозных функций. На начальной итерации выбирается точка χ
(
X̃0

)
,

значение прогнозной функции в которой вычисляется эффективно, при
этом полагаем Ψ0 = FA

(
C, X̃0

)
. Рассматриваем итерацию с номером t

(t ≥ 1) и пусть χ
(
X̃t

)
– выбранная в начале данной итерации точка.

ПустьΨt−1 — рекорд, достигнутый на предыдущих итерациях. Рассмот-
рим множество

Ω
(
χ
(
X̃t

))
= Or

(
χ
(
X̃t

))
\

⎛⎜⎝ ⋃
χ(X̃)∈St−1

loc

Or

(
χ
(
X̃

))⎞⎟⎠ .

Если существует точка χ
(
X̃ ′

)
∈ Ω

(
χ
(
X̃t

))
, такая, что

FA

(
C, X̃ ′

)
< min

{
Ψt−1, FA

(
C, X̃t

)}
,

то полагаем χ
(
X̃t+1

)
= χ

(
X̃ ′

)
, Ψt = min

{
Ψt−1 , FA

(
C, X̃t

)}
, St

loc =

St−1
loc . После этого переходим к итерации с номером t + 1, на которой
рассматриваем точку χ

(
X̃t+1

)
. Если же такой точки не существует, то

объявляем χ
(
X̃t

)
локально неулучшаемой. После этого переходим от

точки χ
(
X̃t

)
к точке

χ
(
X̃t+1

)
∈ Or

(
χ
(
X̃t

))
\St−1

loc ,

используя имитацию отжига. Полагаем Ψt = min
{
Ψt−1 , FA

(
C, X̃t

)}
и St

loc = St−1
loc

⋃{
χ
(
X̃t

)}
.

При каждом вызове процедуры имитации отжига температура пони-
жается. Процесс поиска останавливается, когда необходим запуск про-
цедуры имитации отжига, но температура и, следовательно, вероят-
ность перехода 3.3 близки к 0.

4. Заключение

Описанные выше алгоритмы были реализованы на вычислительном
кластере ИДСТУ СО РАН [21]. В качестве тестовой рассматривалась
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задача построения декомпозиционного множества для SAT-задачи, ко-
дирующей криптоанализ генератора A5/1 [22]. В работе [23] было при-
ведено декомпозиционное множество, построенное «вручную» с учетом
особенностей алгоритма данного генератора. Это множество изображе-
но на рисунке 1.
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Рис. 1. Декомпозиционное множество, структура которого обусловлена
особенностями алгоритма генератора А5/1 [23].

Затем для поиска декомпозиционного множества в рассматривае-
мой SAT-задаче были применены описанные выше алгоритмы. В ка-
честве стартового декомпозиционного множества выбиралось множе-
ство, образованное 64 переменными, кодирующими вход булевой функ-
ции, реализующей рассматриваемый генератор. В процессе минимиза-
ции прогнозной функции выбирались декомпозиционные множества,
являющиеся подмножествами стартового множества. Результат поиска
изображен на рисунке 2.
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Рис. 2. Декомпозиционное множество, найденное автоматически при
помощи алгоритмов, представленных в работе.
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Похожие результаты были получены для более простых генерато-
ров (порогового и суммирующего) – декомпозиционные множества, по-
строенные описанными выше алгоритмами, незначительно отличались
от известных «эталонных» множеств. На основании сказанного можно
заключить, что предложенные в работе алгоритмы позволяют успеш-
но выявлять структуру декомпозиционных множеств в SAT-задачах,
кодирующих некоторые трудные комбинаторные проблемы.
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A. A. Semenov, O. S. Zaikin

Algorithms for constructing decomposition sets in application
to coarse-grained parallelization of SAT problems.

Abstract. In the paper algorithms for constructing decomposition sets in application
to coarse-grained parallelization of SAT problems are suggested. These sets are used for
solving SAT problems in distributed computing environments. Suggested algorithms are
based on computing scheme of Monte-Carlo method.

Keywords: Monte-Carlo method; discrete functions; SAT problems; coarse-grained
parallelization.

Семенов Александр Анатольевич, кандидат технических наук, зав.
лабораторией дискретного анализа и прикладной логики, Институт ди-
намики систем и теории управления СО РАН, 664033, Иркутск, ул.
Лермонтова, 134, тел.: (3952)453054 (biclop@rambler.ru)
Заикин Олег Сергеевич, кандидат технических наук, научный со-

трудник лаборатории дискретного анализа и прикладной логики, Ин-
ститут динамики систем и теории управления СО РАН, 664033, Ир-
кутск, ул. Лермонтова, 134, тел.: (3952)453054 (zaikin.icc@gmail.com)

Semenov Alexander, Institute for System Dynamics and Control Theory
of SB RAS, Lermontov str., 134, Post Box 292 664033, Irkutsk, Russia
Phone: (3952)453054 (biclop.rambler@yandex.ru)
Zaikin Oleg, Institute for System Dynamics and Control Theory of SB

RAS, Lermontov str., 134, Post Box 292 664033, Irkutsk, Russia Phone:
(3952)453054 (zaikin.icc@gmail.com)


