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Аннотация. Исследуются описываемые дифференциальными уравнениями Лаг-
ранжа второго рода механические системы с нестационарной эволюцией диссипатив-
ных сил, приводящей к их доминированию или исчезновению. Доказаны теоремы о
неустойчивости равновесия по линейному приближению в условиях неприменимости
известных для нестационарных линеаризаций классических критериев. Рассмотре-
ны случаи существенно нелинейных диссипативных сил, определяемых однородной
функцией Рэлея или зависящих от координат, для которых также получены условия
неустойчивости положения равновесия.

Ключевые слова: механические системы, диссипативные силы, устойчивость,
функции Ляпунова, нестационарный параметр.

Введение

Рассмотрим механическую систему, в которой среди действующих
сил присутствуют диссипативные силы и которая имеет неустойчивое
положение равновесия. Предположим, что с течением времени дисси-
пативные силы могут эволюционировать, что выражается в появлении
при векторе этих сил скалярного множителя h(t) > 0, заданного при
всех t ≥ 0 и сохраняющего диссипативную структуру данных сил. Ко-
гда можно быть уверенным в том, что неустойчивость механической
системы сохранится, несмотря на эволюцию диссипативных сил?
Проблемы устойчивости механических систем при нестационарных

законах сопротивления рассматривались многими авторами (см., на-
пример, [2–4, 8, 14, 17–19] и цитированную там литературу). Основная
цель данной статьи состоит в том, чтобы для двух наиболее радикаль-
ных (приводящих к доминированию или исчезновению) типов эволюции
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диссипативных сил указать классы систем, для которых неустойчи-
вость положения равновесия будет сохраняться.

1. Постановка задачи

Рассмотрим голономную механическую систему с не зависящими от
времени связями, имеющую n степеней свободы. Векторы обобщенных
координат и скоростей обозначим соответственно через q и q̇. Кинетиче-
ская энергия такой системы представляется квадратичной формой T =
T (q, q̇) = 1/2 q̇TA(q)q̇ с симметрической положительно определенной
матрицей A(q). Будем считать, что матрица A(q) задана и непрерывно
дифференцируема при ‖q‖ < �, где � = const > 0, ‖ · ‖ — евклидова
норма вектора. Уравнения движения в форме Лагранжа второго рода
имеют вид [11]

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= Q(t, q, q̇). (1.1)

Через Ω(τ, η), где τ ≥ 0, η > 0, будем обозначать область Ω(τ, η) =
{(t, q, q̇) : t ≥ τ, ‖q‖ < η, ‖q̇‖ < η}. Предположим, что обобщенные
силы Q(t, q, q̇) определены в области Ω(0, �), непрерывны по всем аргу-
ментам, непрерывно дифференцируемы по компонентам векторов q, q̇
и удовлетворяют условию Q(t, 0, 0) ≡ 0. Таким образом, система (1.1)
имеет положение равновесия q = q̇ = 0.
Пусть при всех q̇ ∈ Rn и всех q ∈ Rn таких, что ‖q‖ < �, для

кинетической энергии выполняются оценки

k1‖q̇‖2 ≤ T (q, q̇) ≤ k2‖q̇‖2,
∥∥∥∥∂T∂q̇

∥∥∥∥ ≤ k3‖q̇‖,
∥∥∥∥∂T∂q

∥∥∥∥ ≤ k4‖q̇‖2. (1.2)

Здесь k1, k2, k3, k4 — некоторые положительные постоянные.
Согласно теореме о каноническом разложении силовых полей [6] век-

тор обобщенных сил Q = Q(t, q, q̇) представим в виде суммы

Q = Q(p)(t, q) +Q(n)(t, q) +Q(d)(t, q, q̇) +Q(g)(t, q̇) +Q(υ)(t, q, q̇) (1.3)

линейных потенциальных сил Q(p)(t, q) = −C(t)q, CT (t) = C(t), линей-
ных неконсервативных позиционных сил Q(n)(t, q) = −P (t)q, P T (t) =
−P (t), всех присутствующих в системе (как линейных, так и нелиней-
ных) диссипативных сил Q(d)(t, q, q̇) = −B(t)q̇ − f(t, q, q̇), BT (t) = B(t),
линейных гироскопических сил Q(g)(t, q̇) = −G(t)q̇, GT (t) = −G(t), и,
вообще говоря, нелинейных сил Q(υ)(t, q, q̇), не являющихся диссипа-
тивными, которые будем называть возмущениями. Отметим, что воз-
мущения Q(υ)(t, q, q̇) могут, в частности, включать и ускоряющие силы,
если таковые присутствуют в системе. Пусть матрица C(t) непрерывно
дифференцируема, а матрицы B(t), G(t) и P (t) непрерывны при t ≥ 0.
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Через λmin(·) и λmax(·) будем обозначать соответственно наименьшее
и наибольшее собственные числа симметрических матриц. Для произ-
вольной зависящей от времени матрицы M(t) положим

ϕmin(M(t)) = inf
t≥0

√
λmin (MT (t)M(t)),

ϕmax(M(t)) = sup
t≥0

√
λmax (MT (t)M(t)).

Введем обозначения

bmin = inf
t≥0

λmin (B(t)) , bmax = sup
t≥0

λmax (B(t)) , c∗ = ϕmax(Ċ(t)),

c0 = ϕ2
min(C(t)), c1 = ϕmax(C(t)), g = ϕmax(G(t)), p = ϕmax(P (t)).

Линейную компоненту диссипативных сил −B(t)q̇ будем считать об-
ладающей полной диссипацией и ограниченной, так что

bmin > 0, bmax < +∞. (1.4)

Для нелинейных диссипативных и возмущающих сил в области
Ω(0, �) будем считать выполненными оценки

−q̇T f(t, q, q̇) ≤ 0, ‖f(t, q, q̇)‖ ≤ d1‖q̇‖1+β1 , (1.5)

‖Q(υ)(t, q, q̇)‖ ≤ d2

(
‖q‖1+β2 + ‖q̇‖

)
. (1.6)

Здесь d1, d2, β1 и β2 — некоторые положительные числа.
Предположим теперь, что диссипативные силы эволюционируют, т.е.

в представлении (1.3) вместо слагаемого Q(d)(t, q, q̇) следует рассматри-
вать h(t)Q(d)(t, q, q̇). Тогда уравнения (1.1) принимают вид

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= Q(p)(t, q) +Q(n)(t, q) + h(t)Q(d)(t, q, q̇) +

+Q(g)(t, q̇) +Q(υ)(t, q, q̇).
(1.7)

Здесь и всюду далее функция h(t) считается заданной при t ≥ 0, непре-
рывно дифференцируемой и положительной. Наиболее радикальной эво-
люция диссипативных сил будет в двух случаях, когда для h(t) выпол-
нено условие

h(t)→ +∞ при t→ +∞, (1.8)

либо условие
h(t)→ 0 при t→ +∞. (1.9)

Основная задача настоящей статьи — получить условия на скорость
изменения параметра эволюции h(t) и составляющие разложения (1.3)
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вектора обобщенных сил, выполнение которых обеспечит неустойчи-
вость положения равновесия q = q̇ = 0 системы (1.7).
Необходимо отметить, что вектор обобщенных сил Q(t, q, q̇), являю-

щихся аналитическими функциями обобщенных координат и скоростей,
всегда может быть представлен в виде разложения (1.3) [6]. Однако
при этом возможны и такие случаи (при нелинейных законах сопро-
тивления), когда матрица B(t) ≡ 0, поэтому первое неравенство в (1.4)
не выполняется. Кроме того, в разложении (1.3) могут отсутствовать
линейные позиционные силы, т.е. Q(p)(t, q) ≡ 0, Q(n)(t, q) ≡ 0. Поэто-
му представляет интерес получение условий неустойчивости положения
равновесия при эволюции диссипативных сил и в таких случаях, когда
в представлении (1.3) разложения позиционных и/или диссипативных
сил в ряды по степеням обобщенных координат и скоростей начина-
ются с существенно нелинейных членов. Основным методом исследова-
ния является метод функций Ляпунова, поскольку ввиду существенной
нелинейности системы применение других методов затруднительно.

2. Линейные диссипативные силы с нестационарным
параметром

В этом разделе сначала будем рассматривать случай, когда в системе
(1.7) параметр эволюции h(t) удовлетворяет условию (1.8). Предполо-
жим, что неконсервативные позиционные силы являются малыми, так
что уравнения движения принимают вид

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= −

(
C(t) + εP (t)

)
q − h(t)

(
B(t)q̇ + f(t, q, q̇)

)
−

−G(t)q̇ +Q(υ)(t, q, q̇),
(2.1)

где ε > 0 — малый параметр.

Теорема 1. Если выполнены условия (1.4), p < +∞, g < +∞, c0 > 0,
c1 < +∞, c∗ < +∞, квадратичная форма qT Ċ(t)q неположительна,
квадратичная форма qTC(t)q при всяком t ≥ 0 может принимать
отрицательные значения, а для параметра эволюции h(t) справедливы
соотношения (1.8) и ∫ +∞

0

dt

h(t)
= +∞, (2.2)

|ḣ(t)| ≤M1h
2(t) при t ≥ 0, M1 = const > 0, (2.3)

то положение равновесия q = q̇ = 0 системы (2.1) неустойчиво при
любых удовлетворяющих неравенству (1.6) возмущающих силах
Q(υ)(t, q, q̇) и любом значении ε, для которого выполнена оценка

|ε| < 4c0bmin

4c1bminp+ (M1k3c1 + c1bmax + p)2
. (2.4)
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Доказательство. Рассмотрим в качестве функции Ляпунова

V (t, q, q̇) = −T (q, q̇)− 1
2
qTC(t)q − γ

h(t)
qTC(t)

∂T

∂q̇
. (2.5)

Здесь γ — положительное число, которое выберем позже.
При любом фиксированном γ > 0 и достаточно большом τ > 0 в силу

условий теоремы и (1.2) функция (2.5) будет удовлетворять в области
Ω(τ, �) оценке

V (t, q, q̇) ≤ a1

(
‖q‖2 + ‖q̇‖2

)
, a1 = const > 0. (2.6)

Вычисляя производную функции (2.5) в силу системы (2.1), получа-
ем с учетом (1.4)–(1.6) и (2.3)

V̇ (t, q, q̇) = hq̇T (Bq̇ + f) + εq̇TPq − q̇TQ(υ) − γ

h
q̇TC

∂T

∂q̇
−

−1
2
qT Ċq − γ

h
qTC

(
∂T

∂q
− h(Bq̇ + f)−Gq̇ − (C + εP )q +Q(υ)

)
−

−qT
(
γ

h
Ċ − γḣ

h2
C

)
∂T

∂q̇
≥ 1
h

(
a‖q̇‖2 − 2b‖q‖ ‖q̇‖+ c‖q‖2

)
≡ 1
h
W.

Здесь коэффициенты квадратичной формы W (‖q‖, ‖q̇‖) двух аргумен-
тов задаются формулами

a = h2bmin − d2h− γc1k3 − γc1k4‖q‖, c = γ
(
c0 − c1p|ε| − c1d2‖q‖β2

)
,

2b = (p|ε|+ γc1k3M1 + γc1bmax)h+ hd2‖q‖β2+

+ γc∗k3 + hγc1d1‖q̇‖β1 + γc1g + γc1d2.

Положим γ = |ε|. Тогда при выполнении условия (2.4) при достаточ-
но большом τ > 0 и достаточно малом η > 0 из обобщенного критерия
Сильвестра следует, что в области Ω(τ, η) будет иметь место неравен-
ство W (‖q‖, ‖q̇‖) ≥ a2

(
‖q‖2 + ‖q̇‖2

)
, где a2 — положительное число.

Поэтому с учетом (2.6) в этой области справедлива оценка

V̇ (t, q, q̇) ≥ a2

h(t)

(
‖q‖2 + ‖q̇‖2

)
≥ a2

a1h(t)
V (t, q, q̇). (2.7)

Предположим, что положение равновесия q = q̇ = 0 системы (2.1)
устойчиво. Тогда при достаточно малых значениях ‖q0‖, ‖q̇0‖ движение
q(t), q̇(t) с начальными условиями t0 ≥ τ , q(t0) = q0, q̇(t0) = q̇0 будет
при всех t ≥ t0 оставаться в области Ω(τ, η). Выберем начальные данные
так, чтобы выполнялось неравенство V (t0, q0, q̇0) > 0, что всегда можно
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сделать в соответствии с условиями теоремы. Тогда вдоль движения
будет справедливо вытекающее из (2.7) соотношение

V (t, q(t), q̇(t)) ≥ V (t0, q0, q̇0) exp
(
a2

a1

∫ t

t0

ds

h(s)

)
→ +∞ при t→ +∞,

что противоречит неравенству (2.6). Полученное противоречие завер-
шает доказательство теоремы.

Замечание 1. В случае постоянной матрицы потенциальных сил
(C(t) ≡ C = const) все требования теоремы 1 к ней сводятся к невы-
рожденности (detC 	= 0) и наличию хотя бы одного отрицательного
собственного числа. Таким образом, теорема 1 соответствует классиче-
ским условиям неустойчивости изолированного равновесия потенциаль-
ной системы, устанавливаемым по квадратичным членам разложения
потенциальной энергии [12, 16].

Замечание 2. Для функции

h(t) = (t+ 1)α (2.8)

все накладываемые на нее условия теоремы 1 будут выполнены при
0 < α ≤ 1, причем коэффициентM1 можно считать сколь угодно малым
положительным числом. Поэтому в данном случае ограничение (2.4) на
величину параметра ε можно ослабить, положив в нем M1 нулем.

Пример 1. Из теоремы 1 следует, что положение равновесия q = q̇ = 0
системы с одной степенью свободы

q̈ + (t+ 1)q̇ − q = Q(υ)(t, q, q̇) (2.9)

неустойчиво при любых удовлетворяющих условию (1.6) возмущаю-
щих силах Q(υ)(t, q, q̇). Отметим, что (2.9) можно рассматривать как
уравнение возмущенного движения маятника по отношению к верхне-
му положению равновесия в случае растущего с линейной скоростью
коэффициента трения. Линеаризованное уравнение ẍ+ (t+ 1)ẋ− x = 0
имеет общее решение

x(t) = l1(t+ 1)− l2
(

(t+ 1)
∫ t+1

0
exp

(
−s2/2

)
ds+ exp

(
−(t+ 1)2/2

))
,

где l1 и l2 — произвольные постоянные. Характеристические показа-
тели всех нетривиальных решений линеаризованного уравнения равны
нулю, поэтому известные для нестационарных линеаризаций теоремы
о неустойчивости по линейному приближению [16, 10] неприменимы к
системе (2.9).
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Перейдем теперь к рассмотрению случая исчезающих в соответствии
с (1.9) диссипативных сил в системе (1.7). При этом будем предполагать,
что в уравнениях линейного приближения нестационарность связана
только с параметром h(t). Тогда уравнения (1.7) можно записать в виде

Aq̈ + (M + h(t)B +G)q̇ + (C + P )q = Q̂(t, q, q̇). (2.10)

Здесь A, M , B, C — постоянные симметрические матрицы соответ-
ственно инерционных характеристик, ускоряющих, диссипативных и
потенциальных сил, причем A = A(q)

∣∣
q=0

— положительно определен-
ная, а M и B — матрицы знакопостоянных (либо знакоопределенных)
соответственно отрицательной и положительной квадратичных форм;
G и P — кососимметрические матрицы гироскопических и циркулярных
сил; Q̂(t, q, q̇) — нелинейные силы, удовлетворяющие в области Ω(0, η)
оценке

∥∥∥Q̂(t, q, q̇)
∥∥∥ ≤ d3 (‖q‖+ ‖q̇‖)1+β3 , d3 > 0, β3 > 0.

Наряду с нелинейной системой (2.10) будем рассматривать систему
линейного приближения

Aq̈ + (M + h(t)B +G)q̇ + (C + P )q = 0. (2.11)

С учетом (1.9) из (2.11) получается предельная линейная система с
постоянными коэффициентами

Aẍ+ (M +G)ẋ+ (C + P )x = 0. (2.12)

С помощью невырожденной линейной замены x = Ly систему (2.12)
можно представить в эквивалентном, в плане устойчивости, виде

ÿ +
(
M̃ + G̃

)
ẏ +

(
C̃0 + P̃

)
y = 0, (2.13)

где матрица C̃0 = LTCL — диагональная, M̃ = LTML — симметриче-
ская, а G̃ = LTGL и P̃ = LTPL — кососимметрические.

Теорема 2. Если для параметра h(t) выполнено соотношение (1.9) и
характеристическое уравнение системы (2.12) (или (2.13), что экви-
валентно) имеет корни с положительной вещественной частью, то
положение равновесия q = q̇ = 0 системы (2.10) неустойчиво.

Доказательство. В соответствии с теоремой Перрона [13, с. 351, теоре-
ма 4] характеристические показатели линейной системы с переменными
коэффициентами (2.11) совпадают с вещественными частями корней
характеристического уравнения предельной системы (2.12) (или (2.13)).
Поэтому сумма характеристических показателей S равна следу −SpM̃
матрицы системы (2.13), записанной как система уравнений первого
порядка.
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Из (1.9) следует, что

lim
t→+∞

1
t− t0

∫ t

t0
h(τ) dτ = 0 при всех t0 ≥ 0.

Положим B̃ = LTBL. В соответствии с неравенством Ляпунова

S ≥ lim
t→+∞

1
t− t0

∫ t

t0
Sp

[
−M̃ − h(τ)B̃ − G̃

]
dτ = −SpM̃ = S,

т.е. неравенство Ляпунова обращается в равенство, что означает пра-
вильность системы (2.11). Теперь утверждение доказываемой теоре-
мы вытекает из теоремы Четаева о неустойчивости по правильному
линейному приближению [16, § 70].

Перечислим ряд условий, гарантирующих наличие корней с положи-
тельной вещественной частью у характеристического уравнения (2.13)
и, тем самым, неустойчивость равновесия системы (2.10).
Если M 	= 0, т.е. если ускоряющие силы присутствуют в системе

(2.10), а диссипативные исчезают в соответствии с (1.9), то равновесие
неустойчиво независимо от гироскопических, потенциальных и цирку-
лярных сил. Поэтому далее считаем M = 0.
Если det(C + P ) < 0, то равновесие неустойчиво независимо от вы-

бора матрицы G гироскопических сил [15].

Если матрицы G̃ и P̃ в (2.13) таковы, что
n∑

i, j=1

g̃ij p̃ij 	= 0, то равно-

весие неустойчиво независимо от выбора матрицы C̃0 потенциальных
сил [7]. Система (2.13) вообще может быть устойчива только в случае
M = 0 и обращении в нуль всех коэффициентов при нечетных степенях
в характеристическом уравнении [7]. Такое обнуление обеспечивается,
если помимо M обнуляется еще и одна из матриц G̃ и P̃ .
Если M = 0 и G = 0, а SpC̃0 < 0, то равновесие неустойчиво

независимо от выбора матрицы циркулярных сил P̃ [9].
Если же M = 0, P = 0 и det(C + P ) = detC > 0, то за счет выбо-

ра матрицы G возможна гироскопическая стабилизация [16]. Однако,
если скорость исчезновения диссипативных сил в соответствии с (1.9)
удовлетворяет некоторым условиям (см. ниже теорему 5), то и в этом
случае положение равновесия будет неустойчиво.

Пример 2. Рассмотрим систему типа (2.10) с двумя степенями свобо-
ды (n = 2), в которой присутствуют гироскопические и циркулярные
силы, т.е. матрицы G и P ненулевые. Тогда равновесие неустойчиво
независимо от потенциальных сил.

Пример 3. Рассмотрим систему типа (2.10) с тремя степенями сво-
боды (n = 3) и без ускоряющих сил, для которой уравнения (2.13)
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приведены к виду

ÿ +

⎛⎝ 0 −g1 −g2
g1 0 −g3
g2 g3 0

⎞⎠ ẏ +

⎛⎝ c1 −p1 −p2

p1 c2 −p3

p2 p3 c3

⎞⎠ y = 0. (2.14)

Будем рассматривать трехмерные векторы p = col (p1, p2, p3), g =
col (g1, g2, g3) и диагональную матрицу C = diag (c3, c2, c1). Пусть в (2.14)
матрицы P̃ и C̃0 (т.е. вектор p и матрица C) зафиксированы и при этом
векторы p и Cp неколлинеарны. Тогда равновесие будет неустойчиво
при любом выборе матрицы гироскопических сил, за исключением того
случая, когда вектор g является коллинеарным векторному произведе-
нию p × Cp, т.е. матрица гироскопических сил, при которой возмож-
на устойчивость, определяется фактически единственным образом (с
точностью до скалярного множителя).

Примеры 2 и 3 показывают, что при исчезновении диссипативных
сил с любой скоростью в соотношении (1.9) и одновременном присут-
ствии гироскопических и циркулярных сил в системе, неустойчивость
равновесия является типичным динамическим свойством.

3. Нелинейные диссипативные силы с нестационарным
параметром

Рассмотрим теперь случай, когда в уравнениях (1.7) диссипативные
силы существенно нелинейны (B(t) ≡ 0). Кроме того, будем предпола-
гать, что в разложении (1.3) отсутствуют линейные неконсервативные
силы (P (t) ≡ 0) и могут отсутствовать линейные потенциальные силы
(для матрицы C(t) может иметь место тождество C(t) ≡ 0).
Пусть уравнения представлены в виде

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= −h(t)∂R

∂q̇
−G(t, q, q̇)q̇ − ∂Π

∂q
. (3.1)

Здесь функция Рэлея R(q̇) непрерывно дифференцируема при всех
q̇ ∈ Rn, положительно определена и является однородной порядка ν+1,
ν > 1; G(t, q, q̇) — непрерывная и ограниченная в области Ω(0, �) косо-
симметричная матрица; потенциальная энергия Π(q) — дважды непре-
рывно дифференцируемая при q ∈ Rn однородная функция порядка
μ+ 1, μ ≥ 1; нестационарный параметр h(t) — положительная и непре-
рывно дифференцируемая при t ≥ 0 функция. Таким образом, рассмат-
риваемая система находится под действием потенциальных, гироско-
пических и эволюционирующих со временем существенно нелинейных
диссипативных сил. При выполнении указанных условий положение
q = q̇ = 0 является положением равновесия для (3.1).
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Будем считать, что функция Π(q) не имеет минимума в точке q = 0
и ∂Π(q)/∂q 	= 0 при q 	= 0, т.е. у системы (3.1) нет положений рав-
новесия, за исключением q = q̇ = 0. Известно [14], что если h(t) ≡
const > 0, то положение равновесия q = q̇ = 0 неустойчиво. Определим
условия неустойчивости для переменного параметра h(t). При этом рас-
смотрим два наиболее радикальных типа эволюции диссипативных сил,
приводящих к их доминированию или исчезновению.
Исследуем сначала случай неограниченно растущего параметра.

Теорема 3. Если для параметра эволюции h(t) справедливо предель-
ное соотношение (1.8), и существует число σ ≥ 1/ν, для которого
выполнены следующие условия:∫ +∞

0

dt

hσ(t)
= +∞, (3.2)

|ḣ(t)| ≤ Kh1+ 1+σ
ν+1 (t) при t ≥ 0, K = const > 0, (3.3)

то положение равновесия q = q̇ = 0 системы (3.1) неустойчиво.

Доказательство. Функцию Ляпунова строим в виде

V (t, q, q̇) = Π(q) + T (q, q̇) +
γ

hσ(t)

n∑
i=1

(
∂Π
∂qi

)θ ∂T
∂q̇i

, (3.4)

где γ > 0, θ ≥ 1, причем θ — рациональное число с нечетными чис-
лителем и знаменателем. Дифференцируя (3.4) в силу системы (3.1), с
учетом (3.3) получаем, что в области Ω(0, �) справедлива оценка

V̇ (t, q, q̇) ≤ −a1

(
γ

hσ(t)
‖q‖μ(θ+1) + h(t)‖q̇‖ν+1

)
+

+
a2γ

hσ(t)

(
h(t)‖q‖μθ‖q̇‖ν +

(
1 +Kh

1+σ
ν+1 (t)

)
‖q‖μθ‖q̇‖+ ‖q‖μθ−1‖q̇‖2

)
,

где a1 > 0, a2 > 0.
Пусть θ = ν. Тогда положительные числа γ, η, τ, a3, a4 можно вы-

брать так, чтобы в области Ω(τ, η) имели место неравенства

|V (t, q, q̇)| ≤ a3

(
‖q‖μ+1 + ‖q̇‖2

)
, (3.5)

V̇ (t, q, q̇) ≤ − a4

hσ(t)

(
‖q‖μ(ν+1) + ‖q̇‖ν+1

)
. (3.6)

Предположим, что положение равновесия q = q̇ = 0 устойчиво. За-
дадим t0 ≥ τ и найдем точку q̃0 такую, что Π(q̃0) < 0 и решение q(t)
системы (3.1) с начальными данными q(t0) = q̃0, q̇(t0) = 0 при всех
t ≥ t0 удовлетворяет условиям ‖q(t)‖ < η, ‖q̇(t)‖ < η.
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Рассмотрим функцию Ṽ (t) = V (t, q(t), q̇(t)). Функция Ṽ (t) монотон-
но убывает и ограничена на промежутке [t0,+∞), причем Ṽ (t0) < 0.
Учитывая неравенство (3.5), получаем, что ‖q(t)‖ + ‖q̇(t)‖ ≥ �0 при
t ≥ t0, где �0 — положительная постоянная. А тогда из оценки (3.6)
и условия (3.2) следует, что Ṽ (t) → −∞ при t → +∞. Приходим к
противоречию, которое и доказывает теорему.

Далее наряду с системой (3.1) рассмотрим возмущенную систему

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= −h(t)∂R

∂q̇
−G(t, q, q̇)q̇ − ∂Π

∂q
+Q(υ)(t, q, q̇). (3.7)

Здесь вектор-функцияQ(υ)(t, q, q̇) задана и непрерывна в области Ω(0, �)
и удовлетворяет неравенству ‖Q(υ)(t, q, q̇)‖ ≤ ε‖q‖δ+d‖q̇‖ξ, где ε, d, δ, ξ —
положительные постоянные. Таким образом, система (3.7) также имеет
положение равновесия q = q̇ = 0. Определим условия, при выполнении
которых неустойчивость этого положения равновесия сохраняется и для
возмущенной системы.

Теорема 4. Если параметр h(t) удовлетворяет условиям (1.8) и∫ +∞

0

dt

h1/ν(t)
= +∞, (3.8)

|ḣ(t)| ≤ Kh1+ 1
ν (t) при t ≥ 0, K = const > 0, (3.9)

то при δ ≥ μν, ξ ≥ ν и достаточно малых значениях ε положение
равновесия q = q̇ = 0 системы (3.7) неустойчиво.

Доказательство. Снова рассмотрим функцию Ляпунова (3.4). Для ее
производной в силу возмущенной системы (3.7) в области Ω(0, �) спра-
ведлива оценка

V̇ (t, q, q̇) ≤ −a1

(
γ

hσ(t)
‖q‖μ(θ+1) + h(t)‖q̇‖ν+1

)
+

+ a2

(
‖q̇‖+

γ

hσ(t)
‖q‖μθ

)(
ε‖q‖δ + d‖q̇‖ξ

)
+

+
a3γ

hσ(t)

(
h(t)‖q‖μθ‖q̇‖ν +

(
1 +Kh

1
ν (t)

)
‖q‖μθ‖q̇‖+ ‖q‖μθ−1‖q̇‖2

)
.

Здесь a1, a2, a3 — положительные постоянные. В данном случае учет
возмущений в системе (3.7) приводит к тому, что у нас не остается
произвола в выборе параметра σ. Его значение должно определяться
по формуле σ = 1/ν. Дальнейшее доказательство с учетом (3.8) и (3.9)
проводится аналогично доказательству теоремы 3.
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Определим теперь условия неустойчивости положения равновесия
системы (3.1) с исчезающими со временем диссипативными силами.

Теорема 5. Если для параметра эволюции h(t) справедливо предель-
ное соотношение (1.9), и существует число σ ≥ 1, для которого вы-
полнены следующие условия:∫ +∞

0
hσ(t) dt = +∞, (3.10)

|ḣ(t)| ≤ Kh1+ 1−σ
ν+1 (t) при t ≥ 0, K = const > 0, (3.11)

то положение равновесия q = q̇ = 0 системы (3.1) неустойчиво.

Используя функцию Ляпунова

V (t, q, q̇) = Π(q) + T (q, q̇) + γhσ(t)
n∑
i=1

(
∂Π
∂qi

)θ ∂T
∂q̇i

,

где γ > 0, θ ≥ 1, причем θ — рациональное с нечетными числите-
лем и знаменателем, доказательство настоящей теоремы проводится
аналогично доказательству теоремы 3.

Замечание 3. Теорема 5 справедлива и при ν = 1 (для линейных
диссипативных сил).

Замечание 4. Пусть параметр h(t) определяется по формуле (2.8),
где α < 0. Тогда условия (3.10) и (3.11) будут выполнены при α ≥ −1.

4. Нелинейные диссипативные силы, зависящие от
обобщенных координат

В теории механизмов и машин встречаются дифференциальные урав-
нения механических систем с диссипативными силами позиционно-вяз-
кого трения, зависящие не только от обобщенных скоростей (линей-
ным образом), но и от обобщенных координат [5]. Поэтому рассмотрим
теперь тот случай, когда уравнения (1.7) имеют вид

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= −h(t)∂F

∂q
q̇ −G(t, q, q̇)q̇ − ∂Π

∂q
. (4.1)

Здесь матрица гироскопических сил G(t, q, q̇) и потенциальная энергия
Π(q) обладают свойствами, указанными в разделе 3. Будем считать, что
компоненты вектора F (q) являются непрерывно дифференцируемыми
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при q ∈ Rn однородными функциями порядка ν + 1, ν > 0. Кроме того,
предположим, что всех q, q̇ ∈ Rn справедлива оценка

q̇T
∂F

∂q
q̇ ≥ c‖q‖ν‖q̇‖2,

где c — положительная постоянная. Введем обозначение ζ = max{ν; 2}.
Система (4.1) имеет положение равновесия q = q̇ = 0. В случае, когда

h(t) ≡ const > 0, это положение равновесия неустойчиво [14]. Исследуем
условия неустойчивости при переменном параметре h(t), неограниченно
возрастающем, либо стремящимся к нулю с ростом времени.
Рассмотрим сначала случай эволюции диссипативных сил, приводя-

щей к их доминированию.

Теорема 6. Если для параметра h(t) справедливо соотношение (1.8),
и существует число σ ≥ 1, для которого выполнены условия (3.2) и

|ḣ(t)| ≤ Kh1+ 1+σ
ζ (t) при t ≥ 0, K = const > 0, (4.2)

то положение равновесия q = q̇ = 0 системы (4.1) неустойчиво.

Доказательство. Построим функцию Ляпунова для (4.1) в виде

V (t, q, q̇) = Π(q)+T (q, q̇)− γ1

hσ(t)
‖q̇‖β−1qT q̇+

γ2

hσ(t)

n∑
i=1

(
∂Π
∂qi

)κ
μ ∂T

∂q̇i
, (4.3)

где γ1 > 0, γ2 > 0, β ≥ 1, κ ≥ μ, причем величина κ/μ является
рациональным числом с нечетными числителем и знаменателем.
В области Ω(0, �) справедливы оценки

|V (t, q, q̇)| ≤ a1(‖q‖μ+1 + ‖q̇‖2) +
γ1

hσ(t)
‖q‖‖q̇‖β +

γ2k3

hσ(t)
‖q‖κ‖q̇‖,

V̇ (t, q, q̇) ≤ 1
hσ(t)

(
−a2

(
γ2‖q‖κ+μ + γ1‖q̇‖β+1 + h1+σ(t)‖q‖ν‖q̇‖2

)
+

+a3

(
γ1h

1+σ
ζ (t)‖q‖‖q̇‖β+γ2h

1+σ
ζ (t)‖q‖κ‖q̇‖+γ1‖q‖μ+1‖q̇‖β−1+γ1‖q‖‖q̇‖β+

+γ1h(t)‖q‖ν+1‖q̇‖β + γ2‖q‖κ−1‖q̇‖2 + γ2h(t)‖q‖κ+ν‖q̇‖+ γ2‖q‖κ‖q̇‖
))
,

где a1, a2, a3 — некоторые положительные постоянные.
Используя доказанную в работе [1] лемму 1.2, получаем, что если

κ ≥ μ + ν, β ≥ 1 + max {ν; 2(κ− 1)/(κ+ μ− ν)}, то положительные
числа γ1, γ2, η, τ и a4 можно выбрать так, чтобы в области Ω(τ, η)
имели место неравенства

|V (t, q, q̇)| ≤ 2a1

(
‖q‖μ+1 + ‖q̇‖2

)
, V̇ (t, q, q̇) ≤ −

a4

(
‖q‖κ+μ + ‖q̇‖β+1

)
hσ(t)

.

Дальнейшее доказательство аналогично доказательству теоремы 3.
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Замечание 5. Если нестационарный параметр имеет вид (2.8), где
α > 0, то условия (3.2) и (4.2) будут выполнены при α ≤ 1.

Наряду с системой (4.1) рассмотрим теперь возмущенную систему

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= −h(t)∂F

∂q
q̇ −G(t, q, q̇)q̇ − ∂Π

∂q
+Q(υ)(t, q, q̇). (4.4)

Здесь вектор-функцияQ(υ)(t, q, q̇) задана и непрерывна в области Ω(0, �)
и удовлетворяет неравенству ‖Q(υ)(t, q, q̇)‖ ≤ ε‖q‖δ + d‖q‖ξ‖q̇‖, где ε, d,
δ, ξ — положительные постоянные. Таким образом, система (4.4) также
имеет положение равновесия q = q̇ = 0.

Теорема 7. Пусть параметр h(t) удовлетворяет условиям (1.8), (2.2)
и |ḣ(t)| ≤ Kh1+ 2

ζ (t) при t ≥ 0, K = const > 0. Тогда при δ ≥ μ+ν, ξ ≥ ν
и достаточно малых значениях ε положение равновесия q = q̇ = 0
системы (4.4) неустойчиво.

Доказательство теоремы 7 проводится аналогично доказательству
теоремы 6. При этом в функции (4.3) следует положить σ = 1.
Перейдем теперь к случаю исчезающих диссипативных сил.

Теорема 8. Если для параметра эволюции h(t) справедливо предель-
ное соотношение (1.9), и существует число σ ≥ 1, для которого вы-
полнены условия (3.10) и |ḣ(t)| ≤ Kh1+ 1−σ

ζ (t) при t ≥ 0, K = const > 0,
то положение равновесия q = q̇ = 0 системы (4.1) неустойчиво.

С использованием функции Ляпунова

V (t, q, q̇) = Π(q) + T (q, q̇)− γ1h
σ(t)‖q̇‖β−1qT q̇ + γ2h

σ(t)
n∑
i=1

(
∂Π
∂qi

)κ
μ ∂T

∂q̇i
,

где γ1 > 0, γ2 > 0, β ≥ 1, κ ≥ μ, причем κ/μ — рациональное число
с нечетными числителем и знаменателем, доказательство настоящей
теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 6.

5. Условия неустойчивости для систем с отрицательно
определенным потенциалом

Предположим теперь, что уравнения (1.7) представимы в виде

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= h(t)Q(d)(t, q, q̇)− ∂Π

∂q
+N(t, q, q̇) +Q(υ)(t, q, q̇). (5.1)
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Здесь векторы Q(d)(t, q, q̇), N(t, q, q̇), Q(υ)(t, q, q̇) соответственно дисси-
пативных, неконсервативных и возмущающих сил непрерывны в обла-
сти Ω(0, �); потенциальная энергия Π(q) — непрерывно дифференци-
руемая при q ∈ Rn однородная функция порядка μ + 1, μ ≥ 1; неста-
ционарный параметр h(t) — положительная и непрерывная при t ≥ 0
функция. Пусть в области Ω(0, �) справедливы оценки ‖Q(d)(t, q, q̇)‖ ≤
c1

(
‖q‖λ‖q̇‖+ ‖q̇‖ν

)
, ‖Q(υ)(t, q, q̇)‖ ≤ c2

(
‖q‖δ + ‖q̇‖ξ

)
, где c1, c2, ν, λ, δ,

ξ — положительные постоянные. Таким образом, система (5.1) имеет
положение равновесия q = q̇ = 0.

Теорема 9. Если параметр h(t) удовлетворяет условию (1.9), а функ-
ция Π(q) отрицательно определена, то при выполнении неравенств

λ ≥ μ− 1
2

, ν ≥ 2μ
μ+ 1

, δ > μ, ξ >
2μ
μ+ 1

(5.2)

положение равновесия q = q̇ = 0 системы (5.1) неустойчиво.

Доказательство. Функцию Ляпунова строим в виде V (q, q̇) = qT
∂T

∂q̇
.

Дифференцируя ее в силу системы (5.1), получаем, что в области Ω(0, �)
справедлива оценка

V̇ (t, q, q̇) ≥ 2k1‖q̇‖2 + a1‖q‖μ+1−

−a2‖q‖
(
‖q̇‖2 + ‖q‖δ + ‖q̇‖ξ + h(t)

(
‖q‖λ‖q̇‖+ ‖q̇‖ν

))
,

где a1 > 0, a2 > 0.
Если выполнены неравенства (5.2), то при достаточно больших t и

достаточно малых значениях ‖q‖ и ‖q̇‖ имеем

V̇ (t, q, q̇) ≥ k1‖q̇‖2 +
a1

2
‖q‖μ+1.

Следовательно [13], положение равновесия q = q̇ = 0 системы (5.1)
неустойчиво.

Замечание 6. По сравнению с теоремами 5 и 8, в теореме 9 наклады-
ваются более жесткие условия на потенциал (предполагается его отри-
цательная определенность), но при этом не требуется дополнительных
условий на скорость стремления к нулю нестационарного параметра.
Кроме того, неустойчивость положения равновесия имеет место при
произвольных неконсервативных силах.
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A. Yu. Aleksandrov, A. A. Kosov, A. V. Platonov
On the preservation of instability of mechanical systems under

the evolution of dissipative forces

Abstract. The mechanical systems described by the Lagrange differential equations
of the second kind with nonstationary evolution of dissipative forces are studied. It is
assumed that the evolution results in domination, or disappearing of dissipative forces.
In the case of nonapplicability of known for nonstationary linearizations classical criteria,
the theorems on the instability by the linear approximation of the equilibrium position
are proved. The systems with essentially nonlinear dissipative forces are investigated. It
is assumed that dissipative forces are determined by the homogeneous Rayleigh function,
or depend on generalized coordinates. For such systems, the conditions of instability of
the equilibrium position are also obtained.

Keywords: mechanical systems, dissipative forces, stability, Lyapunov functions,
nonstationary parameter.
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