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Аннотация. Получены достаточные условия существования обратного оператора
к оператору свертки в пространствах Lp(R), p ∈ (2,∞), и достаточные условия плот-
ности множества значений оператора свертки. Данные свойства оператора свертки
рассмотрены в применении к широкому классу регуляризующих полугрупп — к
R-полугруппам.
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1. Введение

Наличие полугруппового свойства у семейства операторов решения
дифференциально-операторной задачи Коши

u′(t) = Au(t), t ∈ [0, T ], u(0) = f, (1.1)

позволяет получить много важных результатов в рамках разросшейся
к настоящему времени теории полугрупп операторов. Фундаменталь-
ным результатом в этой области является теорема Маядеры–Феллера–
Филлипса–Хилле–Иосиды (МФФХИ), связывающая равномерную кор-
ректность задачи (1.1) с поведением резольвенты оператора A и с су-
ществованием полугруппы операторов класса C0, порожденной опера-
тором A в некотором банаховом пространстве X (см., например, [4, 10,
5, 9]).
В последнее время в связи с многочисленными приложениями боль-

шой интерес вызывают задачи, не являющиеся равномерно коррект-
ными, то есть задачи, для которых не выполнены условия теоремы

∗ Работа выполнена при поддержке программы Рособразования 2.1.1/2000 и
гранта РФФИ № 10-0196003р
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МФФХИ. Один из подходов к изучению и решению задач, не являющих-
ся равномерно корректными, основан на методах, созданных в теории
регуляризации некорректных задач. Методы регуляризации некоррект-
ных задач для любого заданного с погрешностью начального условия
fδ ∈ X (‖f − fδ‖ ≤ δ) позволяют построить решение uα некоторой
корректной задачи, зависящей от параметра регуляризации α, такое,
что при определенном согласовании параметров α = α(δ) имеет место
сходимость α(δ) → 0 и uα(δ)(t) → u(t) при δ → 0. Это решение, назы-
ваемое регуляризованным, определяется регуляризующим оператором
Rα(t):

Rα(t)fδ = uα(δ)(t), t ∈ [0, T ].

Решения, полученные таким образом, могут служить приближенными
решениями задачи (1.1) [4, 10, 5]:

uα(δ)(t) = Rα(t)fδ → u(t) при fδ → f.

Как показано в [5], в случае когда A — дифференциальный оператор,
такая регуляризация связана с порождением оператором A некоторой
R-полугруппы, где R = R(α) — оператор, ограниченный в X при любом
α ≥ 0, обратимый, с плотной областью значений и такой, что R(α)x→ x
при α→ 0, x ∈ X.
Таким образом, оба подхода к решению некорректной задачи (1.1) —

построение регуляризующих операторов и построение R-полугрупп опе-
раторов вкладываются в общую конструкцию регуляризации в широ-
ком смысле [10], придавая более широкие возможности каждому из них.
В [5, 9] установленная связь использована для построения регуляризо-
ванных задач с дифференциальным оператором A в пространстве L2,
в [6] — в пространствах Lp.
В настоящей работе (раздел 2) показано, что регуляризующие опера-

торы, построенные в [6], порождают R-полугруппу в пространствах Lp
и определяют решение регуляризованной задачи. При этом возникли
тонкие вопросы (важные и сами по себе) относительно обратимости
свертки и плотности ее области значений в пространствах Lp. Этому
посвящен раздел 3.

2. Полугрупповые свойства регуляризующих операторов
некорректной дифференциальной задачи Коши

в пространствах Lp

Рассмотрим соответсвующие задаче (1.1) системы линейных диффе-
ренциальных уравнений:

∂

∂t
uj(t, x) =

m∑
k=1

pjk

(
i
∂

∂x

)
uk(t, x), j = 1, . . . ,m, (2.1)
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где pjk
(
i ∂∂x

)
— полиномы от оператора i ∂∂x максимального порядка r с

постоянными комплексными коэффициентами. Обозначим p̃jk(ζ) (j, k =
1, . . . ,m) полиномы, получаемые из pjk

(
i ∂∂x

)
при замене i ∂∂x на ком-

плексное число ζ = ξ + iη. Введем матрицу P̃ (ζ) := (p̃jk(ζ))mj,k=1 и

обозначим g̃jk(t, ζ) элементы матрицы etP̃ (ζ) :=
∞∑
n=0

tn

n! P̃
n(ζ). Теперь,

следуя классификации, рассмотренной в [2], выделим два класса систем
(2.1): класс систем корректных по Петровскому, для которых при t ≥ 0
и ξ ∈ R( m∑

j,k=1

|g̃jk(t, ξ)|2
)1/2

≤ (c1 + c2t
m−1)ea1t(1 + |ξ|)r(m−1), a1 ∈ R; (2.2)

и класс условно-корректных систем, для которых при t ≥ 0 и ξ ∈ R( m∑
j,k=1

|g̃jk(t, ξ)|2
)1/2

≤ (c1 + c2t
m−1)ea2t(1 + |ξ|)r(m−1)ebt|ξ|

h
,

a2 ∈ R, b > 0, 0 < h < 1.

(2.3)

Обозначим Xm
p , p ∈ [1,∞], m-мерное пространство, состоящее из

векторов f = (f1, . . . , fm), компоненты которых принадлежат соответ-
ствующему пространству

Xp :=
{
Lp при p ≥ 1,
C0 при p =∞; Xm

p снабдим нормой ‖f‖ =
( m∑
j=1

‖fj‖2p
)1/2

.

Здесь Lp — пространство функций f таких, что функция |f |p инте-
грируема (в смысле Лебега) на числовой прямой; C0 — пространство
непрерывных на числовой прямой функций, стремящихся к нулю на
бесконечности; ‖ · ‖p — норма в Xp.
Для системы (2.1) из выделенных классов, рассмотрим в простран-

стве Xm
p задачу (1.1):

d

dt
u(t) = P

(
i
∂

∂x

)
u(t), t ∈ [0, T ], u(0) = f , (2.4)

где P
(
i ∂∂x

)
— дифференциальный оператор, действующий в Xm

p по пра-

вилу P
(
i ∂∂x

)
f = (

m∑
k=1

p1k

(
i ∂∂x

)
fk, . . . ,

m∑
k=1

pmk
(
i ∂∂x

)
fk); при этом под ∂

∂xf

понимается обобщенная производная функции f . Область определения
оператора P

(
i ∂∂x

)
Dom P :=

{
f ∈ Xm

p : P
(
i
∂

∂x

)
f ∈ Xm

p

}
.
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Согласно результатам, полученным в [5, 9, 6], некорректная зада-
ча (2.4) может быть регуляризована с помощью семейства операторов
{Rα(t), α ≥ 0, t ∈ [0, T ]}, определенных следующим образом:

Rα(t)f =
( m∑
k=1

s
(α)
1k (t) ∗ fk, . . . ,

m∑
k=1

s
(α)
mk(t) ∗ fk

)
,

s
(α)
jk (t) := F−1[g̃jk(t, ·)K̃α],

здесь F — обозначение прямого (F−1 — обратного) преобразования Фу-
рье вида F [f ](ξ) := lim

N→∞
∫N
−N f(x)eiξx dx, определенного для функций

из Lp, p ∈ [1, 2] (F [f ] будем также обозначать f̃).
В данной конструкции оператора Rα(t) существенную роль играет

функция K̃α — регуляризующая функция. В настоящей работе поло-
жим K̃α(ξ) = K̃(αξ), α ≥ 0, где K̃ — функция из пространства Со-
болева W 2

1 (пространства функций f ∈ L1 абсолютно непрерывных на
числовой прямой вместе со своими производными первого порядка, для
которых f ′ и f ′′ ∈ L1), удовлетворяющая следующим условиям:
K1) K̃(0) = 1,
К2) в случае систем корректных по Петровскому при ξ →∞

K̃(ξ) = O

(
1

|ξ|rm+1

)
, K̃ ′(ξ) = O

(
1

|ξ|rm−r+1

)
, (2.5)

в случае условно–корректных систем при ξ →∞

K̃(ξ) = O

(
1

e(b+ε)T |ξ|h |ξ|rm
)
, K̃ ′(ξ) = O

(
1

ebT |ξ|h |ξ|rm−r+1

)
(2.6)

(r — максимальный порядок полиномов pjk системы (2.1), ε — произ-
вольное положительное число). Как показано в [6], такое определение
функции K̃α при условиях вида (2.2) — (2.3) обеспечивает для операто-
ра Rα(t), во-первых, существование (для этого достаточно, чтобы при
α = 1 семейства {s(α)

jk (t), t ∈ [0, T ]}, j, k = 1, . . . ,m, состояли из инте-
грируемых на числовой прямой функций), во-вторых, наличие свойств
регуляризующего оператора задачи (2.4) в пространстве Xm

p при любом
p ∈ [1,∞]. В качестве примера такой функции для выделенных классов
систем (2.1) рассмотрим

K̃α(ξ) =

⎧⎨⎩ (1 + α2ξ2)−(rm+1)/2,
для случая систем
корректных по Петровскому;

e−α2ξ2 ,
для случая системусловно-корректных.

Теперь зафиксируем параметр α и покажем, что семейство опера-
торов {Rα(t), t ∈ [0, T ]}, описанных выше, удовлетворяет следующим
условиям:



58 М. В. ВДОВИН

R1) Rα(t+ τ)(Kα ∗ f) = Rα(t)Rα(τ)f для всех t, τ, t+ τ ∈ [0, T ], f ∈
Xm
p .
R2) для каждого ϕ ∈ Dm — пространства векторов, компонентами

которых являются бесконечно дифференцируемые на числовой прямой
функций с компактными носителями, выполняется соотношение∥∥∥∥Rα(t+ Δt)ϕ−Rα(t)ϕ

Δt
− P

(
i
∂

∂x

)
Rα(t)

∥∥∥∥→ 0 при Δt→ 0

равномерно по t на отрезке [0, T ].
Чтобы убедиться в выполнении условия R1) воспользуемся следую-

щим свойством матричной экспоненты: e(t+τ)P̃ (ζ) = etP̃ (ζ)eτP̃ (ζ), кото-
рое для элементов матрицы etP̃ (ζ) выражается в виде g̃jk(t + τ, ζ) =
m∑
l=1

g̃jl(t, ζ)g̃lk(τ, ζ) при j, k = 1, . . . ,m. Отсюда, поскольку

s
(α)
jk (t+ τ) ∗Kα ∗ f = F−1[g̃jk(t+ τ, ·)K̃αK̃α] ∗ f

для всех t, τ, t+ τ ∈ [0, T ] и f ∈ Xp (см. [6]), получим

s
(α)
jk (t+ τ) ∗Kα ∗ f = F−1

[ m∑
l=1

g̃jl(t, ·)K̃αg̃lk(τ, ·)K̃α

]
∗ f =

=
m∑
l=1

s
(α)
jl (t) ∗ s(α)

lk (τ) ∗ f

для всех t, τ, t+ τ ∈ [0, T ] и f ∈ Xp, т.е. выполняется условие R1).
Обратимся теперь к проверке выполнения условия R2). Учитывая,

что

Rα(t)ϕ =
( m∑
k=1

s
(α)
1k (t) ∗ ϕk, . . . ,

m∑
k=1

s
(α)
mk(t) ∗ ϕk

)
,

где s(α)
jk (t) := F−1[g̃jk(t, ·)K̃α] (j, k = 1, . . . ,m) при любом t ≥ 0 явля-

ются элементами пространства L1, см. [6], и то, что D ⊂ L1, получим
s
(α)
jk (t)∗ϕ ∈ L1 при любых t ≥ 0 и ϕ ∈ D в силу свойств сверки функций
из Lp, p ∈ [1,∞]:

u ∗ v ∈ Lp, ‖u ∗ v‖p ≤ ‖u‖1‖v‖p, u ∈ L1, v ∈ Lp, (2.7)

см., например, [8, п. 1.3 гл. 1]. При этом легко убедиться, что∫ ∞

−∞
(s ∗ ϕ)(x)ψ′(x) dx = −

∫ ∞

−∞
(s ∗ ϕ′)(x)ψ(x) dx

для всех s ∈ L1, ϕ, ψ ∈ D. Откуда следует, что s(α)
jk (t) ∗ ϕ являются

элементами пространства Соболева W 1
1 , и, значит, Rα(t)ϕ ∈ Dom P и

P
(
i ∂∂x

)
Rα(t)ϕ = Rα(t)P

(
i ∂∂x

)
ϕ для всех t ≥ 0 и ϕ ∈ Dm.

Далее нам понадобится следующий вспомогательный результат.
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Лемма 1. Пусть sj(t), t ∈ [0, T ], j = 1, . . . ,m, — функции, при-
нимающие значения из L1, ограничены на отрезке [0, T ] и для всех
t,Δt, t+ Δt ∈ [0, T ] и ϕ ∈ D

sj(t+ Δt) ∗ ϕ− sj(t) ∗ ϕ =
m∑
k=1

∫ Δt

0
sk(t+ τ) ∗Bjkϕ dτ, j = 1, . . . ,m,

где Bjk — линейные операторы, отображающие пространство D в
себя. Тогда при любых ϕ ∈ D и p ∈ [1,∞]∥∥∥∥sj(t+ Δt) ∗ ϕ− sj(t) ∗ ϕ

Δt
−

m∑
k=1

sk(t) ∗Bjkϕ
∥∥∥∥
p

→ 0 при Δt→ 0,

равномерно относительно t на отрезке [0, T ] (‖ · ‖p — норма в Xp).

Доказательство. Поскольку D ⊂
∞⋂
p=1

Xp, то при любых ϕ ∈ D и p ∈

[1,∞] в силу обобщенного неравенства Минковского и неравенства для
свертки функций из Lp (2.7), имеет место следующая цепочка нера-
венств:∥∥∥∥sj(t+ Δt) ∗ ϕ− sj(t) ∗ ϕ

Δt
−

m∑
k=1

sk(t) ∗Bjkϕ
∥∥∥∥
p

=

=
1
|Δt|

∥∥∥∥ m∑
k=1

∫ Δt

0
sk(t+ τ) ∗Bjkϕ dτ −

m∑
k=1

∫ Δt

0
sk(t) ∗Bjkϕ dτ

∥∥∥∥
p

=

=
1
|Δt|

∥∥∥∥ m∑
k=1

∫ Δt

0

(( m∑
l=1

∫ τ

0
sl(t+ σ) ∗Bklϕ dσ

)
∗Bjkϕ

)
dτ

∥∥∥∥
p

≤

≤ 1
|Δt|

m∑
k=1

∫ Δt

0

∥∥∥∥ m∑
l=1

∫ τ

0
sl(t+ σ) ∗Bklϕ dσ

∥∥∥∥
1

‖Bjkϕ‖p dτ ≤

≤ 1
|Δt|

m∑
k=1

‖Bjkϕ‖p
∫ Δt

0

m∑
l=1

∫ τ

0
‖sl(t+ σ)‖1‖Bklϕ‖p dσdτ ≤

≤ max
1≤l≤m

sup
t+σ∈[0,T ]

‖sl(t+ σ)‖1
m∑

k,l=1

‖Bjkϕ‖p‖Bklϕ‖p|Δt|,

откуда следует утверждение данной леммы.

Теперь, учитывая, что для функций g̃jk(t, ζ), j, k = 1, . . . ,m, как
элементов матрицы etP̃ (ζ) (P̃ (ζ) := (p̃jk(ζ))mj,k=1), выполняется равен-

ство ∂
∂t g̃jk(t, ζ) =

m∑
l=1

g̃jl(t, ζ)p̃lk(ζ) при любых t ∈ R и ζ ∈ C, и учитывая,

что имеет место оценка
∫Δt
0

∫∞
−∞ |g̃jk(t + τ, ξ)K̃α(ξ)ϕ̃(ξ)| dξdτ < ∞ при
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любых t,Δt ≥ 0 и ϕ ∈ D (см. (2.2), (2.3) и (2.5), (2.6)), в силу свойств
преобразования Фурье и теоремы Фубини получим

s
(α)
jk (t+ Δt) ∗ ϕ− s(α)

jk (t) ∗ ϕ = F−1
[ ∫ Δt

0

∂

∂t
g̃jk(t+ τ, ·) dτK̃αϕ̃

]
=

= F−1
[ ∫ Δt

0

m∑
l=1

g̃jl(t+ τ, ·)p̃lk dτK̃αϕ̃

]
=

=
m∑
l=1

∫ Δt

0
F−1[g̃jl(t+ τ, ·)K̃αp̃lkϕ̃] dτ =

=
m∑
l=1

∫ Δt

0

(
s
(α)
jl (t+ τ) ∗ plk

(
i
∂

∂x

)
ϕ

)
dτ

для всех t,Δt, t+Δt ∈ [0, T ] и ϕ ∈ D. При этом s(α)
jk (t) при j, k = 1, . . . ,m

ограничены по t на отрезке [0, T ] (см. [6]), т.е. s(α)
jk (t) удовлетворяют

условиям леммы 1, и, значит, условие R2) выполняется.
Отметим, что поскольку пространство Dm всюду плотно в простран-

ствеXm
p при любом p ∈ [1,∞] и семейство операторов {Rα(t), t ∈ [0, T ]}

по конструкции равномерно по t ограничено на отрезке [0, T ], то условие
R2) означает, что при любом f ∈ Xm

p функция uα(t) = Rα(t)f , t ∈ [0, T ],
является решением следующей регуляризованной в пространстве Xm

p

задачи:

d

dt
uα(t) = P

(
i
∂

∂x

)
uα(t), t ∈ [0, T ], uα(0) = Kα ∗ f ,

где Kα = F−1[K̃α], Kα ∗ f := (Kα ∗ f1, . . . ,Kα ∗ fm).
Наконец, для доказательства того, что семейство операторов {Rα(t),

t ∈ [0, T ]} образует R-полугруппу, требуется показать, что оператор
R(α) = Rα(0) имеет обратный оператор и множество значений всюду
плотное в пространстве Xm

p . Из построения операторов Rα(t) следу-
ет, что оператор Rα(0) является оператором свертки, порожденным
функцией Kα. Следующий раздел посвящен исследованию вопросов
существования обратного оператора к оператору свертки.

3. Существование обратного оператора
к оператору сверки в пространствах Lp

Если функция K ∈ L1, то при p ∈ [1, 2], непосредственно исходя
из свойств преобразования Фурье функций из пространств Lp: F [u ∗
v] = F [u]F [v], получаем, что для существования обратного оператора
к оператору свертки, порожденному функцией K, на пространстве Lp
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необходимо и достаточно, чтобы мера Лебега множества нулей функ-
ции K̃ — преобразования Фурье функции K, равнялась нулю. Покажем
(теорема 1), что если при этом функция K̃ является абсолютно непре-
рывной на любом отрезке числовой прямой и имеет не более чем счетное
множество нулей, то существует обратный оператор к оператору сверт-
ки, порожденному функцией K, на пространстве Lp при p ∈ (2,∞). Для
этого нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть непрерывная на отрезке [a, b] функция g абсолютно
непрерывна на любом отрезке [α, β] ⊂ [a, b] \ E, где E — не более чем
счетное замкнутое множество; при этом g′(x) = 0 почти для всех
x ∈ [α, β]. Тогда функция g постоянна на отрезке [a, b].

Доказательство. Поскольку E — замкнутое множество, то (a, b) \E —
открытое и, значит (см. [7, §5 гл. II]), представимо в виде

⋃
ν∈N

(αν , βν),

где (αν′ , βν′) ∩ (αν′′ , βν′′) = ∅ при ν ′ 	= ν ′′ (N ⊂ N). Согласно условиям
на функцию g, при любых ν ∈ N и σ ∈ (0, βν−αν

2 ) имеем

g(x) = g(αν+βν

2 ) +
∫ x

αν+βν
2

g′(ξ) dξ = g(αν+βν

2 )

для всех x ∈ [αν + σ, βν − σ], откуда, в силу произвольности σ и непре-
рывности функции g, получаем g(x) = g(αν+βν

2 ) для всех x ∈ [αν , βν ].
Следовательно, образ отрезка [a, b] при отображении g представляется
в виде g([a, b]) = {g(αν+βν

2 )}ν∈N ∪ g(E ∪ a ∪ b) и является не более
чем счетным множеством, что, при условии непрерывности функции
g, возможно лишь в случае, когда g постоянна на [a, b].

Теорема 1. Пусть функция K ∈ L1 такая, что ее преобразование
Фурье — функция K̃, является локально абсолютно непрерывной на
числовой прямой и имеет не более чем счетное множество нулей. То-
гда оператор свертки, порожденный функцией K, является взаимно-
однозначным отображением пространства Lp на себя при любом p ∈
(2,∞).

Доказательство. Вначале покажем, что для всех ϕ ∈ D — простран-
ства бесконечно дифференцируемых на числовой прямой функций с
компактными носителями, выполняется равенство∫ ∞

−∞
(K ∗ f)(x)ϕ̃(x) dx =

= −
∫ ∞

−∞
K̃ ′(ξ)g(ξ)ϕ(ξ) dξ −

∫ ∞

−∞
K̃(ξ)g(ξ)ϕ′(ξ) dξ,

(3.1)
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где ϕ̃ — преобразование Фурье функции ϕ, K̃ ′ и ϕ′ — производные
функций K̃ и ϕ, g — преобразование функции f вида

g(ξ) =
∫ ∞

−∞
f(y)

eiyξ − 1
iy

dy. (3.2)

Затем, используя (3.1) и лемму 2, покажем, что равенство K ∗ f = 0
влечет f = 0.
Итак, с помощью неравенства для сверки функций из пространств

Lp, p ∈ [1,∞) (2.7), неравенства Гельдера и непосредственного инте-
грирования получаем:∫ ∞

−∞
|(K ∗ f)(x)ϕ̃(x)| dx ≤ ‖K‖1‖f‖p‖ϕ̃‖q, 1/q + 1/p = 1,∫ ∞

−∞
|K(x− y)|

(∫ ∞

−∞
|ϕ(ξ)| dξ

)
dx = ‖K‖1‖ϕ‖1.

Следовательно, согласно теореме Фубини∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
K(x− y)f(y) dy

(∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)eixξ dξ

)
dx =

=
∫ ∞

−∞
f(y)

∫ ∞

−∞
K(x− y)

(∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)eixξ dξ

)
dx dy =

=
∫ ∞

−∞
f(y)

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
K(x− y)ei(x−y)ξ dx

)
ϕ(ξ)eiyξ dξ dy =

=
∫ ∞

−∞
f(y)

∫ ∞

−∞
K̃(ξ)ϕ(ξ)eiyξ dξ dy.

(3.3)

При этом в результате интегрирования по частям имеем∫ ∞

−∞
K̃(ξ)ϕ(ξ)eiyξ dξ = −

∫ ∞

−∞
(K̃ ′(ξ)ϕ(ξ) + K̃(ξ)ϕ′(ξ))

eiyξ − 1
iy

dξ. (3.4)

Кроме того, в силу неравенства Гельдера∫ ∞

−∞

∣∣∣∣f(y)
eiyξ − 1
iy

∣∣∣∣ dy ≤ ‖f‖p(∫ ∞

−∞

∣∣∣∣eiyξ − 1
iy

∣∣∣∣qdy)1/q

= [z = yξ] =

= ‖f‖p
(

1
|ξ|

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣eiz − 1
iz

ξ

∣∣∣∣qdz)1/q

= C|ξ|1−1/q = C|ξ|1/p,
(3.5)

откуда следует, что∫ ∞

−∞
|K̃ ′(ξ)ϕ(ξ) + K̃(ξ)ϕ′(ξ)|

(∫ ∞

−∞

∣∣∣∣f(y)
eiyξ − 1
iy

∣∣∣∣ dy)dξ ≤
≤ C(‖K̃ϕ′|ξ|1/p‖1 + ‖K̃ ′ϕ|ξ|1/p‖1),
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и значит, согласно теореме Фубини∫ ∞

−∞
f(y)

∫ ∞

−∞
(K̃ ′(ξ)ϕ(ξ) + K̃(ξ)ϕ′(ξ))

eiyξ − 1
iy

dξ dy =

= −
∫ ∞

−∞
K̃ ′(ξ)g(ξ)ϕ(ξ) dξ −

∫ ∞

−∞
K̃(ξ)g(ξ)ϕ′(ξ) dξ,

где g(ξ) определяется равенством (3.2). Отсюда, учитывая (3.3) и (3.4),
получаем (3.1).
Рассмотрим функцию g, определенную равенством (3.2). Она являет-

ся преобразованием функции f ∈ Lp, p ∈ [1,∞), таким, что при p ∈ [1, 2]
g′(ξ) = f̃(ξ) почти для всех ξ ∈ R (f̃ — преобразование Фурье функции
f) см., например, [3, §3 гл. XVI]; при p ∈ (2,∞) указанное свойство
может не выполняться (пример см. там же). Тем не менее, если предпо-
ложить, чтоK∗f = 0 для f ∈ Lp, p ∈ (2,∞), то получим, что функция g
постоянна на числовой прямой, т.е. в некотором смысле преобразование
Фурье функции f в этом случае есть нуль. Действительно, согласно
оценке (3.5) |g(ξ) − g(ξ0)| ≤ C|ξ − ξ0|1/p при любых ξ0, ξ ∈ R, поэтому
g, K̃g — непрерывные функции, а K̃ ′g — локально интегрируемая на
числовой прямой функция. Следовательно, учитывая, что K ∗f = 0, из
(3.1) получаем

K̃(x)g(x)− K̃(x0)g(x0) = −
∫ x

x0

K̃ ′(ξ)g(ξ) dξ для всех x0, x ∈ R,

т.е. функция g абсолютно непрерывна на любом отрезке [α, β] ⊂ R \E,
где E — множество нулей функции K̃; при этом g′(x) = 0 почти для
всех x ∈ [α, β], и легко проверить, что множество нулей непрерывной
функции замкнуто. Следовательно, в силу леммы 2 функция g посто-
янна на числовой прямой. Продолжая рассуждения, получаем, что для
всех ϕ ∈ D в этом случае должны выполняться следующие равенства:∫ ∞

−∞
g′(x)ϕ(x) dx = −

∫ ∞

−∞
g(x)ϕ′(x) dx =

=
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(y)

eiyx − 1
iy

dy

)
ϕ′(x) dx = 0.

При этом, согласно (3.5), имеем оценку∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞

∣∣∣∣f(y)
eiyx − 1
iy

∣∣∣∣ dy)|ϕ′(x)| dx ≤ C‖ϕ′|x|1/p‖1

и в результате интегрирования по частям получаем равенство∫ ∞

−∞
ϕ′(x)

eiyx − 1
iy

dx = −
∫ ∞

−∞
ϕ(x)eiyx dx = −ϕ̃(y).
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Отсюда
∫∞
−∞ f(y)ϕ̃(y) dy = 0 для всех ϕ ∈ D и, следовательно, f = 0,

поскольку образ пространства D при преобразовании Фурье достаточно
богат функциями (см. [1, §4 гл. VI]).

Рассмотрим теперь вопрос о существовании обратного оператора к
оператору свертки, порожденному функцией K ∈ L1, на пространстве
C0, непрерывных на числовой прямой функций, стремящихся к нулю
на бесконечности.

Теорема 2. Пусть функция K является обратным преобразованием
Фурье функции K̃, принадлежащей пространству Соболева W 1

2 и не
имеющей нулей на всей числовой прямой. Тогда оператор свертки,
порожденный функцией K, является взаимно-однозначным отобра-
жением пространства C0 на себя.

Доказательство. Прежде всего отметим, что образ пространства W 1
2

при преобразовании Фурье содержится в пространстве L1 (см., напри-
мер, [6, с. 57–58]), поэтому данная формулировка теоремы корректна.
Покажем, что равенство K ∗ f = 0 для f ∈ C0 возможно лишь при

f = 0. Действительно, из равенства K ∗ f = 0 следует, что∫ ∞

−∞
(K ∗ f)(x)g(x) dx = 0 для всех g ∈ L1.

Возьмем функции вида ϕ/K̃, где ϕ ∈ D. Они, понятно, принадлежат
пространству W 1

2 , и, значит (как отмечено выше), их преобразования
Фурье принадлежат пространству L1. При этом∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|K(x− y)f(y)F [ϕ/K̃](x)| dy dx ≤M‖K‖1‖F [ϕ/K̃]‖1,

где M = max
x∈R
|f(x)|, F [ϕ/K̃](x) =

∫∞
−∞(ϕ(ξ)/K̃(ξ))eixξ dξ. Поэтому по

теореме Фубини∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
K(x− y)f(y) dy

)∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)

K̃(ξ)
eixξ dξ dx =

=
∫ ∞

−∞
f(y)

∫ ∞

−∞
K(x− y)

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)

K̃(ξ)
eixξ dξ dx dy =

=
∫ ∞

−∞
f(y)

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)

K̃(ξ)

∫ ∞

−∞
K(x− y)eixξ dx dξ dy =

=
∫ ∞

−∞
f(y)

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)eiyξ dξ dy =

∫ ∞

−∞
f(y)ϕ̃(y) dy,

т.е. получаем, что
∫∞
−∞ f(y)ϕ̃(y)dy = 0 для всех ϕ ∈ D, но отсюда следует

равенство f = 0, поскольку образ пространства D при преобразовании
Фурье достаточно богат функциями (см. [1, §4 гл. VI]).
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Теперь обратимся к вопросу о плотности множества значений опера-
тора свертки, порожденного функцией K ∈ L1, на пространстве Lp, p ∈
[1,∞), и C0.

Теорема 3. Если оператор свертки, порожденный функцией K ∈ L1,
на пространстве Lq, q ∈ (1,∞), имеет обратный оператор, то мно-
жество значений оператора свертки, порожденного функцией K, на
пространстве Lp, 1/p+ 1/q = 1, всюду плотно в пространстве Lp.

Доказательство. Для доказательства плотности образа в пространстве
Lp достаточно показать, что образ пространства D при отображении
оператором свертки, порожденным функцией K, является всюду плот-
ным в пространстве Lp. Для этого достаточно установить, что из ра-
венства

Φ(K ∗ ϕ) = 0 для всех ϕ ∈ D, (3.6)

где Φ — линейный ограниченный функционал на Lp, следует, что Φ = 0.
Предположим, что (3.6) выполняется. Тогда при некотором f ∈ Lq,

1/q + 1/p = 1,∫ ∞

−∞
f(x)

(∫ ∞

−∞
K(x− y)ϕ(y) dy

)
dx = 0 для всех ϕ ∈ D.

В силу неравенства Гельдера и неравенства для сверки функций (2.7)∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(x)K(x− y)ϕ(y)| dy dx ≤ ‖f‖q‖K‖1‖ϕ‖p,

следовательно, согласно теореме Фубини∫ ∞

−∞
f(x)

(∫ ∞

−∞
K(x− y)ϕ(y) dy

)
dx =

=
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x)K(x− y) dx

)
ϕ(y) dy =

=
∫ ∞

−∞
g(y)ϕ(y) dy = 0 для всех ϕ ∈ D

где
g(y) =

∫ ∞

−∞
K(−y − x)f(−x) dx.

Отсюда, поскольку g ∈ Lq, а D всюду плотно в Lp, следует, что g = 0;
и, значит, f = 0 в силу существования обратного оператора к опера-
тору свертки, порожденному функцией K, на пространстве Lq, что и
требовалось показать.

Таким образом, если оператор свертки, порожденный функцией K ∈
L1, на пространстве Lp имеет обратный оператор при любом p ∈ (1,∞),
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то множество его значений всюду плотно в пространствах Lp, p ∈
(1,∞). Более того, множество значений такого оператора свертки всюду
плотно и в пространстве C0, об этом свидетельствует

Теорема 4. Если оператор свертки, порожденный функцией K ∈ L1,
на пространстве L2 имеет обратный оператор, то множество значе-
ний оператора свертки, порожденного функцией K, на пространстве
Lp всюду плотно в пространстве Lp при любом p ∈ [2,∞). Данное
утверждение верно и для пространства C0.

Доказательство. Нетрудно показать, аналогично доказательству тео-
ремы 3, что образ пространства D при отображении оператором сверт-
ки, порожденным функцией K, является всюду плотным в простран-
стве Соболева W 1

2 . Отсюда, поскольку пространство W 1
2 плотно вложе-

но в пространства Lp, p ∈ [2,∞), и C0 (см. [8, п. 6.1 гл. 6]), получаем, что
в этих пространствах рассматриваемый образ также является всюду
плотным.

Что касается пространства L1, то в этом случае, непосредственно ис-
ходя из свойств преобразования Фурье, получаем следующее: для того
чтобы множество значений оператора свертки, порожденного функцией
K ∈ L1, на пространстве L1 было всюду плотным в пространстве L1

необходимо, чтобы преобразование Фурье функции K, не имело нулей
на числовой прямой.
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