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Аннотация. В статье рассмотрена задача оптимизации динамики заряженного 
пучка, которая формулируется как задача управления ансамблем траекторий соот­
ветствующей динамической системы. Качество управляемого процесса оценивается 
значениями функционалов, заданных на траекториях пучка. К данной задаче при­
меняется подход многокритериальной оптимизации, в том числе рассматривается 
метод главных критериев. Проведена многокритериальная оптимизация продольной 
динамики пучка электронов в ускорителе на бегущей волне. Представлена прибли¬
женная компромиссная кривая. 
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В в е д е н и е 
Работа посвящена многокритериальной оптимизации в задачах 

управления динамикой пучка заряженных частиц. Проблема оптими­
зации динамики заряженных пучков в ускоряющих и фокусирующих 
системах является актуальной и рассматривается многими авторами. 
В частности, этой тематике посвящены исследования, проводимые в 
Оанкт-Петербургском университете [3; 5; 7-10; 12; 14-18], в рамках кото¬
рых применялась рассмотренная в данной статье методика и получены 
результаты. 

Многие прикладные оптимизационные задачи физики пучков по су¬
ществу являются многокритериальными, так как при выборе наилуч¬
шего решения приходится рассматривать несколько критериев каче­
ства [1; 2; 19]. Когда критерии противоречивы, то улучшение резуль­
татов по одному критериюведёт к ухудшению значений другого кри¬
терия. В таком случае имеет смысл применять многокритериальную 
оптимизацию. Решением будет множество эффективных управлений, 
при которых векторы критериев качества будут неулучшаемы [1; 13; 
19]. 
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Опыт численной оптимизации продольной динамики заряженных ча¬
стиц показал, что требуется рассматривать, по крайней мере, два кри¬
терия: один из них связан с высоким качеством группировки по фазам, 
а другой «отвечает» за малый разброс частиц по энергиям [3; 7; 19], 
причем эти критерии противоречивы. 

1. М н о ж е с т в о П а р е т о и м н о ж е с т в о э ф ф е к т и в н ы х 
управлений 

Приведём необходимые определения и алгоритм метода многокрите¬
риальной оптимизации [1; 13]. 

Будем рассматривать задачи оптимального управления системами, 
в которых качество управляемого процесса оценивается вектором кри¬
териев 

K (u) = (K1(u),K2(u),...,Km (u)). (1.1) 

Здесь заданные функции Ki(u), г = 1 , т , называются частными 
критериями, u — управление, являющееся r-мерной вектор-функцией, 
зависящей от параметров а\,а2,...,ап: 

и = (ui(ai,a2, • • • ,ап), i = l,r). (1.2) 

Обозначим через U некоторый класс допустимых управлений. Вектор 
параметров а = (а\,а2,...,an) принимает значения в компакте П С 
En. Каждому набору параметров а = (а\,а2,...,ап) по (1.2) соответ­
ствует определённое управление u. 

Обозначим через K = [K(u),u € U} С Em множество достижимых 
значений вектора критериев (1.1). Будем предполагать, что все частные 
критерии необходимо минимизировать. 

Пусть имеются некоторые управления u', u" € U и K' = K (u1), 
K= K(u'') соответствующие значения векторов критериев в заданных 
управлениях. 

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что вектор K' предпочтительнее 
вектора K(K' < K'') относительно нестрогого предпочтения (<) 
тогда и только тогда, когда выполняются нестрогие неравенства 

К[<К1 г=Т^ь (1.3) 

и хотя бы для одного i = i0 выполняется строгое неравенство 

К <К. (1.4) 

При этом говорят, что управление u' предпочтительнее управления 
u''. 
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О п р е д е л е н и е 2. Вектор критериев K* = K(u*) €К называется 
оптимальным по Парето, если не существует вектора K €К та­
кого, что K < K* (K предпочтительнее K*), а соответствующее 
управление u* называется эффективным управлением. 

Обозначим через KP СК множество векторов критериев, оптималь¬
ных по Парето или множество неулучшаемых векторов критериев, а 
через P(U) С U множество управлений, соответствующее множеству 
KP. Множество KP будем называть множеством Парето, а множество 
P(U) — множеством эффективных управлений. 

2. А л г о р и т м выделения множества П а р е т о 

Представим алгоритм построения приближенного множества Паре-
то, считая, что множество К аппроксимируется конечным числом точек. 
Продемонстрируем графически при m = 2 выделение из всех векто­
ров критериев множества Парето. Для этого изобразим в пространстве 
критериев N точек (К\(и1), К2(и1)), г = 1,N — значения векторных 
критериев (см. рис. 1, N = 10). Далее выберем произвольнуюточку и 
проведем пунктиром лучи параллельно положительному направлению 
осей. Точка, находящаяся в вершине образованного угла, по определе-
нию(1.3)-(1.4) предпочтительнее всех точек, находящихся на сторонах 
и внутри этого угла. 

Отбросим все точки внутри и на сторонах построенного угла. Пе¬
рейдем к любой другой из оставшихся точек и проделаем ту же самую 
процедуру. Процедура перебора точек закончится тем, что останутся 
точки, для которых нет предпочтительных. Такие точки на рис. 1 поме¬
чены звездочкой и составляют множество Парето. Эта процедура верна 
для любого m [13]. 
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Рис. 1. 

Множество Парето называют множеством неулучшаемых векторов 
критериев, то есть в множестве Парето нельзя найти такого вектора 
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критериев, у которого улучшался бы какой-либо из частных критериев, 
а остальные частные критерии при этом не ухудшались. 

К о м п р о м и с с н а я кривая. Особый интерес для практики представ­
ляет случай с двумя критериями (m = 2). Тогда множество паретовских 
точек является одномерным многообразием на плоскости и допуска¬
ет графическое представление. Множество точек Парето в двумерном 
пространстве критериев называют компромиссной кривой. 

3. М е т о д главных критериев [1-2; 4; 11; 19] 

Метод главных критериев состоит в том, что на некоторые част¬
ные критерии (менее значительные по сравнениюс другими частными 
критериями) задаются ограничения. Это позволяет сводить исходную 
многокритериальнуюзадачу к многокритериальной задаче с меньшим 
числом частных критериев. 

Пусть в качестве главных критериев выбраны, например, два из рас¬
сматриваемых критериев К^(и), Ki2(u), ii,%2 = которые назовём 
главными. Для остальных критериев задаются пороговые значения hi, 
1 ^ i ^ m, i = %\,%2 и накладываются ограничения 

Ki(u) < hi, г = 1,т, i^ii,t2, U<EU. (3.1) 

Условия (3.1) означают, что значения неглавных критериев не должны 
быть больше назначенной пороговой величины. Пороговые значения 
выбираются по смыслу поставленной задачи. Таким образом, можно 
многокритериальнуюзадачу с m частными критериями свести к много¬
критериальной задаче с двумя критериями. В таком случае появляется 
возможность графического представления искомого множества Парето 
в виде компромиссной кривой. 

4. М н о ж е с т в о п р и б л и ж ё н н о э ф ф е к т и в н ы х управлений [1; 13; 
19] 

Пусть N — число пробных точек, используемых для построения при­
ближенного множества Парето. Смоделируем вектор параметров 
(сК]^ ,...,а$) для i-го управления u(i) как значение случайного 
вектора, равномерно распределённого в параллелепипеде 

П = {(а1,а2,...,ап):в* <а3<0**, j =Т~И}. (4.1) 

Тогда компоненты вектора параметров будут вычисляться по форму¬
лам 

af =в* + {в**-в*) - % 3 , j=T^i, г = 17Ж (4.2) 
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Здесь qij — независимые реализации случайной величины, равномерно 
распределенной в интервале (0,1). Величины #**, j = 1,п, зада¬
ются в соответствии с требованиями рассматриваемой задачи. Далее, 
используя соотношение (1.2), найдём управления u ( 1 , u ( 2 , u ( N ) , ко -
торые составят множество UN = { u ( 1 ) ,u(2 ,...,u(N ) } . Соответствующее 
множество значений векторов критериев 

обозначим через KN : KN = {K(1),K(2),...,K(N)}. 

О п р е д е л е н и е 3. Управление u ( 0 ) G UN называется приближенно 
эффективным, если не существует управления u ( i G UN,для которого 
вектор критериев K(i) GKN был бы предпочтительнее K(0) ( K ( 0 ) = 
K (u(0))). 

Множество всех приближенно эффективных управлений из UN обо­
значим P(UN), а соответствующее ему множество в пространстве кри­
териев через KN. Множество KN есть приближённое множество Парето. 

Алгоритм поиска приближённо множества Парето аналогичен при¬
ведённому в п. 2 алгоритму нахождения множества Парето. Прибли¬
жённое множество Парето для случая m =2, т. е. для двух критериев, 
изображено на рис. 2. Это множество представляет собой N i < N точек. 
На рис. 2 N i = 6. Соединим эти точки отрезками прямых и получим 
приближеннуюкомпромисснуюкривую. 

т * 2 

Рис. 2. 

Сходимость п р и б л и ж ё н н о й компромиссной кривой к точ­
ной при стремлении числа испытаний к бесконечности. В р а -
боте [13] показывается, что при возрастании количества пробных точек 
N приближенная компромиссная кривая (ломаная) стремится к точной 
компромиссной кривой: KN ~N ^ К . На рис. 2 точное множество 
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Парето KP — это сплошная линия, являющаяся юго­западной границей 
множества К. 

5. З а д а ч а оптимального управления ансамблем траекторий 
пучка з а р я ж е н н ы х частиц 

Представим применение метода многокритериальной оптимизации к 
задачам управления пучком траекторий. 

Рассмотрим задачу управления пучком заряженных частиц в ли¬

нейном волноводном ускорителе. Введем следующую математическую 
модель управления, предложеннуюД. А. Овсянниковым [7]. Пусть эво¬

люция пучка частиц описывается следующими дифференциальными 
уравнениями: 

— = f(t,x,u), (5.1) 

^ + |£/(*>ж'u) + Р& ж ) d i v * / ( * , х,и) = 0 (5.2) 

с начальными условиями 

x(0)=xoGMo, (5.3) 

p(0,x)= po(x). (5.4) 

Здесь t G [0,T] — независимая переменная (число T фиксировано); 
x G Q С En — n­мерный вектор фазовых координат частицы, Q — 
открытое множество; u = u(t) — r­мерная вектор­функция управления; 
f (t, x, u) — n­мерная вектор­функция; M0 — открытое ограниченное 
множество ненулевой меры; p0(x) — непрерывно дифференцируемая 
неотрицательная функция, J p0(x0) dx0 = 1. Считаем, что начальное 

Mo 
положение частицы x0 есть значение n­мерной случайной величины 
Х0 , распределенной в M 0 с плотностьюраспределения вероятностей 
p0(x0). Фазовое состояние частицы x(t,x0,u) будем рассматривать как 
значение n­мерной случайной величины Xt с плотностьюраспределе­

ния вероятностей p(t, x). Взаимосвязь плотностей распределения веро¬

ятностей p0(x0) и p(t, x) определяется уравнением (5.2) с начальным 
условием (5.4). 

Считаем, что f , d i v x f непрерывны по совокупности своих аргумен­

тов и имеют непрерывные частные производные по x. Класс допусти­

мых управлений D состоит из кусочно­непрерывных вектор­функций 
u(t), принимающих значения в компакте U С Er. 

При сделанных предположениях для любой точки (t, x) G [0,T] x Q 
существует единственное решение задачи Коши для системы (5.1) с 
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начальным условием x(t) = x при произвольном допустимом управ­

лении. Будем предполагать, что при любом управлении u & D реше­

ние х = x(t,Xo,u), соответствующее начальному условию ж(0) = Жо, 
определено на всем интервале [О, Т] при любом жо £ ­Мо (здесь Мо — 
замыкание множества M o ) . 

П у ч о к траекторий. В силу сделанных предположений каждому 
управлению u = u(t) можно сопоставить согласно системе (5.1)—(5.2) 
семейство траекторий 

x = x(t, x0,u), (5.5) 

отвечающих всевозможным значениям случайной величины Х о . С е ­

мейство траекторий (5.5) называется пучком (или ансамблем) траек­

торий, исходящих из множества M0. Образ множества M0 в силу 
системы (5.1)—(5.2) при управлении u = u(t) вмомент t 

Mt,u = {xt = x(t, xo,u): xo & Mo} , (5.6) 

т. е. множество возможных значений случайной величины Х ^ б у д е м 
называть сечением пучка траекторий, исходящего из Mo. 

Постановка задачи. Введем функционал 

T 

I(u) = j j <b(t,xt)p(t,xt) dxt dt + J g(xT)p(T,xT) dxT, (5.7) 

0 Mt,u MT,U 

где <I>(t,x), g(x) — непрерывно дифференцируемые неотрицательные 
функции. Функционал (5.7) в зависимости от вида функций Ф^^) и 
g(x) может иметь разный физический смысл. 

Задачу минимизации функционала (5.7) по допустимым управлени¬

ям u будем называть задачей программного управления пучком траек¬

торий. Управление u ( 0 ) , доставляющее минимум (5.7), определим как 
оптимальное управление по отношениюк функционалу (5.7). 

Рассмотрим задачу минимизации функционала (5.7). Это частный 
случай задачи программного управления ансамблем траекторий систе¬

мы (5.1) с учётом плотности их распределения [7,3]. Мы интерпрети­

руем функцию p(t, x) как плотность распределения вероятностей слу­

чайной величины Xt, характеризующей фазовое состояние частицы при 
значении t независимой переменной. Тогда интегралы 

J Ф^^^р^^^ dxt, J g(xT)P(T,XT) dxT 

Mt ,u MT,U 

представляют собой, соответственно, математические ожидания слу¬

чайных величин X t ) , д(Хт) . 
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6. Многокритериальная оптимизация д и н а м и к и пучка 
электронов в линейном ускорителе 

Рассмотрим продольное движение электронов в ускорителе на бегу¬

щей волне. Пусть z — продольная координата частицы; £ = — — при­

л 
ведённая продольная координата, Л — длина ускоряющей волны, 7 — 
приведённая энергия, fj — приведённая скорость (/З7 = л/7 2 — l ) , <р — 
фаза частицы. Продольное движение заряженной частицы описывается 
следующими обыкновенными дифференциальными уравнениями [7]: 

^ = ­ui(£)sm<p, 

( 
(6.1) 

В данном случае независимой переменной является £, x = \Jp) — фа¬

зовый вектор. 
В качестве управляющих функций (компонент двумерного вектора 

И(0) используются Ui(£) = т,—, где Ео(\£) — амплитуда ускоря­
Ш0С2 

ющей волны, m0, e — соответственно масса покоя и заряд электрона, 
УФ(£ ) 

и v>2(0 = /3ф(0> г Д е РФ(0 = приведённая фазовая скорость 
ускоряющей волны. 

Введём множество начальных данных для системы (6.1): 

Мо = (1 + ­ А 7 , 1 + х(­тт,тт). 

Здесь 2Aj — начальный разброс энергий электронов на входе в уско­

ритель. Далее осуществляется численное моделирование продольной 
динамики J модельных частиц с начальными фазовыми состояниями 
частиц х^ = (7о^> ̂ о ^ ) е ­ОД)) к = 1, J. Векторы х^ представляют 
собой значения случайного вектора X0, распределённого с плотностью 

Ро(^о) = -;—т—, то есть равномерно на множестве Мо. 

Постановка задачи . Требуется подобрать амплитуду и фазовую 
скорость ускоряющей волны такими, чтобы на выходе ускорителя при 
£ = L (L = L/X) получить заданную приведенную энергию 7, мини­

мальнуюфазовуюнеоднородность пучка при максимальном захвате 
частиц в режим ускорения. 

В соответствии с такой постановкой задачи определим вид функ¬

ций Ф^^), g(x), входящих в определение функционала качества (5.7). 
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Качество управляемого процесса будем оценивать тремя критериями, 
которые представляют собой функционалы вида (5.7). 

Задача сводится к минимизации следующих функционалов [7]: 

K i ( u ) = J Фг(^ь)р(Р,^ь,<Рь) djb dipi,, 

ML , и 

(6.2) 

где 

K2(u) = 
J J 

ф2(<рц)p(£, 7 ) dit­ d<Pt ^ 

0 M 

Ф2(<Р£ ) 

Ф1(1Ь) = Ы - 7)2, 

(0) , v ( 0 > ) 
^max 

ш ( 0 ) 2 < 

(6.3) 

В первом критерии K i (u) функция Ф^^ь) имеет вид штрафной фун­

кции. Чем меньше разница между энергией на выходе ускорителя 7ь и 
требуемой энергией 7, тем меньше значение K i (u). 

Во втором критерии K2(u) функции t£>m a x(£), (pmin(£,) ограничива­

ют область, в которой функция Ф2(<£>£) равна нулю. Графики функций 
), приведены на рис. 3. 

Рис. 3. 

В данной задаче захват частиц в ускорение вычисляется следующим 
образом [7] 

Азах(и) = ^ , (6.4) 

где Av — интервал фаз в промежутке [ — н а входе ускорителя, 
занимаемый частицами, захваченными в режим ускорения. Очевидно, 
что 

0 < кзах(u) < 1. (6.5) 
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В качестве третьего критерия будем рассматривать обратнуювели­

чину коэффициенту захвата 

Формулировка задачи многокритериальной оптимизации. 
Поставленнуюзадачу программного управления ансамблем траекторий 
сформулируем как задачу многокритериальной оптимизации. Исполь­

зуем метод главных критериев и наложим ограничение на коэффициент 
захвата: 

0.9 < к3ах(u) < 1. (6.7) 

Введем вектор критериев K(u) = [K1(u),K2(u)) и будем рассмат­

ривать только те управления, которые обеспечивают выполнение усло­

вия (6.7) или, что то же, 

К3(и) < И (6.8) 

Условие (6.8) предполагает, что для третьего критерия установлен 

порог hs = — . Этот порог можно увеличить или уменьшить, если 
потребуется ввести другие ограничения на захват. Первые два критерия 
выделены как главные. 

Итак, требуется в пространстве критериев K(u) = {K1(u),K2(u)) 
построить приближённуюкомпромиссную кривую при условии (6.8). 

Компоненты г = 1,2 вектора управления будем задавать табли­

цей значений при £ = (j, j = l,s [7]. Значения параметров = 
г = 1,2, j = l , s , = 0, £ s = L будем находить как реализации 
случайных величин, каждая из которых равномерно распределена в 
промежутке 

e*<af<e*\ e*+s<af <в*%, j =—s. (6.9) 

Векторы в* = (9*,...,9*s) и в** = (в**,...,в**) задаются по смыслу 
рассматриваемой задачи. Величина L является безразмерной длиной 
ускорителя, M = s — 1 — число разбиений промежутка [0,L]. 

Определим по вектору параметров a = (a1,a2,...,a2s) вектор управ­

ления u = {v,i(^),u2(£)) (между значениями проводится линейная ин­

терполяция). На рис. 4 представлены управления при s = 4. 
Алгоритм оптимизации 
1. Моделируем по формуле (4.2) N случайных 2s­мерных векторов 

( (1) (1) (2) (2)\ л Л 

a = ( a l ,as , a 1 ,...,al ) в параллелепипеде (4.1) и получаем 
N управлений и = ( и ^ Ш , « 2 ^ ( £ ) ) > * = 1) А". 

2. Для каждого управления и^г\ г = 1,N рассчитываются фазовые 

состояния J модельных частиц в точках £т = ~^mi т = 0, М . Для это­

Известия Иркутского государственного университета. 
2014. Т. 7. Серия «Математика». С. 3­18 



МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ДИНАМИКИ ПУЧКОВ 13 

го в области Мо выбираются начальные положения частиц х0 , к = 1, J , 
численно решаются J задач Коши для системы (6.1) и вычисляются 
фазовые векторы a^J, к = 1,J, т = О, М . Полученные результаты 
позволяют осуществить оценку критериев качества K i (u), K 2 (u) по ме­

тоду Монте­Карло [6]. Для приближённого вычисления интеграла (6.2) 
можно сразу применить метод Монте­Карло, а интеграл (6.3) оценим 
следующим образом. Интеграл по независимой переменной £ оценим 
по формуле трапеций, а каждое слагаемое в формуле трапеций будет 
интегралом по множеству M g m ; M , т = 0 , М . К оценке такого инте¬

грала применяем метод Монте­Карло. Итак, для каждого управления 
wW, г = 1,N имеем значения трёх частных критериев к[г\и), K^iu), 
K<i\v)1i = Tjj. 

3. Проверяем условие (6.8). Если для i = ii оно не выполняется, то 

4. Из оставшихся точек No < N в пространстве критериев, для 
которых выполнено условие (6.8), в пространстве главных критери¬

ев Ki ( u) K2 (u) находим точки, составляющие приближённую компро­

мисснуюкривую. Множество векторов управлений, соответствующих 
точкам компромиссной кривой, образует приближённое множество эф¬

фективных управлений. 
Ч и с л е н н ы е результаты. Рассматривался ускоритель на бегущей 

волне ЛУЭ­15М с начальной энергией Wo = 40 кэВ, длиной ускорителя 
L = 0, 78 м, длиной ускоряющей волны X = 0,1 м. При численном экс­

перименте было проведено N = 150 испытаний с учётом условия (6.8) 
и полагалось: J = 50, s = 16. 

Рис. 4. 

точка 
вается. 
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В алгоритме многокритериальной оптимизации использовался метод 
главных критериев. В результате были получены точки, определяющие 
приближённуюкомпромиссную кривую. В табл. 1 приведены значения 
частных критериев для эффективных управлений. На рис. 5 точки, 
образующие приближённую компромиссную кривую, выделены. 

Полученные в результате многокритериальной оптимизации управ¬
ления обеспечивают на выходе системы достаточно высокий уровень 
группировки пучка. Заказчик имеет возможность выбрать наиболее 
подходящий вариант с учетом интересующих его характеристик при¬
бора и сгруппированного пучка. 

Рис. 5. 

Таблица 1 

№ Кг к2 

1 0,027 1,4563 0,94 
2 0,0066 1,1284 0,90 
3 0,0080 0,9685 0,92 
4 0,0014 1,6221 0,90 
5 0,0120 0,6424 0,91 
6 0,0065 1,2440 0,90 

З а к л ю ч е н и е . В данной работе подход многокритериальной опти¬
мизации применялся к задаче оптимального управления динамикой за¬
ряженного пучка в ускоряющей и фокусирующей системе. Рассмотрена 
задача многокритериальной оптимизации продольного движения пучка 
электронов в линейном ускорителе. Получена приближённая компро¬
миссная кривая. 
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Метод многокритериальной оптимизации особенно эффективен в со­
четании с направленными методами, которые описаны Д. А. Овсянни­
ковым в [7]. Исходным управлением для направленного метода можно 
взять любое из эффективных управлений. 
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L. Vladimirova 
Multicriteria Optimization of Beam Dynamics 

Abstract. In the paper, the problem of charged beam dynamics optimization is 
considered, when formulated to be trajectory ensemble control problem for appropriate 
dynamical system. Control process quality is estimated by the values of functionals 
defined on beam trajectories. Multicriteria optimization approach is applied to the prob­
lem under study, specifically, main criteria method is considered. Multicriteria optimiza¬
tion of longitudinal electron beam dynamics in traveling-wave accelerator is carried out. 
Approximate compromise curve is presented. 

Keywords: multicriteria optimization, efficient control function, compromise curve, 
charged particle beam, linear accelerator. 
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