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Аннотация. Исследование различных математических моделей, описываемых не
линейными системами дифференциальных уравнений с частными производными, 
во многих случаях путем специальных преобразований сводится к изучению неко
торых нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. В данной статье 
объектом такого сведения и исследования выступает уравнение Абеля второго рода. 
В работе при некоторых предположениях на коэффициенты уравнения построе
но общее решение (первый интеграл) обобщенного уравнения Абеля второго рода 
специального вида. 

Ключевые слова: уравнения Абеля второго рода, первый интеграл. 

1. В в е д е н и е 

В статье при некоторых предположениях на коэффициенты уравне
ния строится общее решение (первый интеграл) обыкновенного диффе
ренциального уравнения (ОДУ) первого порядка следующего вида 

~n—1 ~| n 

Y^9k(x)yk V1 = Y, fk(х)Ук,n > 2,У = У(х). (I) 
_k=0 J k=0 

Здесь и далее штрих означает производнуюпо аргументу x. Будем на
зывать это уравнение — обобщенным уравнением Абеля второго рода, 
мотивируя тем, что частным случаем уравнения (1) при n = 2 является 
классическое уравнение Абеля второго рода [1], большое число точных 
решений которого приведены в справочниках [1, 2]. Конкретные случаи 
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уравнения (1) возникали и рассматривались в работах [3-5]. Отметим, 
что уравнение (1) частным случаем уравнения Аппеля [6] 

m ~| n 

J > ( x ) y k У1 = E fk(x)Vk. 
_k=0 J k=0 

В данной работе мы будем предполагать, что функции fn(x) и gk(x) не 
равны нулюдля всех k = 0,1, 2 , n i l . 

2. Основные результаты 

Докажем основной результат данной работы. 

Т е о р е м а 1. Если существуют константы Xk, (k = 1,... ,n — 1),n > 2, 
такие, что справедливы соотношения 

_ п Р п ( х ) g n - 2 ( x ) _ п Р п ( х ) д п - з ( х ) 

n ~ l п - 1 P n - i ( x ) д п - \ ( х У п ~ 2 п - 2 Р п - 2 ( х ) g n - i ( x ) ' 

^ = п Р п { х ) g k - i { x )  

k k Pk{x) g n - \ { x ) ' 

nPn(x) gi(x) Pn(x) go(x) 
A 2 - 7Г ^ /__\ " 7-T> A i - n -

2 P2(x) gn—i(x)' Pi(x) gn—i(x)' 

то уравнение (1) имеет общее решение (первый интеграл) 

Pn (x)yn + Xn—iPn—i(x)yn—1 + .•• + Xk Pk (x)yk + ...+ 

f 0 ( x ) 

где 

\2P2(x)y2 + XiPi(x)y = n I / o ( 7 Pn{x) dx + C, (3) 
J g n — 1 ( x ) 

Pn(x) = exp f - n [ dx ) , 
V J g n — 1 ( x ) ) 

Pn-i(x) = exp \ - { n - 1) / ^n~l(f\dx) , 
V J g n — 2 ( x ) J 

ft(x)=exp(-*/^*,), (4) 

= exp ( - 2 / M^i.) , P l ( x ) = exp ( - / ™ b ) . 



-gn-i{x)Pn-i{x) (Рп(х)упУ + Pn-i{x)Pn{x)g0{x)y'+ 
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Доказательство. Умножив обе части уравнения (1) на функцию Pn(x), 
получим 

Pn (x)go (x)y'+Pn (x)gi(x)yy'+Pn(x)g2(x)y2y'+...+Pn(x)gn-\(x)yn~ly' = 

Pn (x)fo(x)+ Pn(x)fi(x)y + . . . + Pn(x)fn (x)yn. 

Из первой формулы (4) следует соотношение 

Pn{x)fn(x) = -^gn-i(x)P'n(x), 

с учетом которого последнее равенство преобразуем к виду 

^gn-i(x) (Рп(х)упУ + Рп{х)д0{х)у' + Pn{x)gi{x)yy' + ...+ 

Pn(x)gn-2 (x)yn-2 y' = Pn (x)fo(x) + Pn(x)fi (x)y + ...+ 

Pn (x)fn-i(x)yn-1. (5) 

Теперь, умножим обе части равенства (5) на функцию Pn-i(x). Полу
чим следующее соотношение 

1 
и" 

+Pn-i(x)Pn(x)gi(x)yy' + . . . + Pn-i(x)Pn (x)gn-2 (x)yn-2 y' = 

Pn-l(x)Pn (x)fo (x)+ Pn-l(x)Pn (x)fl(x)y+ 

. . . + Pn-l(x)Pn (x)fn-2(x)yn-2 + Pn-l(x)Pn (x)fn-l(x)yn-1. 

Для упрощения полученного выражения воспользуемся второй из фор¬
мул (4), которуюдля удобства запишем в виде 

Pn-l{x) fn-l{x) = - ^n\^9n-2(x)Pn-l{x), 

с учетом этого равенства последнее соотношение приведем к виду 

i<7 r a_i(a:)Pn-i(z) {Рп{х)уп)' + ^-^дп-2{х)Рп{х) ( Р ^ У 1 " 1 ) ' + 

Pn-i(x)Pn (x)go (x)y' + Pn-i(x)Pn (x)gi (x)yy' + ...+ 

Pn-i(x)Pn (x)gn-3 (x)yn-3y' = Pn-i(x)Pn (x)fo(x)+Pn-i(x)Pn (x)fi(x)y+ 

. . . + Pn-l(x)Pn (x)fn-3(x)yn-3 + Pn-l(x)Pn (x)fn-2(x)yn-2. (6) 

Затем, умножим обе части формулы (6) на функцию Pn-2(x) и упро¬
стим полученное выражение с помощьюсоотношения 

Pn-2{x)fn-2{x) = - ^п

1_^дп-з{х)Р'п_2{х). 
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Продолжив эту процедуру, в конце концов мы придем к формуле 

П р ^ {-д-¥гг ( а д » п ) ' + 1

л р " 2 f \ {Pn-iix)yn-1)'+ 

\U Pn(x) U - 1 Pn-l(x) 

•••nfil̂
2

^
 (7) 

Разделив обе части равенства (7) на функцию — д п - \ ( х ) \ \ Р к { х ) ф О, 

получим 

( W ^ ^ T ^ t t w («-><**->'+ 
п Р п { х ) дп_3(х) , ( 2у п Р п { х ) 9 1 { х ) , 2 у 

п - 2 Р п . 2 { х ) д ^ х ) ^ ~ ^ У ) + • • • + 2 Р 2 { х ) д ^ х ) ^ 2 { Х ) У } + 

Pn(x) go(x) v fo(x) 
П Ъ Т Т Т-:(РПХ)У) = п т - ; р п ( х ) . (8) 

Pi(x) gn-i(x) gn-i(x) 

Предположим, теперь, что следующие величины 

Pn(x) gn-2(x) Pn(x) gn-3(x) 
Pn-i(x) gn-i(x)' Pn-2(x) gn-i(x) 

Pn(x) gi(x) Pn(x) go(x) 
P 2 ( x ) gn-i

 ( x ) Pi
 ( x ) gn-i

 ( x ) 

есть некоторые отличные от нуля постоянные. Другими словами, если 
существуют константы Xk, (к = 1, 2,...,и — 1),и > 2, определяемые 
формулами (2), то соотношение (8) преобразуется к выражению 

(Pn(x)yn)' + Xn-i {Pn-i(x)yn-i)' + ... + Xk (Pk(x)yk)' + ...+ 

A 2 {P2{x)y2)' + A i (Pi(x)y)' = n J ^ - P n ( x ) , 
gn- i

 ( x ) 

интегрируя которое, окончательно имеем 
Pn (x)yn + Xn-iPn-i(x)yn-i + ... + Xk Pk (x)yk + ...+ 

X2P2{x)y2 + ХгР^у = n I / o ( ^ Pn{x) dx + C, 
gn- i

 ( x ) 

где С - постоянная интегрирования. Теорема доказана. • 
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З а м е ч а н и е 1. Соотношения (4) можно преобразовать, соответствен
но, к следующим формулам 

1 [{п - l)fn-i(x) +д'п_2(х)] = 1 [nfn(x) +g'n-i{x)] , 
g n - 2 ( x ) 9n-l{X) 

1 [kfk(x) +g'k-i{x)] = 1 /„(ж) +g'n_l{x)] 
g k - i ( x ) ^ ^ — ^ g n - i (x) 

1 [fi(x) +9o(x)] = n
 1

 f , [nfn(x) +g'n-i{x)] 
g 0 ( x ) g n - 1 ( x ) 

В частном случае n = 2, последние соотношения сводятся к одному 
равенству 

- J - T [2/2(0:) Ч - ^ И ] = [ / i ( x ) + g o( x ) ] • (Ю) 
g l ( x ) g 0 ( x ) 

Таким образом, если имеет место равенство (10), то уравнение Абеля 
второго рода 

[go(x)+ gi(x)y] y' = fo(x) + fi(x)y + f2(x)y2, 

в силу теоремы 2 обладает первым интегралом 

Р2(х)у2 + 29-^\р2{х)у = 2 I Щр2(х)<1х + С, 

gi(x) J gi(x) 

f (x) 
где P2(x) = exp I —2 / — — d x ). Отметим, что данный случай приве-
ден в справочнике [1]. 

З а м е ч а н и е 2. В частном случае n = 2, из теоремы 1 следует резуль
тат, полученный в работе [7]. 

Т е о р е м а 2. Если в ОДУ (1) коэффициенты уравнения связаны соот
ношениями 

= / ° ^ ! л i.nfn(x) + g'a-i(x)) -д'о(х), 
g n - i ( x ) 

hix) = 2д1^(х) (.П^(Х) + g'a-l(x)) ~ ^g'l(x), 

Ш = тМгТ ЫЛХ) + g'^ix)) - p ' ^ x ) , (11) 
k g n - 1 ( x ) k 
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то уравнение (1) обладает общим решением (первым интегралом) сле
дующего вида 

n n gn-2(x) n _ i ngk-i(x) k 

n - 1 gn-i(x) к gn-i(x) 

n gi (x) 2 g0(x) 
2 gn-i ( x ) gn-i ( x ) 

f n ( x ) 

где 

u(x) 

fn(x) 

n f Ш nJ g , ^ ) X

d x + C 

g n - i ( x ) 

n I —dx 
e J g n - i ( x ) , (13) 

C - произвольная постоянная; (к = 1, 2,...,n — 1),n > 2. 

Доказательство. Легко проверить, что функция u(x) вида (13) явля
ется общим решением линейного неоднородного ОДУ первого порядка 
следующего вида 

g n - i
 ( x )

 g n - i
 ( x ) 

Таким образом, чтобы убедиться в справедливости теоремы достаточно 
показать, что функция u(x), определяемая левой частьюравенства (12), 
удовлетворяет ОДУ (14) в силу уравнения (1) и соотношений (11). 

Итак, вычислив производнуюот левой и правой частей формулы 
(12), имеем 

gk i (x) k i n gi (x) '
 2 gi (x) g0(x) ' 

g n - i
 ( x ) 2

 g n - i
 ( x )

 g n - i
 ( x )

 g n - i
 ( x ) 

g 0 ( x ) ' ' 
+n -— у =u(x). 

g n - i ( x ) 

Сгруппировав в левой части последнего равенства слагаемые содержа¬
щие производную у ' ,получим 

- \ т ( Y.9k{x)yk у1 + Q(y)) = и\х). (15) 
g n - i ( x ) \ Lk=o J / 
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где Q(y) — многочлен следующего вида 

= ^ tei)+• • • + ^ + + 

Заменив производную u'(x) правой ч а с т ь ю О Д У (14), формулу (15) 
перепишем в виде 

~п—1 
(x)yk У + Q(y) = fn(x)u + fo(x). 

,k=0 

Здесь, в своюочередь, заменим функцию u(x) левой частьюравенства 
(12) 

п— 1 

Y,9k(x)yk У + Q(y) = fn(x)yn + P(y) + fo(x), (17) 
.k=0 

где P(y) - многочлен следующего вида 

P(y) = ^ J g ^ y n - 1 + ... + G-4^yk + ...+ 
gn—i(x)\ n — 1 k 

9-^У2 + 9o(x)yy (18) 
Найдем теперь разность многочленов P (y) и Q(y), которые определя
ются формулами (18) и (16) соответственно. После несложных преоб¬
разований получим 

n— 1 

P(У) — Q(V) = Y, hk(x)yk, 
k=1 

где функции hk(x) имеют следующий вид 

nfn(x)go(x) — g0 (x)gn—i(x)+ 9o(x)9n—i(x) 
h1 (x)= 

h2 (x) = 

h k ( x ) = 

9n—i(x) 

nfn(x)gi(x) - g'^gn-ijx) + 9i(x)9'n-i(x) 
2gn_1(x) 

nfn(x)gk_i(x) - g—^gn-ijx) +g f c_i(a;)^_ 1(a;) 
kgn-i{x) 
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hn—i(x) = 
nfn(x)gn—2(x) — g'n_ 2(x)gn—i(x)+ gn—2(x)g'n_ i (x) 

(n — 1)gn—i(x) 

Сравнивая эти формулы с формулами (11), убеждаемся, что справедли
вы равенства hk (x)= fk(x) для всех к = 1, 2,...,n — 1. Следовательно, 
разность многочленов P(y) и Q(y) представима в виде 

n— i 

P (У) — Q(y) = J2 fk(x)yk, 
k=i 

где функции fk(x) определяются формулами (11). Таким образом, фор
мула (17) примет окончательно следующий вид 

n— i n— i n 

Это ничто иное как искомое уравнение (1), что и требовалось доказать. 
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E . Semenov 
On the First Integrals of the Generalized Abel Equation of the 

Second Kind of Special Form 

Abstract. The study of various mathematical models described by nonlinear systems 
of differential equations, in many cases by special transformations reduces to the study 
of some nonlinear ordinary differential equations. In this article, the subject of such 
reduction and research is Abel equation of the second kind. Under certain assumptions 
on the coefficients of the equation construct the general solution of the generalized Abel 
equation of the second kind of special form. 

Keywords: Abel equation of the second kind, the first integral. 
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