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Аннотация. Рассматривается NP-трудная в сильном смысле задача календарно-
го планирования с ограничениями на ресурсы нескладируемого типа и порядок
выполнения работ. Особенностью постановки является то, что интенсивности по-
требления ресурсов работами могут меняться в процессе их выполнения и наличие
ресурсов зависит от момента времени. Доказано, что если ширина заданного на мно-
жестве работ частичного порядка ограничена константой, то задача псевдополино-
миально разрешима, являясь при этом NP-трудной. Найдены новые полиномиально
разрешимые частные случаи.
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Введение

Исследуется NP-трудная задача календарного планирования проек-
та с нескладируемыми ресурсами и критерием минимизации общего
времени завершения работ.
В отечественных работах (см., например, [2]) ресурсы делятся на

складируемые и нескладируемые. Для складируемого ресурса количе-
ство, невостребованное в момент времени t, переходит на следующий
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момент времени. При этом для любого момента времени t суммар-
ное по всем работам количество ресурса, потребляемого к моменту t,
не должно превосходить общего количества ресурса, выделяемого к
моменту t. Если некоторое количество нескладируемого ресурса не по-
треблено в момент времени t, то это количество ресурса не складируется
и в дальнейшем не используется. При этом суммарное потребление
ресурса по всем работам, выполняемым в любой момент времени t,
не должно превосходить количества ресурса, имеющегося в наличии
в данный момент.
В [7; 9; 12; 14; 15] и др. рассматривается задача календарного пла-

нирования с нескладируемыми ресурсами, в которой функции, опреде-
ляющие ресурсные ограничения (интенсивности потребления ресурсов
каждой работой и функции количества имеющихся ресурсов), предпо-
лагаются постоянными.
В настоящей статье исследуется задача календарного планирования

с нескладируемыми ресурсами в более общем виде, когда функции,
определяющие ресурсные ограничения, являются кусочно-постоянны-
ми. Задачи такого рода возникают, например, в химическом производ-
стве [13], когда сырье, поступающее через трубопровод, распределяется
между реакторами, осуществляющими его переработку. Нераспреде-
ленная часть сырья не складируется и в дальнейшем производстве не
используется. Поэтому в любой момент времени потребление сырья
не может превышать его наличия. При этом наличие сырья зависит
от времени, а интенсивности потребления сырья работами меняются в
процессе их выполнения.
В [3; 4; 5] анализировалась задача с одним нескладируемым ресурсом

и кусочно-постоянными функциями, определяющими ресурсные огра-
ничения, причем имеется привязка работ к машинам и работы одной
машины образуют простую цепь в графе частичного порядка. Доказа-
на NP-трудность задачи, предложены модель целочисленного линейно-
го программирования и алгоритмы динамического программирования
(ДП), с помощью которых выделены полиномиально и псевдополино-
миально разрешимые случаи.
В настоящей работе представлено обобщение алгоритмов ДП из [4; 5]

на случай, когда имеется несколько типов ресурсов, машины не рас-
сматриваются и на множестве работ задан произвольный частичный
порядок. Предлагаемые алгоритмы ДП основаны на переборе всевоз-
можных состояний выполнения работ и вычислении минимальных мо-
ментов времени, когда эти состояния достижимы. Выделены новые по-
линомиально и псевдополиномиально разрешимые частные случаи при
ограниченной константой ширине частичного порядка, заданного на
множестве работ.
Статья построена следующим образом. В § 1 приводится постанов-

ка задачи. В § 2 предлагается алгоритм динамического программиро-
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вания для решения исследуемой задачи и устанавливается псевдопо-
линомиально разрешимый случай. В § 3 разрабатывается алгоритм с
лучшей оценкой трудоемкости для случая единичных длительностей
работ и выделяется полиномиально разрешимый случай. В последнем
параграфе обсуждаются основные результаты работы и вопросы для
дальнейшего исследования.

1. Постановка задачи

Имеется проект, который состоит из множества взаимосвязанных ра-
бот I = {1, . . . , u}. Взаимосвязь между работами задается отношениями
вида i→ j, где выполнение работы j не может начаться раньше окон-
чания работы i. Данная структура может быть представлена ориенти-
рованным ациклическим графом G = (I,E), где I – множество вершин,
а E = {(i, j) : i, j ∈ I, i→ j} – множество дуг.
При выполнении работ используется n видов нескладируемых ре-

сурсов. Каждая работа i ∈ I характеризуется длительностью pi ∈ Z+

(здесь и далее Z+ – множество положительных целых чисел) и интен-
сивностью потребления ресурсов, заданной следующим образом. Дли-
тельность работы i ∈ I разбивается на a(q)i интервалов времени (перио-
дов), в каждом из которых интенсивность потребления данной работой
ресурса q-го вида постоянна, q = 1, . . . , n. Пусть d(q)ik ∈ Z+ – длитель-
ность периода с номером k работы i для ресурса q-го вида, а r(q)ik ∈
R+ – интенсивность потребления ресурса q-го вида работой i в периоде
с номером k, k = 1, . . . , a

(q)
i , q = 1, . . . , n, i ∈ I (здесь и далее R+ –

множество неотрицательных вещественных чисел). Отметим, что для
ресурса q-го вида период с номером k работы i соответствует интервалу
(
∑k−1

k′=1 d
(q)
ik′ ,

∑k
k′=1 d

(q)
ik′ ], k = 1, . . . , a

(q)
i , q = 1, . . . , n, i ∈ I.

В различные моменты времени горизонта планирования, длитель-
ность которого равна H ∈ Z+, количество ресурса каждого вида, име-
ющегося в наличии, может быть различным. Пусть имеется b(q)max пери-
одов, в каждом из которых наличие ресурса q-го вида постоянно, q =

1, . . . , n. Обозначим через T (q)
b ∈ Z+ время начала периода с номером b

для ресурса q-го вида (здесь Z+ – множество неотрицательных целых
чисел), а R(q)

b ∈ R+ – количество ресурса q-го вида, имеющегося в каж-
дый момент времени периода с номером b, b = 1, . . . , b

(q)
max, q = 1, . . . , n.

Отметим, что для ресурса q-го вида период с номером b соответствует
интервалу (T

(q)
b , T

(q)
b+1], b = 1, . . . , b

(q)
max, причем T

(q)
1 = 0, T

(q)

b
(q)
max+1

= H,
q = 1, . . . , n.
Для каждого момента времени t, 0 < t � H, и каждого вида ресурсов

q, q = 1, . . . , n, сумма интенсивностей потребления этого вида ресурсов
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по всем работам, выполняемым в момент t, не должна превосходить
наличия ресурса в данный момент. Прерывание выполнения работ не
допускается, все работы должны быть завершены до момента H. При
достаточно больших H последнее условие не является критическим.
Пусть Si – время начала выполнения работы i, i ∈ I. Необходимо

построить такое расписание S = {Si}i∈I выполнения работ с учетом
технологического порядка E и ограничений по ресурсам, при кото-
ром минимизируется общее время Cmax завершения выполнения ра-
бот. Для краткости изложения поставленную задачу будем называть
задачей календарного планирования с нескладируемыми ресурсами.

2. Алгоритм динамического программирования

Здесь предлагается алгоритм динамического программирования для
варианта задачи, где интенсивности потребления ресурсов работами
и количества имеющихся ресурсов заданы для каждого единичного
интервала, а именно:
− r̄

(q)
iτ – интенсивность потребления работой i ресурса q-го вида в
интервале (τ − 1, τ ], τ = 1, . . . , pi, i ∈ I , q = 1, . . . , n;

− R̄
(q)
t – количество ресурса q-го вида, имеющегося в наличии в ин-
тервале (t− 1, t], t = 1, . . . ,H , q = 1, . . . , n.
Поскольку длительности периодов работ целочисленны и изменение

количеств имеющихся ресурсов происходит только в целочисленные мо-
менты времени, оптимальное решение рассматриваемой задачи доста-
точно искать среди расписаний, в которых каждая работа начинается
и заканчивается в целочисленные моменты времени.
Перейдем к описанию алгоритма. Частичный порядок на множестве

работ I за время O(u
5
2 ) может быть разбит на минимальное число m

простых цепей [8], при этом работы, входящие в разные цепи, могут
находиться в отношениях предшествования. Заметим, что минимальное
число m указанных цепей совпадает с максимальным числом попарно
независимых работ [1] (данный параметр называется шириной частич-
ного порядка [1]). Пусть ul – число работ цепи l, а Il = (i1l , . . . , i

ul
l ) –

последовательность работ цепи l, где l = 1, . . . ,m.
Обозначим через P υl суммарную длительность первых υ работ, а че-

рез Pl – суммарную длительность всех работ цепи l, l = 1, . . . ,m. Пусть
xl ∈ {0, . . . , Pl}, как и в [5], определяет текущее состояние выполнения
работ цепи l, а именно, xl – это то время, которое уже потрачено на
последовательное выполнение работ цепи l, l = 1, . . . ,m. Тогда вектор
x = (x1, . . . , xm) описывает состояние выполнения работ на всех m це-
пях. Ясно, что при x = (0, . . . , 0) ни одна работа не начала выполняться,
а при x = (P1, . . . , Pm) все работы уже завершены.
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Определим понятия допустимых и недопустимых состояний. Рабо-
ты каждой цепи выполняются последовательно. Однако в отношении
предшествования могут находиться работы различных цепей. Пусть,
например, работа iυ1l1 цепи l1 предшествует работе iυ2l2 цепи l2. Если
точка x задает такое состояние, когда первая из этих работ еще не завер-
шена (xl1 < P υ1l1 ), а вторая уже начала свое выполнение (xl2 > P υ2−1

l2
),

то в силу заданного на множестве работ частичного порядка состо-
яние x недопустимо. Остальные состояния считаются допустимыми.
Обозначим через X множество всех допустимых состояний.
Для каждого допустимого состояния x ∈ X будем учитывать все це-

лочисленные моменты времени, в которые оно достижимо. Для этого
введем понятие расширенного состояния (t,x), при котором состоянию
x соответствует момент времени t, x ∈ X, t = 0, 1, . . . ,H .
Переход между расширенными состояниями задается булевыми век-

торами δ = (δ1, . . . , δm), т. е. под действием управления δ осуществля-
ется переход от состояния (t− 1,x− δ) к состоянию (t,x) при x ∈ X,
t = 1, . . . ,H . Этот переход соответствует одновременному выполнению
в единичном интервале времени (t− 1, t] работ тех и только тех цепей,
для которых δl = 1. Если согласно состоянию x работа iυl цепи l уже
началась, но еще не закончилась, т. е. P υ−1

l < xl < P υl , то ввиду усло-
вия непрерывности работ δl = 1. Тогда переход (t− 1,x − δ) −→ (t,x),
в котором δl = 0, является недопустимым. Далее, пусть, например, ра-
бота iυ1l1 цепи l1 предшествует работе i

υ2
l2
цепи l2. Если точка x задает

такое состояние, что P υ2−1
l2

< xl2 � P υ2l2 и xl1 = P υ1l1 , то в силу заданного
на множестве работ частичного порядка переход (t− 1,x− δ) −→ (t,x),
где δl1 = 1, недопустим.
По вектору δ определим те работы, которые находятся в состоянии

выполнения при переходе (t − 1,x − δ) −→ (t,x). Пусть, например,
δl = 1 и P υ−1

l < xl � P υl , тогда работа i
υ
l потребляет ресурс вида q,

q = 1, . . . , n, с интенсивностью r̄
(q)
iυl τ
, где τ = xl − P υ−1

l . Суммируя ин-
тенсивность потребления ресурса вида q, q = 1, . . . , n, по всем таким
работам, получим общие затраты этого вида ресурсов r̄(q)δ для векто-
ра δ. Если r̄(q)δ > R̄

(q)
t хотя бы для одного q = 1, . . . , n, то переход (t −

1,x−δ) −→ (t,x) является недопустимым из-за несоблюдения ограниче-
ний по ресурсам. Остальные управления считаются допустимыми. Обо-
значим через Δ(t,x) множество допустимых управлений, приводящих в
расширенное состояние (t,x).
Введем функцию A(t,x) следующим образом:

A(t,x) =

{
1, если состояние x достижимо в момент времени t,
0 иначе.
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Имеют место следующие рекуррентные соотношения Беллмана:

A(0, 0, . . . , 0) = 1, A(0,x) = 0, x ∈ X \ {(0, . . . , 0)}; (2.1)

A(t,x) =

{
1, если при некотором δ ∈ Δ(t,x) A(t− 1,x− δ) = 1,
0 иначе,

для всех x ∈ X, t = 1, . . . ,H. (2.2)

Перед началом работы алгоритма формируется множество допусти-
мых состояний X с использованием транзитивного замыкания [6] ча-
стичного порядка на множестве работ. Предлагаемый алгоритм состоит
из двух этапов.

Этап 1. Нахождение оптимального значения целевой фун-
кции. На данном этапе полагается A(0, 0, . . . , 0) = 1, A(0,x) = 0, x ∈
X \{(0, . . . , 0)}. Затем перебираются моменты времени t = 1, . . . ,H, для
каждого из которых перебираются все допустимые состояния x ∈ X.
Если max

l=1,...,m
xl > t, то состояние x заведомо не может быть достигнуто

в момент времени t и, следовательно, A(t,x) =0. В противном случае
значение функции A(t,x) вычисляется по формуле (2.2). Если A(t,x) =
1, то вектор δ ∈ Δ(t,x), при котором A(t−1,x− δ) = 1, фиксируется как
δ(t,x).
Перебор моментов времени t осуществляется до тех пор, пока состо-

яние (P1, . . . , Pm) не станет достигнутым, т. е. A(t, P1 . . . , Pm) не станет
равным 1. Минимальный момент времени t̄ такой, что A(t̄, P1 . . . , Pm) =
1, соответствует оптимальному значению целевой функции Cmax. Если
же A(H,P1, . . . , Pm) = 0, то допустимого решения не существует.

Этап 2. Восстановление оптимального расписания. Перво-
начально полагается x = (P1, . . . , Pm), t = t̄. Множество таких работ iυl ,
что δl(t,x) = 1 и P υ−1

l < xl � P υl , является множеством работ, выпол-
няемых во временном интервале (t − 1, t]. Для всех l, l = 1, . . . ,m,
таких что δl(t,x) = 1 и xl − 1 = P υ−1

l , полагается Siυl = t − 1. Далее
осуществляется переход к точке (t−1,x−δ(t,x)) и процесс повторяется
до тех пор, пока (t,x) не станет равным (0, 0, . . . , 0).
Временнáя сложность алгоритма есть

O

(
2mmnH

m∏
l=1

(Pl + 1)

)
= O(2mmnH(up+ 1)m), (2.3)

а требуемое количество памяти – O(H(up + 1)m), где p = max
i∈I

pi. Пред-

варительный этап выполним за время O(u3+m2(up+ 1)m).
Таким образом, с ростом ширины частичного порядка m временнáя

сложность алгоритма растет экспоненциально, а с ростом параметров
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n, u, p и H при константном m – полиномиально. Тем самым справед-
лива

Теорема 1. Пусть ширина заданного на множестве работ частич-
ного порядка ограничена константой, а интенсивности потребления
ресурсов работами и количества имеющихся ресурсов заданы для каж-
дого единичного интервала, тогда задача календарного планирования c
нескладируемыми ресурсами является полиномиально разрешимой.

Задача календарного планирования с нескладируемыми ресурсами,
сформулированная в § 1, может быть сведена к постановке, рассматри-
ваемой в теореме 1, путем разбиения каждого периода на единичные ин-
тервалы. Если длительности периодов ограничены полиномом от дли-
ны исходных данных задачи, то сводимость является полиномиальной.
Отсюда вытекает

Теорема 2. Задача календарного планирования с нескладируемыми
ресурсами является псевдополиномиально разрешимой, если ширина
заданного на множестве работ частичного порядка ограничена кон-
стантой.

Заметим, что при произвольной ширине частичного порядка задача
календарного планирования c нескладируемыми ресурсами NP-трудна
в сильном смысле уже в случае единичных длительностей работ и по-
стоянных функций, определяющих ресурсные ограничения [5; 8]. То
есть сильная NP-трудность рассматриваемой задачи «заключена» в ши-
рине частичного порядка. Кроме того, для указанного случая даже
задача поиска допустимого решения является NP-трудной в сильном
смысле, что следует из [5].
В то же время, задача календарного планирования с нескладируемы-

ми ресурсами является NP-трудной в обычном смысле при n = m = 3,
т. е. не может быть полиномиально разрешимой при фиксированной
ширине частичного порядка m � 3 в случае n � 3 видов ресурсов (если
P�=NP). Это следует из того, что к ней полиномиально сводится NP-
трудная разномаршрутная задача теории расписаний (job-shop) c M =
3 деталями и N = 3 станками [16]. Действительно, задача job-shop за-
ключается в минимизации времени обработкиM деталей на N станках.
Каждая деталь проходит свой технологический маршрут обработки.
Этот маршрут можно представить как цепь работ, которые должны
быть выполнены последовательно, в задаче календарного планирова-
ния. Работа заключается в обработке одной детали на одном станке.
Частичный порядок на множестве работ в таком случае представляет
собой совокупность M цепей. В качестве ресурсов выступают станки.
Получаемая в результате индивидуальная задача календарного плани-
рования с N видами нескладируемых ресурсов и шириной частичного
порядка, равной M , полиномиально эквивалентна задаче job-shop.
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3. Случай единичных длительностей работ

Для случая единичных длительностей работ разработана модифика-
ция алгоритма ДП из § 2 c лучшей оценкой трудоемкости. Предлагаемая
модификация основана на том, что в случае единичных длительностей
работ вместо состояний вида (t,x) достаточно рассматривать состояния
x ∈ X и вычислять только минимальные моменты времени, в которые
эти состояния достижимы. При описании данной модификации будем
предполагать, что работы имеют единичные длительности, и заданы
величины r

(q)
i1 ∈ R+ для i ∈ I, q = 1, . . . , n, и R

(q)
b ∈ R+, T

(q)
b ∈ Z+

для b = 1, . . . , b
(q)
max, q = 1, . . . , n.

Пусть xl ∈ {0, 1, . . . , ul}, как и в § 2, описывает текущее состояние
выполнения работ цепи l, l = 1, . . . ,m. Ввиду того, что длительности
работ единичные, xl соответствует номеру последней выполненной ра-
боты цепи l, l = 1, . . . ,m, а состояние x = (x1, . . . , xm) определяет число
уже выполненных работ для всехm цепей. Понятия допустимых и недо-
пустимых состояний сохраняются, и множество допустимых состояний
также обозначается через X.
Переход между состояниями задается булевыми векторами δ =

(δ1, . . . , δm), т. е. под действием управления δ осуществляется переход
от состояния x− δ к состоянию x. Данный переход соответствует од-
новременному выполнению в единичном интервале времени работ тех
и только тех цепей, для которых δl = 1. Пусть, например, работа iυ1l1
цепи l1 предшествует работе iυ2l2 цепи l2. Если точка x задает такое
состояние, что xl2 = υ2 и xl1 = υ1, то в силу заданного на множестве
работ частичного порядка переход x− δ −→ x, в котором δl1 = 1, недо-
пустим. Остальные управления считаются допустимыми (соблюдение
ограничений по ресурсам проверяется непосредственно в рекуррентной
формуле). Обозначим через Δx множество допустимых управлений,
приводящих в состояние x ∈ X.
Пусть функция L(x) определяет минимальный момент времени, в

который достижимо состояние x ∈ X. Имеют место следующие рекур-
рентные соотношения Беллмана:

L(0, . . . , 0) = 0, (3.1)

L(x) = min
δ∈Δx

{tx,δ}, x ∈ X\{(0, . . . , 0)}, (3.2)

где tx,δ – минимальный момент времени (tx,δ > L(x − δ)), такой что
в единичном интервале (tx,δ − 1, tx,δ] имеется достаточное количество
ресурсов для осуществления перехода (x− δ)→ x. Момент времени tx,δ
вычисляется следующим образом.
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Введем обозначения для каждого вида ресурсов q = 1, . . . , n:

− r
(q)
x,δ =

m∑
l=1

r
(q)

i
xl
l ,1
· δl – суммарная интенсивность потребления ресурса

вида q при переходе (x− δ) −→ x;
− b(q) – номер периода наличия ресурса вида q, которому принадле-

жит интервал (L(x− δ), L(x − δ) + 1].

Если r
(q)
x,δ � R

(q)

b(q)
для всех q = 1, . . . , n, то tx,δ = L(x − δ) + 1, в

противном случае – формируется множество интервалов времени B =

{(ts1, tf1 ], . . . , (tsβ, tfβ ]}, где L(x− δ) < ts1 и t
f
κ � tsκ+1 для κ = 1, . . . , β − 1.

В каждом таком интервале времени имеется достаточное количество
ресурсов для осуществления перехода (x − δ) → x. Если B = ∅, то
tx,δ =∞, иначе tx,δ = ts1 + 1.
Опишем способ построения множества B. Для каждого вида ресур-

сов q = 1, . . . , n обозначим через B(q) = {b ∈ {b(q), . . . , b(q)max} : R
(q)
b �

r
(q)
x,δ} множество номеров периодов, начиная с периода с номером b(q), в
которых имеется достаточное количество ресурса этого вида для осу-
ществления перехода (x−δ)→x. Изначально положим B={(T (1)

b , T
(1)
b+1] :

b ∈ B(1)}. Шаг q = 2, . . . , n процесса построения заключается в на-
хождении интервалов пересечения B с периодами b ∈ B(q), из этих
интервалов формируется множество B для следующего шага. Таким
образом, после выполнения шага q множество B содержит те интервалы
времени, в которых имеется достаточное количество ресурса любого
вида q′ � q для осуществления перехода (x− δ)→ x.
Заметим, что после шага q, q = 2, . . . , n, мощность множества B

увеличивается не более чем на b(q)max (при сравнении с периодом b ∈ B(q)

интервал из B разбивается не более чем на два новых интервала). Вы-

числительная сложность шага q равна O

(
q∑

q′=1

b
(q′)
max

)
, так как границы

интервалов из B(q) и B возрастают монотонно и при отыскании пере-
сечений всякий раз берется либо следующий интервал из B, либо из
B(q). Следовательно, мощность итогового множества B не превосходит
n∑
q=1

b
(q)
max, а трудоемкость его формирования равна O

(
n∑
q=1

q∑
q′=1

b
(q′)
max

)
=

O

(
n∑
q=1

b
(q)
max(n− q + 1)

)
и требуемое количество памяти – O

(
n∑
q=1

b
(q)
max

)
.

Предлагаемый алгоритм ДП состоит из двух этапов.
Этап 1. Нахождение оптимального значения целевой фун-

кции. На данном этапе полагается L(0, . . . , 0) = 0. Затем в поряд-
ке лексикографического возрастания перебираются все допустимые со-
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стояния x ∈ X\{(0, . . . , 0)} (проверка состояния на допустимость вы-
полняется с использованием транзитивного замыкания частичного по-
рядка), для каждого из которых по формуле (3.2) вычисляется значе-
ние функции L(x). Вектор δ, при котором достигается минимальное
значение L(x), фиксируется как δ(x). Величина L(u1, . . . , um) соответ-
ствует оптимальному значению целевой функции Cmax. Однако если
L(u1, . . . , um) =∞, то допустимого решения не существует.

Этап 2. Восстановление оптимального расписания. Пер-
воначально полагается x = (u1, . . . , um). Множество таких работ ixll ,
что δl(x) = 1, l = 1, . . . ,m, является множеством работ, выполняемых во
временном интервале (L(x)− 1, L(x)], поэтому полагаем Sixll =L(x)− 1.
Далее осуществляется переход к точке x − δ(x) и процесс повторяется
до тех пор, пока x не станет равным (0, . . . , 0).
Временнáя сложность представленного алгоритма ДП есть

O

⎛⎝2m(nm+
n∑
q=1

b(q)max(n− q + 1))(u + 1)m

⎞⎠ = (3.3)

O
(
2m(nm+ n2bmax)(u+ 1)m

)
,

а требуемое количество памяти — O((u+ 1)m + nbmax), где
bmax = max

q=1,...,n
b
(q)
max.

То есть с ростом ширины частичного порядка m временная слож-
ность алгоритма растет экспоненциально, а с ростом параметров u, bmax

и n при константном m – полиномиально. Тем самым справедлива

Теорема 3. Задача календарного планирования c нескладируемыми
ресурсами и единичными длительностями работ является полиноми-
ально разрешимой, если ширина заданного на множестве работ ча-
стичного порядка ограничена константой.

4. Заключение

В статье рассмотрена задача календарного планирования с нескла-
дируемыми ресурсами. Особенностью постановки является то, что ин-
тенсивности потребления ресурсов работами могут меняться в процессе
их выполнения, а ограничение сверху на суммарную интенсивность по-
требления ресурсов зависит от момента времени. Для ее решения в слу-
чае, когда ширина заданного на множестве работ частичного порядка
ограниченна константой, разработан псевдополиномиальный алгоритм
динамического программирования. Предложена модификация этого
алгоритма, позволившая установить полиномиальную разрешимость
задачи при единичных длительностях работ.
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Используя представленную в статье идею о рассмотрении всякой
работы индивидуально по каждому виду ресурсов, модель целочис-
ленного линейного программирования [5] для задачи с одним ресурсом
можно обобщить на случай нескольких видов ресурсов путем введения
дополнительных линейных ограничений. Также отметим, что из псев-
дополиномиального алгоритма часто удается построить FPTAS, как,
например, для задачи календарного планирования, в которой функции,
определяющие ресурсные ограничения нескладируемого типа, являют-
ся постоянными. Вопрос же существования FPTAS для рассматрива-
емой задачи при произвольных длительностях работ и ограниченной
ширине частичного порядка является открытым.
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A. V. Eremeev, J. V. Kovalenko

Polynomially Solvable Cases of the Project Scheduling Prob-
lem with Changing Consumption and Supply Rates of Nonaccu-
mulative Resources

Abstract. We consider a strongly NP-hard project scheduling problem with
nonaccumulative resources and sequence constraints. A distinctive feature of the
formulation is that the rate of resource consumption by a task may change in duration
of the task, and the resource availability depends on time. The problem is proved to be
pseudo-polynomially solvable if the width of the partial order is bounded by a constant,
being NP-hard. New polynomially solvable case of the problem is found.

Keywords: project scheduling, nonaccumulative resources, dynamic programming,
polynomial solvability, pseudo-polynomial solvability.
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