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Аннотация. Рассматриваются предельные модели, т. е. счетные модели, которые
представляются в виде объединения элементарных цепей простых моделей над ко-
нечными множествами, но не изоморфные никакой простой модели над конечным
множеством. Любая счетная модель малой теории (т. е. теории со счетным числом
типов) является либо простой над некоторым кортежем, либо предельна. При этом
любая предельная модель является либо предельной над типом, т. е. представляет-
ся в виде объединения элементарной цепи попарно изоморфных простых моделей
над реализациями некоторого фиксированного типа, либо предельна над некоторой
последовательностью попарно различных типов, над которыми простые модели не
изоморфны.

В работе охарактеризовано свойство существования предельной модели над по-
следовательностью типов в терминах отношений изолированности и полуизолиро-
ванности: показано, что существует предельная модель над последовательностью
типов тогда и только тогда, когда имеется бесконечно много несимметричным пе-
реходов между типами по отношению изолированности или, что эквивалентно, по
отношению полуизолированности. Эти критерии обобщают соответствующие крите-
рии для предельных моделей над типом. В терминах отношений изолированности и
полуизолированности охарактеризовано условие существования предельной модели
над подпоследовательностью данной последовательности типов. Доказано, что если
теория имеет предельную модель над типом, то ранг Морли этой теории бесконе-
чен. При этом некоторое ограничение теории на подходящую конечную сигнатуру
имеет бесконечный ранг Морли. Приведенная оценка является точной: существует
ω-стабильная теория, имеющая предельную модель над типом и ранг Морли ω.

Ключевые слова: предельная модель, последовательность типов, ранг Морли.

Известно [1]–[3], что любая счетная модель малой теории T либо
проста над некоторым кортежем, либо предельна, т. е. не проста ни над
каким кортежем и представляется в виде объединения счетной элемен-
тарной цепи простых моделей над кортежами. Если предельная модель
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M составлена из простых моделей над одним и тем же типом p, тоM
называется предельной над p.
В [1]–[4] приведены критерии существования предельных моделей

над типами. В настоящей работе (§ 2) мы представляем их обобщения
для последовательностей типов.
Как показано в [1; 2] на основе работы [5], любая счетная теория

минимального ранга Морли и минимальной степени (т. е. любая счетная
сильно минимальная теория) либо счетно категорична (имеет един-
ственную, с точностью до изоморфизма, счетную модель), либо l-ка-
тегорична (имеет единственную, с точностью до изоморфизма, пре-
дельную модель) и не может иметь предельных моделей над типами,
поскольку различные конечные размерности моделей влекут простоту
над разными типами. В то же время, обобщая пример свободной ориен-
тированной псевдоплоскости с упорядоченной раскраской, построенный
независимо А. Пилаем [6] и автором [1; 7], в работе [8] было показано,
что класс ω-стабильных теорий ранга Морли ω включает теории с про-
извольным конечным, счетным или континуальным числом предельных
моделей над типом.
В § 3 мы приводим отрицательный ответ на вопрос о существовании

предельных моделей над типом для класса теорий с конечным ран-
гом Морли. А именно, доказывается, что ранг Морли любой теории,
имеющей предельную модель над типом, имеет значение не меньше ω.

1. Предварительные сведения

Пусть T — малая теория, т.е. полная элементарная теория со счет-
ным множеством S(T ) типов над ∅. Для любого типа p(x̄) ∈ S(T ) и
его реализации ā существует простая модель M(ā) над ā. Поскольку
все простые модели над реализациями типа p изоморфны, эти модели
будем обозначать черезMp.
Следуя [1]–[4], модельM теории T называется предельной (соответ-

ственно предельной над типом p), еслиM не является простой моделью
теории T ни над каким кортежем иM =

⋃
n∈ω

M(ān), где (M(ān))n∈ω —

элементарная цепь простых моделей над кортежами ān (иM |= p(ān)),
n ∈ ω.
Предельная модель M называется предельной над последователь-

ностью типов q или q-предельной, где q = (qn)n∈ω, qn ∈ S(T ), если
|= qn(ān), n ∈ ω.
Таким образом, предельная модель над типом p является предельной

над последовательностью (qn)n∈ω, где все типы qn совпадают с типом p.

Определение 1. [9]. Пусть M — модель теории T , ā и b̄ — кор-
тежи из M, A — подмножество в M . Говорят, что кортеж ā полу-
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изолирует кортеж b̄ над множеством A, если существует формула
ϕ(ā, ȳ) ∈ tp(b̄/Aā) такая, что ϕ(ā, ȳ) � tp(b̄/A). При этом говорят,
что формула ϕ(x̄, ȳ) (с параметрами из множества A) свидетельству-
ет о полуизолированности b̄ над ā относительно множества A.

Аналогично [3] говорят, что кортеж ā изолирует кортеж b̄ над мно-
жеством A, если существует формула ϕ(ā, ȳ) ∈ tp(b̄/Aā) такая, что
ϕ(ā, ȳ) � tp(b̄/A) и ϕ(ā, ȳ) — главная (т. е. изолирующая) формула
над Aā, т. е. в сигнатуре с константами из Aā. При этом говорят, что
формула ϕ(x̄, ȳ) (с параметрами из множества A) свидетельствует о
изолированности b̄ над ā относительно множества A.
Если ā (полу)изолирует b̄ над ∅, то просто говорим, что ā (полуизо-

лирует) b̄, а о формуле ϕ(ā, ȳ), свидетельствующей о (полу)изолирован-
ности b̄ над ā относительно ∅, говорим, что ϕ(ā, ȳ) свидетельствует о
(полу)изолированности b̄ над ā.
Если p ∈ S(T ), то через SIp (в модели M) обозначим отношение

полуизолированности (над ∅) на множестве реализаций типа p:

SIp � {(ā, b̄) | M |= p(ā) ∧ p(b̄) и ā полуизолирует b̄}.
Аналогично через Ip (в модели M) обозначается отношение изоли-

рованности (над ∅) на множестве реализаций типа p:

Ip � {(ā, b̄) | M |= p(ā) ∧ p(b̄) и ā изолирует b̄}.
Как показано в [9], отношение SIp является предпорядком, в то время

как Ip может не быть предпорядком.
Следующие утверждения представляют критерии существования

предельных моделей над типами.

Предложение 1. [1; 3; 4]. Малая теория T имеет предельную мо-
дель над типом p ∈ S(T ) тогда и только тогда, когда для любой
(некоторой) реализации ā типа p существует реализация b̄ типа p
в модели M(ā) и кортеж c̄ ∈ M(ā) такие, что tp(c̄/b̄) — неглавный
тип.

Теорема 1. [3; 10]. Пусть p(x̄) — полный тип малой теории T .
Следующие условия эквивалентны:

(1) существует предельная модель над типом p;
(2) отношение Ip на множестве реализаций типа p в некоторой

(любой) модели M |= T , реализующей тип p, несимметрично;
(3) в некоторой (любой) модели M |= T , реализующей тип p, най-

дутся такие реализации ā и b̄ типа p в M, что tp(b̄/ā) — главный
тип и b̄ не полуизолирует ā и, в частности, отношение полуизо-
лированности SIp несимметрично на множестве реализаций типа p
в M.
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Определение 2. [1; 4; 11]. Пусть p и q — типы из S(T ). Будем
говорить, что тип p подчиняется типу q, или p не превосходит q по
предпорядку Рудин–Кейслера и писать p ≤RK q, если Mq |= p, т. е.
модель Mp является элементарной подмоделью модели Mq: Mp  
Mq. При этом будем также говорить, что модель Mp подчиняется
моделиMq, илиMp не превосходит моделиMq по предпорядку Рудин–
Кейслера и писать Mp ≤RK Mq.

Синтаксически условие p ≤RK q (а, значит, и условие Mp ≤RK Mq)
записывается так: существует формула ϕ(x̄, ȳ) такая, что совместно
множество q(ȳ) ∪ {ϕ(x̄, ȳ)} и выполняется q(ȳ) ∪ {ϕ(x̄, ȳ)} � p(x̄). Бо-
лее того, в силу малости теории (поскольку число типов над любым
кортежем ā счетно и, значит, любая совместная формула с параметра-
ми из ā выводится из некоторой главной формулы с параметрами из
ā) формула ϕ(x̄, ȳ) может быть выбрана так, что для любой форму-
лы ψ(x̄, ȳ) из совместности множества q(ȳ) ∪ {ϕ(x̄, ȳ), ψ(x̄, ȳ)} следует
q(ȳ) ∪ {ϕ(x̄, ȳ)} � ψ(x̄, ȳ). При этом формулу ϕ(x̄, ȳ) будем называть
(q, p)-главной.

Определение 3. [1; 4; 11]. Типы p и q называются взаимоподчиняе-
мыми, взаимореализуемыми, эквивалентными по Рудин–Кейслеру
или RK-эквивалентными (обозначается p ∼RK q), если p ≤RK q и
q ≤RK p. При этом модели Mp и Mq также называются взаимопод-
чиняемыми, эквивалентными по Рудин–Кейслеру или RK-эквивален-
тными (обозначается Mp ∼RK Mq).

Следуя [13], типы p и q называются сильно взаимоподчиняемыми,
сильно взаимореализуемыми, сильно эквивалентными по Рудин–Кей-
слеру или сильно RK-эквивалентными (обозначается p ≡RK q), ес-
ли для некоторых реализаций ā и b̄ типов p и q соответственно типы
tp(b̄/ā) и tp(ā/b̄) являются главными. При этом моделиMp иMq так-
же называются сильно взаимоподчиняемыми, сильно эквивалентны-
ми по Рудин–Кейслеру или сильно RK-эквивалентными (обозначается
Mp ≡RK Mq).

Очевидно, что отношения подчинения суть предпорядки, а отноше-
ния (сильной) взаимоподчиняемости являются отношениями эквива-
лентности. При этом изMp ≡RK Mq следуетMp ∼RK Mq.
Ясно, что невзаимоподчиняемые модели Mp и Mq неизоморфны.

Кроме того неизоморфные модели могут найтись и среди взаимо-
подчиняемых.
Синтаксическая характеризация изоморфизма моделей Mp и Mq

дается следующим предложением, согласно которому наличие изомор-
физма между Mp и Mq равносильно сильной взаимоподчиняемости
этих моделей.
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Предложение 2. [1; 4; 11; 13]. Для любых типов p(x̄) и q(ȳ) малой
теории T следующие условия эквивалентны:
(1) модели Mp и Mq изоморфны;
(2) модели Mp и Mq сильно взаимоподчиняемы;
(3) существуют соответственно (p, q)-главная формула ϕp,q(ȳ, x̄)

и (q, p)-главная формула ϕq,p(x̄, ȳ) такие, что совместно множество

p(x̄) ∪ q(ȳ) ∪ {ϕp,q(ȳ, x̄), ϕq,p(x̄, ȳ)};
(4) существует одновременно (p, q)-главная и (q, p)-главная форму-

ла ϕ(x̄, ȳ) такая, что совместно множество

p(x̄) ∪ q(ȳ) ∪ {ϕ(x̄, ȳ)}.
Будем говорить, что тип q(x̄) (не обязательно полный) над множе-

ством A изолируется множеством Φ(x̄, A) формул из q, если Φ(x̄, A) �
q(x̄).
Рассмотрим неглавные типы p(x̄), q(ȳ) ∈ S(A) над не более чем счет-

ным множеством A, реализующиеся в счетной модели M счетной тео-
рии T . Свяжем с этими типами изолирующие множества Θ(x̄) ⊂ p(x̄)
и Θ′(ȳ) ⊂ q(ȳ) формул θn(x̄) и θ′n(ȳ) соответственно, n ∈ ω, таких, что
выполняются следующие условия:
1) |= ∀x̄ θ0(x̄) ∧ ∀ȳ θ′0(ȳ);
2) |= ∀x̄(θn+1(x̄)→ θn(x̄)) ∧ ∃x̄(θn(x̄) ∧ ¬θn+1(x̄));
3) |= ∀ȳ(θ′n+1(ȳ)→ θ′n(ȳ)) ∧ ∃ȳ(θ′n(ȳ) ∧ ¬θ′n+1(ȳ)).
Существование таких изолирующих множеств формул вытекает из

счетности числа формул с параметрами из множества A. Действитель-
но, занумеруем все формулы, принадлежащие, например, типу p(x̄): ϕn,
n ∈ ω. Для каждого n ∈ ω обозначим через ψn формулу

∧
i<n

ϕi, считая

ψ0 = (x̄ ≈ x̄). Для получения последовательности (θn(x̄))n∈ω остается
из последовательности формул ψn удалить формулы, эквивалентные
некоторым своим предшественникам.
В случае, когда p = q, будем считать, что θn = θ′n, n ∈ ω.
Будем называть формулу θn n-окрестностью типа p, а формулу θ′n —

n-окрестностью типа q. Будем говорить, что кортеж ā (соответственно
b̄) имеет цвет n, если M |= θn(ā) ∧ ¬θn+1(ā) (M |= θ′n(b̄) ∧ ¬θ′n+1(b̄)).
О реализациях типов p и q будем говорить, что они имеют бесконечный
цвет ∞. При этом предполагается, что n <∞ для любого n ∈ ω.
Предложение 3. [3]. Для любых неглавных типов p(x̄) и q(ȳ) из
S(A), реализующихся в счетной модели M счетной теории T корте-
жами ā и b̄ соответственно, а также для любой формулы ϕ(x̄, ȳ) с
параметрами из A, удовлетворяющей условию M |= ϕ(ā, b̄), формула
ϕ(x̄, ȳ) свидетельствует о полуизолированности b̄ над ā относитель-
но множества A тогда и только тогда, когда для любого n′ ∈ ω

Известия Иркутского государственного университета.
2014. Т. 9. Серия «Математика». С. 118–133
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существует n ∈ ω такое, что для любого кортежа ān с условием
M |= θn(ān) (т. е. имеющего цвет ≥ n) любая реализация формулы
ϕ(ān, ȳ) в модели M удовлетворяет θ′n′(ȳ) (т. е. имеет цвет ≥ n′).

Следствие 1. [3]. Для любых неглавных типов p(x̄) и q(ȳ) из S(A),
реализующиеся в счетной моделиM счетной теории T кортежами ā
и b̄ соответственно, а также для любой формулы ϕ(x̄, ȳ) с парамет-
рами из A, удовлетворяющей условиюM |= ϕ(ā, b̄), следующие условия
эквивалентны:
1) формула ϕ(x̄, ȳ) свидетельствует о полуизолированности b̄ над

ā относительно множества A, но не может свидетельствовать о
полуизолированности ā над b̄ относительно множества A;
2) выполняются следующие свойства:
а) для любого n′ ∈ ω существует n ∈ ω такое, что для любого

кортежа ān цвета ≥ n с условием M |= θn(ān) любая реализация
формулы ϕ(ān, ȳ) в модели M удовлетворяет θ′n′(ȳ);
б) существуют такое n ∈ ω, что для любого n′ ∈ ω найдутся

кортежи ān и b̄n′ конечных цветов < n и ≥ n′ соответственно с
условием |= θ0(ān) ∧ θ′n′(b̄n′) такие, что M |= ϕ(ān, b̄n′).

2. Критерии существования предельных моделей
над последовательностью типов

Любая ≤RK-последовательность, т. е. последовательность q неглав-
ных типов qn, n ∈ ω, с условиями qn ≤RK qn+1, n ∈ ω, определяет число
Il(q) ∈ ω∪{ω, ω1, 2

ω} попарно неизоморфных предельных моделейM =⋃
n∈ω

Mqn над q.

Если все типы qn, за исключением может быть конечного их числа,
равны типу p, то любая предельная модель над q предельна над p и
наоборот. В этом случае число Il(q) обозначается через Il(p).
Ниже мы опишем необходимые и достаточные условия для существо-

вания предельных моделей над ≤RK-последовательностью q (Il(q) ≥
1), подобные условиям существования предельных моделей над типом,
представленным в предложении 1 и в теореме 1.

Лемма 1. Если для кортежей ā, b̄ и c̄ типы tp(āb̄/c̄) и tp(c̄/ā) явля-
ются главными, то tp(b̄/ā) — главный тип.

Доказательство. По условию существуют главные формулы ϕ(x̄, ȳ, c̄)
и ψ(ā, z̄), для которых |= ϕ(ā, b̄, c̄) ∧ ψ(ā, c̄). Рассмотрим формулу

χ(ā, ȳ) � ∃z̄ (ϕ(ā, ȳ, z̄) ∧ ψ(ā, z̄)).
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Очевидно, что χ(ā, ȳ) ∈ tp(b̄/ā). Достаточно показать, что χ(ā, ȳ) —
главная формула.
Действительно, пусть b̄′ и b̄′′ — кортежи, для которых выполняется

|= χ(ā, b̄′) ∧ χ(ā, b̄′′). Возьмем кортежи c̄′ и c̄′′ с условием |= ϕ(ā, b̄′, c̄′) ∧
ψ(ā, c̄′) ∧ ϕ(ā, b̄′′, c̄′′) ∧ ψ(ā, c̄′′). Так как формула ψ(ā, z̄) является глав-
ной, существует автоморфизм f , фиксирующий ā и переводящий c̄′ в
c̄′′. Поскольку формула ϕ(ā, ȳ, c̄′′) является главной и удовлетворяет
|= ϕ(ā, f(b̄′), c̄′′)∧ϕ(ā, b̄′′, c̄′′), существует автоморфизм g, фиксирующий
кортежи ā, c̄′′ и переводящий f(b̄′) в b̄′′. Тогда ā-автоморфизм f ◦ g
переводит b̄′ в b̄′′. Таким образом, формула χ(ā, ȳ) является главной и
тип tp(b̄/ā) изолирован.

Предложение 4. Малая теория T имеет предельную модель над
≤RK-последовательностью q = (qn)n∈ω типов из S(T ) тогда и толь-
ко тогда, когда существует элементарная цепь (M(ān))n∈ω, где |=
qn(ān), n ∈ ω, такая, что для любого k ∈ ω существуют l,m ∈ ω,
k < l < m, а также кортеж b̄m ∈ M(ām), для которых tp(b̄m/āl) —
неглавный тип. При этом модель M =

⋃
n∈ω

M(ān) является предель-

ной над q.

Доказательство. Предположим, что существует предельная модель
M =

⋃
n∈ω

Mn теории T над ≤RK-последовательностью q, где Mn #
Mqn ,Mn =M(ān), |= qn(ān), и существует k ∈ ω такое, что для любых
l,m ∈ ω, k < l < m, и b̄m ∈ Mm тип tp(b̄m/āl) является главным.
Тогда в моделях Mm (и, следовательно, в модели M) реализуются
лишь главные типы кортежей над āl, лежащих в Mm (in M). Следо-
вательно, модельM проста над реализацией типа ql, что противоречит
предположению о предельности моделиM.
Обратно, допустим, что существует элементарная цепь (M(ān))n∈ω,

где |= qn(ān), n ∈ ω, такая, что для любого k ∈ ω существуют l,m ∈ ω,
k < l < m, а также кортеж b̄m ∈ M(ām), для которых tp(b̄m/āl) —
неглавный тип. Покажем, что модель M =

⋃
n∈ω

M(ān) не изоморфна

моделям Mr, r ∈ S(∅). Достаточно доказать, что модели M и Mqk
неизоморфны, поскольку если M = M(c̄) для некоторого кортежа c̄ и
c̄ ∈ M(āk), то существует формула ϕ(x̄, ȳ), для которой выполняется
M |= ϕ(c̄, āk), формулы ϕ(c̄, ȳ), ϕ(x̄, āk) являются главными и поэтому
M =M(ā) #M(āk) =Mqk по предложению 2.
Предположив, что M # Mqk , найдëм кортеж c̄ ∈ qk(M(āk)) та-

кой, что M = M(c̄). По построению модели M существуют l,m ∈ ω,
k < l < m, такие, чтоM(ām) содержит некоторый кортеж b̄, для кото-
рого тип s(x̄, āl) � tp(b̄/āl) является неглавным. Вместе с тем в силу
āl, b̄ ∈ M(āk) и āk ∈ M(āl) типы tp(āl b̄/āk) и tp(āk/āl) являются глав-
ными. Тогда по лемме 1 тип tp(b̄/āl) также является главным вопреки

Известия Иркутского государственного университета.
2014. Т. 9. Серия «Математика». С. 118–133



О СУЩЕСТВОВАНИИ ПРЕДЕЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ 125

предположению. Полученное противоречие показывает, что модель M
является предельной над q.

Следствие 2. Если q — ≤RK-последовательность типов qn, n ∈ ω, и
(Mqn)n∈ω — элементарная цепь, никакая коконечная подцепь которой
не состоит из попарно изоморфных моделей, то Il(q) ≥ 1.

Доказательство. Пусть ān — реализации типов qn, для которых
Mqn = M(ān), n ∈ ω. Рассмотрим произвольную модель M(āk).
Так как никакая коконечная подцепь цепи (Mqn)n∈ω которой не состо-
ит из попарно изоморфных моделей, существует n > k с условиями
M(ān) � M(ān+1) и M(ān) �# M(ān+1). Тогда по предложению
2 тип tp(ān+1/ān) является неглавным. Взяв āl = ān, ām = ān+1

и b̄m = ān+1, получаем b̄m ∈ M(ām) и неглавный тип tp(b̄m/āl). По-
скольку k ∈ ω выбрано произвольно, по предложению 4 справедливо
соотношение Il(q) ≥ 1.

Лемма 2. [12; 13; 14]. Если кортеж ā изолирует кортеж b̄, но b̄ не
изолирует ā, то b̄ не полуизолирует ā.

Доказательство. Пусть ϕ(ā, ȳ) — главная формула типа tp(b̄/ā). Пред-
положим противное (т. е. b̄ полуизолирует ā) и возьмем формулу ψ(x̄, b̄),
свидетельствующую о полуизолированности ā над b̄. Поскольку тип
tp(ā/b̄) не является главным, существует формула χ(x̄, ȳ) такая, что
совместны формулы ϕ(x̄, b̄)∧ψ(x̄, b̄)∧χ(x̄, b̄) и ϕ(x̄, b̄)∧ψ(x̄, b̄)∧¬χ(x̄, b̄).
При этом обе формулы влекут тип tp(ā). Следовательно, имеют реше-
ния формулы ϕ(ā, ȳ)∧χ(ā, ȳ) и ϕ(ā, ȳ)∧¬χ(ā, ȳ). Последнее противоре-
чит тому, что формула ϕ(ā, ȳ) является главной.

Если p, q ∈ S(T ), то через SIp,q (в модели M) обозначается отноше-
ние полуизолированности (над ∅), связывающее множества реализаций
типов p и q:

SIp,q � {(ā, b̄) | M |= p(ā) ∧ q(b̄) и ā полуизолирует b̄}.
Аналогично обозначим через Ip,q (в моделиM) отношение изолиро-

ванности (над ∅), связывающее множества реализаций типов p и q:

Ip,q � {(ā, b̄) | M |= p(ā) ∧ q(b̄) и ā изолирует b̄}.
Теорема 2. Пусть q = (qn)n∈ω — ≤RK-последовательность типов
малой теории T . Следующие условия эквивалентны:

(1) существует предельная модель над последовательностью q;
(2) существует бесконечно много n ∈ ω таких, что

(Iqn,qn+1)
−1 �= Iqn+1,qn
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для некоторой (любой) модели M |= T , в которой реализуются все
типы из q;

(3) существует бесконечно много n ∈ ω таких, что для некоторой
(любой) модели M |= T , реализующей все типы из q, и некото-
рых реализаций ān и ān+1 (в M) типов qn и qn+1 соответственно
справедливо (ān+1, ān) ∈ Iqn+1,qn и (ān, ān+1) /∈ SIqn,qn+1; в частности,
(SIqn,qn+1)

−1 �= SIqn+1,qn.

Доказательство. Рассмотрим сначала условия (2) и (3) для некоторой
моделиM.

(1) ⇒ (2). Предположим, что теория T имеет предельную модель
M =

⋃
n∈ω

M(ān), где (M(ān))n∈ω — элементарная цепь и |= qn(ān), n ∈
ω. Допустим, что имеется лишь конечное число n ∈ ω, для которых
(Iqn,qn+1)

−1 �= Iqn+1,qn . Тогда найдëтся n0 ∈ ω с условием (Iqn,qn+1)
−1 =

Iqn+1,qn для всех n ≥ n0. В силу транзитивности полуизолированности
по лемме 2 справедливо (ān1 , ān2) ∈ Iqn1 ,qn2

) для любых n1, n2 ≥ n0.
Рассмотрим существующее по предложению 4 бесконечное множе-

ство номеров m ≥ n0, а также кортежи b̄m ∈M(ām), удовлетворяющие
следующему условию: для любого k ∈ ω существуют l,m ∈ ω, k < l <
m, такие, что tp(b̄m/āl) — неглавный тип. Для любых указанных l, m
типы tp(āl b̄m/ām) и tp(āl/ām) являются главными. В силу равенства
(Iqm,ql)

−1 = Iql,qm тип tp(ām/āl) также является главным. Тем самым
по лемме 1 тип tp(b̄m/āl) является главным вопреки предположению.
Полученное противоречие показывает, что при наличии лишь конеч-

ного числа соотношений (Iqn,qn+1)
−1 �= Iqn+1,qn модельM не может быть

предельной над q.
Импликация (2)⇒ (3) непосредственно вытекает из леммы 2.
(3) ⇒ (1). Предположим, что существует модель M |= T , реализу-

ющая все типы из q и такая, что имеется бесконечно много n ∈ ω с
реализациями ān и ān+1 (в моделиM) типов qn и qn+1 соответственно,
для которых (ān+1, ān) ∈ Iqn+1,qn и (ān, ān+1) /∈ SIqn,qn+1. Рассмотрим
элементарную цепь (M(ā′n))n∈ω, для которой |= qn(ā

′
n), n ∈ ω, и для всех

n из некоторого счëтного множества w, w ⊆ ω, выполняется (ā′n+1, ā
′
n) ∈

Iqn+1,qn и (ā′n, ā′n+1) /∈ SIqn,qn+1 . Взяв для k ∈ ω значение l > k из w,
m = l+1, и b̄m = ā′m, получаем b̄m ∈M(ā′m) и неглавный тип tp(b̄m/ā

′
l).

По предложению 4 теория T имеет предельную модель над q.
Равносильность указанного в пунктах (2) и (3) существования и все-

общности для моделей, реализующих тип qn+1, следует из того, что рас-
сматриваемые свойства сводятся к моделямMqn+1 , которые изоморфны
элементарным подмоделям любых моделей, реализующих qn+1.

С помощью теоремы 2 получаются критерии существования предель-
ных моделей над подпоследовательностями ≤RK-последовательностей.
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Следствие 3. Пусть q = (qn)n∈ω — ≤RK-последовательность типов
малой теории T . Следующие условия эквивалентны:

(1) существует предельная модель над некоторой подпоследова-
тельностью последовательности q;

(2) существует бесконечно много пар (mk, nk) ∈ ω2, mk < nk ≤
mk+1, k ∈ ω, таких, что

(
Iqmk

,qnk

)−1
�= Iqnk

,qmk
для некоторой (любой)

модели M |= T , реализующей все типы из q;
(3) существует бесконечно много пар (mk, nk) ∈ ω2, mk < nk ≤

mk+1, k ∈ ω, таких, что для некоторой (любой) модели M |= T ,
реализующей все типы из q, и для некоторых реализаций āmk

и ānk
(в

M) типов qn и qn+1 соответственно справедливо (ānk
, āmk

) ∈ Iqnk
,qmk

и (āmk
, ānk

) /∈ SIqmk
,qnk

; в частности,
(
SIqmk

,qnk

)−1
�= SIqnk

,qmk
.

Доказательство. (1) ⇒ (2). Предположим, что существует предель-
ная модель над подпоследовательностью q′ = (qnl

)l∈ω последователь-
ности q. По теореме 2 существует бесконечно много l ∈ ω таких, что(
Iqnl

,qnl+1

)−1 �= Iqnl+1
,qnl

для некоторой (любой) модели M |= T , ре-
ализующей все типы из q′. Взяв пары (nl, nl+1), получаем бесконечно
много искомых пар (mk, nk).
Импликации (2) ⇒ (3) и (3) ⇒ (1) вытекают непосредственно из

теоремы 2.

Замечание 1. В общем случае условия (1)–(3) теоремы 2 не равно-
сильны условиям (1)–(3) следствия 3.

Действительно, существуют малые теории с типами p, q, r ∈ S(∅),
для которых (Ip,q)

−1 = Iq,p, (Iq,r)−1 = Ir,q и найдутся реализации ā
и b̄ типов p и r соответственно такие, что (b̄, ā) ∈ Ir,p и (ā, b̄) /∈ SIp,r.
Рассмотрев ≤RK-последовательность q = p0, q0, r0, . . . , pn, qn, rn, . . ., где
каждая тройка (pn,qn,rn) обладает свойствами, описанными для (p,q,r),
получаем, что существует предельная модель над последовательностью
p0, r0, . . . , pn, rn, . . . и отсутствует предельная модель над q.
Следующее утверждение непосредственно вытекает из следствия 2.6

и является его уточнением.

Следствие 4. Пусть q = (qn)n∈ω — ≤RK-последовательность типов
малой теории T , q′ = (qnl

)l∈ω — подпоследовательность последова-
тельности q. Следующие условия эквивалентны:

(1) существует предельная модель над q′;

(2) существует бесконечно много l ∈ ω таких, что
(
Iqnl

,qnl+1

)−1 �=
Iqnl+1

,qnl
для некоторой (любой) моделиM |= T , реализующей все типы

из q′ (или, что равносильно, из q);
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(3) существует бесконечно много l ∈ ω таких, что для некото-
рой (любой) модели M |= T , реализующей все типы из q′ (или, что
равносильно, из q), и для некоторых реализаций ānl

и ānl+1
(в M)

типов qnl
и qnl+1

соответственно справедливо (ānl+1
, ānl

) ∈ Iqnl+1
,qnl

и (ānl
, ānl+1

) /∈ SIqnl
,qnl+1

; в частности,
(
SIqnl

,qnl+1

)−1 �= SIqnl+1
,qnl

.

3. О рангах Морли теорий, имеющих предельные модели
над типами

В этом разделе мы докажем, что если Il(p) ≥ 1, то MR(x ≈ x) ≥ ω.

Теорема 3. Любая теория с предельной моделью над типом имеет
бесконечный ранг Морли.

Доказательство. Для доказательства зафиксируем теорию T (без огра-
ничения общности ω-стабильную и, следовательно, малую), счëтную
насыщенную модель M теории T , (неглавный) тип p(x) ∈ S(T ) с усло-
вием Il(T, p) ≥ 1 и последовательность (θn(x))n∈ω окрестностей типа
p(x).
По теореме 1 отношения Ip и SIp несимметричны. Из следствия 1 и

теоремы компактности вытекает, что некоторой для формулы ϕ(x, y),
свидетельствующей о несимметричности Ip (и SIp), и для последова-
тельности элементов an цвета n, n ∈ ω, существует подпоследователь-
ность (ank

)k∈ω, для которой выполняется Xk ⊂ Xk+1, k ∈ ω, где Xk ⊂
ω — множество цветов (некоторых) реализаций формулы ϕ(x, ank

), k ∈
ω. Более того, множество Xω =

⋃
k∈ω

Xk цветов (некоторых) реализаций

формулы ϕ(x, a∞), где |= p(a∞), бесконечно. Заметим также, что коли-
чество цветов для реализаций формулы ϕ(x, a∞) бесконечно, так как
в противном случае, т. е. при наличии конечного множества Xω таких
цветов справедливо

ϕ(x, a∞) ∧ θ0(x) ∧
∧
n∈Xω

¬(θn(x) ∧ ¬θn+1(x)) � p(x),

а это противоречит тому, что формула ϕ(x, y) свидетельствует о несим-
метричности отношения SIp.
Поскольку каждая формула ϕ(x, a∞)∧ θn(x) неалгебраична, множе-

ство ϕ(M, a∞)∩ p(M) бесконечно. Это означает, что формула ϕ(x, a∞)
неалгебраична на множестве p(M) и выполняется следующая

Лемма 3. Ранг Морли формулы ϕ(x, a∞) на множестве p(M) больше
либо равен 1: MR(p(x) ∪ {ϕ(x, a∞)}) ≥ 1.
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Рассмотрим теперь формулы ϕ0(x, y) = (x ≈ y), ϕ1(x, y) = ϕ(x, y),
ϕm+1(x, y) = ∃z(ϕm(x, z) ∧ ϕ(z, y)), m ∈ ω \ {0}.
В силу транзитивности полуизолированности каждая из формул

ϕm(x, y), m ≥ 1, свидетельствует о несимметричности отношения SIp.
Поскольку теория T ω-стабильна и, следовательно, не имеет свой-

ства строгого порядка, каждая из формул ψm+1(x, y) = ϕm+1(x, y) ∧∧
i≤m

¬ϕi(x, y), m ∈ ω, совместна и свидетельствует о несимметричности
отношения SIp.
Действительно, по транзитивности полуизолированности достаточно

показать, что ψm+1(a∞,M) �= ∅ для всех m. Предположим напро-
тив, что ψm+1(a∞,M) = ∅ для некоторого m, т. е. ϕm+1(a∞, y) �
χ(a∞, y), где χ(x, y) =

∨
i≤m

ϕi(x, y). Тогда по предположению для лю-

бого b ∈ p(M), удовлетворяющего |= ϕ(a∞, b), получаем (b, a∞) �∈ SIp и
χ(b, y) � χ(a∞, y). Так как χ(x, y) свидетельствует о том, что b полуизо-
лирует все реализации формулы χ(b, y), |= χ(a∞, a∞) и (b, a∞) �∈ SIp, то
|= ∃y(χ(a∞, y)∧¬χ(b, y)). Поскольку элементы a∞ и b реализуют один и
тот же тип p, существует последовательность (cn)n∈ω реализаций типа
p такая, что χ(ci, y) � χ(cj , y) и |= ∃y(χ(cj , y)∧¬χ(ci, y)), i < j < ω. Это
противоречит отсутствию свойства строгого порядка в теории T .

Будем говорить, что копии ψm(x, ak,∞), |= p(ak,∞), k ∈ ω, формулы
ψm(x, a∞) свидетельствуют о том, что

MR(p(x) ∪ {ψm+1(x, a∞)}) ≥ m+ 1,

если |= ϕ(ak,∞, a∞) и для определимых множеств

Dm,k = ψm(M, ak,∞) ∧ ¬ψm(M, a∞),

k ∈ ω, каждое Dm,k содержит булеву комбинацию Zm,k некоторых мно-
жеств Dm,k′ так, что все Zm,k ∩ p(M) попарно не пересекаются и ранг
Морли для множества Zm,k ∩ p(M) больше либо равен m, k ∈ ω.
Очевидно, что если существуют копии ψm(x, ak,∞), свидетельствую-

щие о том, что

MR(p(x) ∪ {ψm+1(x, a∞)}) ≥ m+ 1,

то это неравенство действительно выполняется.

Лемма 4. Для любого m ∈ ω существуют копии ψm(x, ak,∞) формулы
ψm(x, a∞), свидетельствующие о том, что

MR(p(x) ∪ {ψm+1(x, a∞)}) ≥ m+ 1.

Доказательство. Проводится индукцией по m. Лемма 3 устанавливает
базис индукции. Теперь предположим, что MR(p(x)∪{ψm(x, a∞)}) ≥ m
и об этом свидетельствуют некоторые множества Dm−1,k и Zm−1,k.



130 С. В. СУДОПЛАТОВ

Заметим, что любые два элемента из ψ1(M, a∞)∩p(M) связаны a∞-
автоморфизмом. Действительно, если b, c ∈ ψ1(M, a∞)∩p(M), то в силу
b, c ∈ p(M) существует автоморфизм f с условием f(b) = c. Поскольку
ϕ(c, y) является атомом над c и |= ϕ(c, a∞) ∧ ϕ(c, f(a∞)), существует c-
автоморфизм g такой, что g(f(a∞)) = a∞. Следовательно, f ◦g является
a∞-автоморфизмом, переводящим b в c.
В силу того, что любые два элемента из ψ1(M, a∞) ∩ p(M) связаны

a∞-автоморфизмом, существует n0 ∈ ω такой, что для любых элемен-
тов an ∈ ψ1(M, a∞) цвета n ≥ n0 формула ψm+1(x, a∞) ∧ ψm(x, an)
совместна.
Действительно, в противном случае по теореме компактности су-

ществует реализация d типа p, для которой d ∈ ψ1(M, a∞) и форму-
ла ψm+1(x, a∞) ∧ ψm(x, d) несовместна. Вместе с тем, по определению
формулы ψm+1 существует реализация d′ типа p, для которой d′ ∈
ψ1(M, a∞) и формула ψm+1(x, a∞)∧ψm(x, d′) совместна. Таким образом
мы приходим к противоречию, поскольку d и d′ не могут быть связаны
a∞-автоморфизмом.
По следствию 1 существует функция f : ω → ω такая, что каждое

множество ψm(M, an) содержит лишь элементы, имеющие цвета
≤ f(n). Тогда множество ψm+1(M, a∞) разбивается на бесконечно
много частей множествами ψm(M, an)∧

∧
i≤m

¬ϕi(M, a∞) и, следова-

тельно, ψm+1(M, a∞) ∩ p(M) разбивается на бесконечно много частей
множествами ⎛⎝ψm(M, an,∞) ∧

∧
i≤m

¬ϕi(M, a∞)

⎞⎠ ∩ p(M),

где an,∞ ∈ ψ1(M, a∞) ∩ p(M), n ∈ ω. Более того, так как

MR(ψm(x, a∞) � p(M)) ≥ m,

мы можем аппроксимировать это свойство, используя ψm(x, an) следую-
щим образом. Существует функция g: ω → ω такая, что для любого n ∈
ω каждое множество ψm(M, an′), n′ ≥ g(n), (состоящее из элементов,
имеющих цвета ≤ f(n′)) разбивается непустыми определимыми мно-
жествами Zδ, являющимися булевыми комбинациями некоторых копий
ψk(x, an), k < m, δ ∈ n≤m, Zδi ⊆ Zδ, Zδi ∩Zδj = ∅ при i �= j. Эти булевы
комбинации могут быть выбраны единообразно, зависеть лишь от δ и
параметров an и не зависеть от конструкции формул относительно n′.
Теперь при n′ →∞, рассматривая копии множеств Zδ с элементами

из непересекающихся неограниченных в совокупности множеств конеч-
ных цветов и с условием Zδi ⊂ Zδ для неограниченного количества
значений i, в силу теоремы компактности находим бесконечное число
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копий для ψm(M, an,∞) ∩ p(M) с параметрами из ψ1(M, a∞) ∩ p(M).
Это свидетельствует о том, что MR(ψm+1(x, a∞) � p(M)) ≥ m+ 1.

Теорема 3 вытекает непосредственно из леммы 4.

Замечание 2. Доказательство теоремы 3 показывает, что бесконеч-
ный ранг Морли имеет ограничение теории T на сигнатуру формулы
ϕ(x, y).
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S. V. Sudoplatov

On Existence of Limit Models over Sequences of Types

Abstract. We consider limit models, i.e., countable models representable as unions of
elementary chains of prime models over finite sets, but not isomorphic to any prime model
over a finite set. Any countable model of small theory (i.e., of theory with countably many
types) is either prime over a tuple or limit. Moreover, any limit model is either limit over
a type, i.e., can be represented as a union of elementary chain of pairwise isomorphic
prime models over realizations of some fixed type, or limit over a sequence of pairwise
distinct types, over which prime models are not isomorphic.

In the paper, we characterize the property of existence of limit model over a sequence
of types in terms of relations of isolation and semi-isolation: it is shown that there is a
limit model over a sequence of types if and only if there are infinitely many non-symmetric
transitions between types with respect to relation of isolation, or, that is equivalent, with
respect to relation of semi-isolation. These criteria generalize the related criteria for limit
models over a type. We characterize, in terms of relations of isolation and semi-isolation,
the condition of existence of a limit model over a subsequence of a given sequence of
types. We prove that if a theory has a limit model over a type then the Morley rank of
this theory is infinite. Moreover, some restriction of the theory to some finite language
has infinite Morley rank. That estimation is precise: there is an ω-stable theory with a
limit model over a type and having Morley rank ω.

Keywords: limit model, sequence of types, Morley rank.
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