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Аннотация. Строятся главные по Канторовичу решения нелинейных операторно-
интегральных уравнений Вольтерра. Сходимость последовательных приближений
устанавливается с помощью исследования мажорантных интегральных и алгебраи-
ческих уравнений. Даны оценки решений и интервалов, на правых концах которых
решения могут иметь blow-up пределы.
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1. Введение

Введем нелинейный непрерывный оператор

Φ(ω1, . . . , ωn, u, t) : E1 × · · · × E1 × R1 → E2

от n + 1 переменных ω1, . . . , ωn, u, являющихся абстрактными непре-
рывными функциями вещественного переменного t со значениями в
E1. Здесь E1, E2 – банаховы пространства, Φ(0, . . . , 0, u0, 0) = 0. Пусть
Ki : R1 × . . .R1︸ ︷︷ ︸

i+1

×E1 × · · · × E1︸ ︷︷ ︸
i

→ E2 – нелинейные непрерывные опе-

раторы, зависящие от вектор-функции u(s) = (u(s1), . . . , u(sn)) и веще-
ственных переменных t, s1, . . . sn. Положим

ωi(t) =
∫ t

0
· · ·
∫ t

0
Ki(t, s1, . . . , si, u(s1), . . . , u(si))ds1 . . . dsi, i = 1, n

∗ Работа выполнена в рамках ФЦПК «Кадры» П696 от 30 мая 2010 г., также
частично поддержана РФФИ, грант№ 09–01–00377.
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и рассмотрим при t ∈ [0, T ) операторно-интегральное уравнение

F (u, t) ≡ Φ
( t∫

0

K1(t, s, u(s))ds,
t∫

0

t∫
0

K2(t, s, s1, s2, u(s1), u(s2))ds1ds2, . . .

. . .

t∫
0

· · ·
t∫

0

Kn(t, s1, . . . sn, u(s1), . . . u(sn))ds1 . . . dsn, u(t), t
)

= 0. (1)

Искомая абстрактная непрерывная функция u(t) принимает значения
в E1. Требуется найти непрерывные решения u(t)→ u0 при t→ 0. При
E1 = E2 = R1 уравнение (1) в ряде случаев рассматривалось многими
авторами (см., например, [1, 9]). В общем случае банаховых пространств
E1, E2 уравнение (1), по-видимому, ранее не изучалось.

Популярным конструктивным методом в теоретических и приклад-
ных исследованиях является метод мажорант. Л.В. Канторович в рабо-
те [6] при исследовании функциональных уравнений в BK-пространст-
вах придал классическому методу мажорант абстрактную форму, что
сделало едиными и прозрачными основные этапы его методологии. В
своей монографии ([5], c. 467) он особо выделил роль главных решений
нелинейных уравнений и соответствующих им мажорант. Главные ре-
шения единственны согласно их определению и могут быть построены
последовательными приближениями из эквивалентного уравнения (4),
начиная с нулевого приближения. Главное непрерывное решение u+(t)
в точках интервала [0, T ) удовлетворяет оценке ||u+(t)|| ≤ z(t), где z(t)
– суть непрерывное положительное решение мажорантного интеграль-
ного уравнения Вольтерра вида

z(t) = f

(∫ t

0
γ(z(s))ds

)
, z(t) ∈ C+

[0,T ). (2)

Здесь и далее f и γ монотонно возрастающие непрерывные функции.
Если уравнению (1) при t ∈ [0, T ) удовлетворяет элемент u0, то u0 и
будет главным решением. Далее этот тривиальный случай исключает-
ся. При продолжении нетривиального главного решения u+(t) правее
границы T интервала [0, T ), на котором последовательные приближе-
ния сходятся, решение u+(t) может уйти в ∞ или разветвиться (см.
[7], п. 37). Возможен конечно случай, когда оператор F удовлетворяет
условию Липшица при любых u и главное решение продолжаемо на
весь интервал [0,∞). Если условие Липшица не выполнено, то кроме
главного решения уравнение типа (1) может иметь сколь угодно много
других непрерывных решений, пересекающих главное решение.

Пример 1.

u(t) = p

∫ t

0
u

p
p−1 (s), 1 < p <∞
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Здесь u1(t) = 0 – главное решение. Другие непрерывные решения:
u2(t) = tp,

uc(t) =
{

0, −∞ ≤ t ≤ c
(t− c)p, c ≤ t <∞.

Главное решение u+(t) = 0 этого примера является особым решением
соответствующей задачи Коши u̇ = pu

p
p−1 , u(0) = 0.

Цель этой заметки – построение главных решений уравнения (1) на
максимальном интервале [0, T ). Статья состоит из двух частей, иллю-
стративных примеров и заключения.

В п. 2 для уравнения (1) получена теорема существования глав-
ного решения u(t) → u0 при t → 0 с оценкой нормы ||u(t)||E1 при
t ∈ [0, T ). Указан способ построения приближений un(t) и интервал
[0, T ) их точечной сходимости при ∀u0(t), если ||u0(t)||E1 ≤ z+(t), где
z+(t) – главное неотрицательное решение соответствующего мажорант-
ного интегрального уравнения (2). Приведены достаточные условия,
когда lim

t→T
z+(t) = ∞ (или lim

t→T
dz+(t)
dt = +∞), т.е. главное решение ма-

жорантного уравнения (или его производная) имеет blow-up предел
(уходит в ∞ за конечное время T). При выполнении этих условий ис-
комое решение u(t) уравнения (1), вообще говоря, может за конечное
время T ′ ≥ T тоже уйти в ∞ (или разветвиться).

В п. 3 показано, как при построении главного решения уравнения
(1) надо строить и использовать мажорантные алгебраические системы
вида {

r = R(r, t),
1 = R′r(r, t),

(3)

в которых R(0, 0) = 0, R′r(0, 0) = 0, R(r, t) – выпуклая функция относи-
тельно r. Алгебраические мажорантные системы (3) в монографии ([3],
гл. 5) названы мажорантами А. М. Ляпунова. Они и более общие алгеб-
раические мажоранты использовались в [3] в задачах механики и в ([10],
с.198–216) при построении неявных функций в BK –пространствах. От-
метим, что алгебраические мажорантные системы имеют единственное
положительное решение r∗, T ∗. Это позволяет определить гарантиро-
ванный интервал [0, T ∗], на котором уравнение (1) имеет главное ре-
шение u(t) → 0 при t → 0 и радиус шара S(0, r∗) в пространстве
CE1

[0,T ∗], в котором строится главное решение равномерно сходящимися
последовательными приближениями.
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2. Интегральные мажоранты в построении решения
уравнения (1)

Введем эквивалентное (1) уравнение

u = L(u), (4)

где L(u) = A−1(Au − F (u, t)), A – непрерывно обратимый оператор,
действующий из E1 в E2. Если оператор F имеет производную Фреше
Fu(0, 0) и она обратима, то можно положить A = Fu(0, 0).

Определение 1. Если приближения un(t) = L(un−1), u0 = 0 при
t ∈ [0, T ∗) сходятся к решению u+(t) уравнения (4), то функцию u+(t)
назовем главным по Канторовичу решением уравнения (1).

Напомним, что в монографии Л.В.Канторовича ( [5], с. 467) имен-
но таким образом введен термин «главное решение функционального
уравнения». Далее под решением будем понимать главное.

Рассмотрим оператор F (u, t)−Au, как действующий из полного про-
странства CE1

[0,T ] в полное пространствo CE2

[0,T ]. Получим в нормах про-
странств E1, E2 оценку:
А) ||F (u, t)−Au||E2 ≤ f(

∫ t
0 γ(||u(s)||E1))ds), t ∈ [0, T ).

Пусть в неравенстве А) и далее выполнено предположение:
B) γ, f – непрерывно-монотонные возрастающие выпуклые функции
соответственно на отрезках [0, z′] и [γ(0), γ(z′)], z ≤ ∞;
C) при t ∈ [0, T ) существует в конусе C+

[0,T ) функция z′(t), такая, что

z′(t) ≥ f
(∫ t

0
γ(z′(s))ds

)
. (5)

Замечание 1. В леммах 2 и 3 будет дан способ определения границы
T такой, что при t ∈ [0, T ) условие C) выполняется.

В силу условия A) f(γ(0)t) ≥ 0. Поэтому нуль является нижним
решением мажорантного интегрального уравнения (2), а z′(t) – верхним
решением в конусе C+

[0,T ). Предполагая выполненными условия С) и В)

введем последовательность zn(t) = f

(∫ t
0 γ(zn−1(s))ds

)
, z0 = 0. Тогда,

на основании теоремы 2.11 Канторовича ([5], c. 464) при ∀n, t ∈ [0, T )
справедливы неравенствa

0 = z0(t) ≤ z1(t) ≤ · · · ≤ zn(t) ≤ z′(t).

Поэтому существует предел lim
n→∞

zn(t) = z+(t). В силу непрерывности
функций γ, f и теоремы Лебега (см., например, [8], c.39) существует
предел

lim
n→∞

f

(∫ t

0
γ(zn(s))ds

)
= f

(∫ t

0
γ(z+(s))ds

)
.

iZV2011-1.tex; 14/03/2011; 9:59; p.100



МЕТОД МАЖОРАНТ В ТЕОРИИ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА 101

Таким образом, функция z+(t) оказывается на интервале [0, T ) непре-
рывной и является главным решением мажорантного интегрального
уравнения (2). Приближение zn(t) в точках интервала [0, T ) сходятся
к z+(t), z+(t) ∈ C+

[0,T ).

Перейдем к построению решения u+(t) уравнения (1) последователь-
ными приближениями. Пусть наряду с условиями A), B) и C) выпол-
нено неравенство

D) ||F (u+∆u, t)−F (u, t)−Au||E2 ≤ f
(∫ t

0 γ(||u(s)||E1 + ||∆u(s)||E1)ds
)
−

f(
∫ t
0 γ(||u(s)||E1)ds).

При условии дифференцируемости по Фреше операторов

F (u, t), f
( t∫

0

γ(z(s))ds
)

проверку неравенства D) можно заменить на проверку условия Е) (см.
ниже). Действительно, пусть указанные производные Фреше существу-
ют и непрерывны при t ∈ [0, T ) по норме линейных ограниченных
операторов, соответственно в пространствах L(E1 → E2) и L(C+

[0,T ) →
C+

[0,T )). При этом мы предположим, что функции f, γ имеют непре-
рывные монотонно возрастающие производные и дифференциал Фреше
оператора f определяется формулой

f ′z

( t∫
0

γ(z(s)ds
)
h ≡ f ′γ

( t∫
0

γ(z(s)ds
) t∫

0

γ′z(z(s))h(s)ds

при ∀h(s) ∈ C+
[0,T ].

Пусть в дополнение к условиям А) и В) при любых V (t) ∈ CE1

[0,T )
выполнено неравенство

Е) ||(Fu(u, t) − A)V ||E2 ≤ f ′z

(
t∫

0
γ(||u(s)||E1ds

)
||V ||E1 , ||V ||E1 ∈ C+

[0,T ).

Тогда имеет место

Лемма 1. Пусть выполнено неравенство Е) и производные f ′γ , γ′z мо-
нотонно возрастают. Тогда неравенство D) выполняется.

Доказательство. Используя формулу Лагранжа конечных прираще-
ний ([7], с. 367) и условия леммы 1, получим неравенство

||F (u+ ∆u, t)− F (u, t)−A∆u||E2 =

= ||
∫ 1

0
(Fu(u+ Θ∆u, t)−A)dΘ∆u||E2 ≤

∫ 1

0
f ′γ

(∫ t

0
γ

(
||u(s)||E1+
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+Θ||∆u(s)||E1

)
ds

)∫ t

0
γ′
(
||∆u(s)||E1 + Θ||∆u(s)||E1

)
||u(s)||E1dsdΘ =

= f(
∫ t

0
γ(||u(s)||E1 + ||∆u(s)||E1)ds)− f(

∫ t

0
γ(||u(s)||E1)ds).

Построим приближения un(t) = L(un−1), u0 = 0 к решению u+(t).
Повторяя этапы доказательства теоремы 2.22 ([5], c. 466) установим
оценки ||un+p(t) − un(t)||E1 ≤ zn+p(t) − zn(t) при t ∈ [0, T ), где zn(t) =
f(
∫ t

0 γ(zn−1(s))ds), zn(t) ∈ C+
[0,T ), un(t) ∈ CE1

[0,T ), u0 = 0, z0 = 0.
Подобные оценки в другой ситуации проводились нами при исследо-

вании неявных отображений методом выпуклых мажорант (см. [10], гл.
4, п. 3).

В силу А), В), С) по выше доказанному существует предел
lim
n→∞

zn(t) = z+(t) при ∀t ∈ [0, T ), т. е. zn(t) – фундаментальная после-
довательность в каждой точке t ∈ [0, T ). Поэтому последовательность
абстрактных функций un(t) со значениями в банаховом пространстве
E1 при каждом t ∈ [0, T ) сходится по норме пространства E1 к функции
u+(t). В силу непрерывности оператора L(u) справедливо тождество
u+(t) = L(u+), то есть u+(t) удовлетворяет уравнению (1) и является
элементом пространства CE1

[0,T ).

Из изложенного вытекает

Теорема 1. Пусть при t ∈ [0, T ) выполнены условия A), B), C), D).
Тогда уравнение (1) в пространстве CE1

[0,T ) имеет главное решение u+(t).
Более того, ||u+(t)||E1 ≤ z+(t), где z+(t) – главное решение мажорант-
ного уравнения (2), приближения un(t) = L(un−1), u0 = 0 сходятся
к u+(t) по норме пространства E1 при ∀t ∈ [0, T+), приближения
zn(t) = f(

∫ t
0 γ(zn−1(s))ds), z0 = 0 сходятся к z+(t).

В теореме 1 не указана величина интервала [0, T+). Для определения
T+ сведем мажорантное интегральное уравнение (2) к задаче Коши для
ДУ с разделяющимися переменными. С этой целью введем дифферен-

цируемую функцию ω(t) =
t∫

0
γ(z(s))ds. Тогда dω(t)

dt = γ(z(t)), ω(0) = 0,

где z(t) = f(ω(t)). Поэтому эквивалентная уравнению (2) задача Коши
имеет вид {

dω
dt = γ(f(ω(t))),
ω(0) = 0.

(2′)

Леммы 2 и 3 дают оценку интервала [0, T+), на котором задача Ко-
ши (2′) в пространстве C+

[0,T+) имеет единственное решение ω+(t) и

приближения ωn(t) =
t∫

0
γ(f(ωn−1(s)))ds, ω0 = 0 к нему сходятся.
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Лемма 2. Пусть γ(f(ω)) – непрерывная, строго положительная и

монотонно возрастающая функция. Пусть существует lim
ω→∞

ω∫
0

dω
γ(f(ω)) =

T+. Тогда задача (2′) в конусе C+
[0,T+] имеет монотонно возрастающее

решение ω+(t). При этом приближения ωn(t) =
t∫

0
ω(f(ωn−1(s)))ds, ω0 =

0 сходятся к ω+(t), lim
t→T+

ω+(t) =∞.

Доказательство. Разделяя переменные в (2′) задачу Коши сведем к
поиску положительной монотонно возрастающей ветви неявной функ-

ции ω = ω(t), ω(0) = 0 из уравнения Φ(ω) = t, где Φ(ω) =
ω∫
0

dω
γ(f(ω)) .

Если γ(f(ω)) – рациональная дробь, то первообразная Φ(ω) строится в
явном виде через логарифмы, арктангенсы и рациональные функции
(см. [4], c. 344). Отметим, что в условиях леммы 1 функция Φ(ω) непре-
рывна и монотонно возрастает на полуоси [0,∞), т.к. Φ′ = 1

γ(f(ω)) > 0,
lim
ω→0

Φ(ω) = 0, lim
ω→∞

Φ(ω) = T+. Поэтому отображение Φ : [0,∞) →
[0, T+) является биективным, уравнение Φ(ω) = t при 0 ≤ t < T+

определяет однозначно функцию ω+(t), удовлетворяющую, очевидно,
и интегральному уравнению

ω(t) =
t∫

0

γ(f(ω(s)))ds.

В силу монотонного возрастания функций f и γ приближения ωn(t) =∫ t
0 γ(f(ωn−1(s)))ds, ω0 = 0 при t ∈ [0, T+) сходятся к ω+(t).

Если γ(f(ω)) – рациональная дробь, то в ряде случаев решение ω+(t)
можно построить в явном виде, в сложных случаях привлекая средства
компьютерной алгебры (см. [1]).
Замечание 2. Зная ω+(t) по формуле z+(t) = f(ω+(t)) найдем реше-
ние мажорантного интегрального уравнения (2). Отметим, что в усло-

виях леммы 2 приближения zn = f(
t∫

0
γ(zn−1(s)ds)), z0 = 0 сходятся при

t ∈ [0, T+) к решению z+(t).

Замечание 3. Если в условиях леммы 2 lim
ω→∞

ω∫
0

dω
γ(f(ω)) =∞, то реше-

ние z+(t) продолжается на всю полуось [0,∞).
Этот результат вытекает и из теоремы 2.7 ([2], с.148).
Например, пусть выполнено неравенство

||F (u, t)−Au||E2 ≤ a
t∫

0

||u(s)||ds+ b, a > 0, b > 0,
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при ∀u, 0 ≤ t < ∞. Тогда мажорантное интегральное уравнение (2)

будет линейным вида z(t) = a
t∫

0
z(s)ds+b и имеет единственное решение

z(t) = beat, 0 ≤ t < ∞. Заметим, что в этом случае γ(f(ω)) = aω + b

lim
ω→∞

ω∫
0

dω
aω+b =∞. Если при этом

||F (u+ ∆u, t)− F (u, t)−A∆u||E2 ≤ a
t∫
a

||∆u(s)||E1ds,

то условия теоремы 1 выполняются на полуоси 0 ≤ t < ∞ и урав-
нение (1) будет иметь решение u+(t) в пространстве CE1

[0,∞). При этом
||u+(t)||E1 ≤ beat. Из этого результата, разумеется, не следует, что в
области ||u(t)||E1 ≥ beat уравнение (1) не имеет других решений.

Лемма 3. Пусть суперпозиция γ(f(ω)) непрерывна и строго положи-
тельна при 0 ≤ ω ≤ ω∗. Пусть существуют пределы lim

ω→ω∗
γ(f(ω)) =

∞, lim
ω→ω∗

ω∫
0

dω
γ(f(ω)) = T+. Тогда задача Коши (2′) при t ∈ [0, T+] имеет

в конусе C+
[0,T+) непрерывное монотонно возрастающее решение ω+(t),

причем lim
t→T+

dω+

dt = ∞, приближения ωn(t) =
∫ t
0 γ(fωn−1(s))ds, ω0 = 0

сходятся при 0 ≤ t ≤ T+ к решению ω+(t).

Доказательство леммы 3 вытекает из биективности отображения Φ :
[0, ω∗]→ [0,Φ(ω∗)] при Φ(ω) =

∫ ω
0

dω
γ(f(ω)) , Φ(ω∗) = T+.

Замечание 4. В условиях леммы 3 точка T+ является blow-up пре-
делом производной решения z+(t) мажорантного уравнения (2).

3. Алгебраические мажоранты в построении главного
решения уравнения (1)

Пусть теперь в уравнении (1) u0 = 0, т.е. Φ(0, . . . , 0) = 0. Требуется
построить непрерывное решение u+(t) последовательными приближе-
ниями un(t) = L(un−1) на замкнутом интервале [0, T+]. В пространстве
CE1

[0,T+] введем норму ||u|| = max
0≤t≤T+

||u(t)||E1 . Будем предполагать, что

оператор F дифференцируем по u в смысле Фреше. Пусть при 0 ≤ t ≤
T, где T ≥ T+ и u ∈ S(0, r) ⊂ E1, выполнены неравенства:
A′) ||F (u, t)−Au||E2 ≤ f(r, t),
E′) ||F ′u(u, t)−A||E2 ≤ f ′r(r, t).
G) Пусть функции f(r, t), f ′r(r, t) положительны при r > 0, t > 0 и

iZV2011-1.tex; 14/03/2011; 9:59; p.104



МЕТОД МАЖОРАНТ В ТЕОРИИ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА 105

монотонно возрастают, f(0, 0) = 0, f ′r(0, 0) ∈ [0, 1), функция f(r, t) вы-
пуклая по r.

Тогда алгебраическое уравнение r = ||A−1||f(r, t) согласно определе-
нию 5.1 из монографии [3], стр. 205. будет мажорантой Ляпунова для
оператора L(u).

В силу монотонного возрастания функций f(r, t), fr(r, t) и выпукло-
сти f(r, t) система {

r = ||A−1||f(r, t),
1 = ||A−1||f ′r(r, t)

имеет единственное положительное решение r+, T+ ( см. [3], c. 218).
Более того, уравнение r = ||A−1||f(r, t) при 0 ≤ t ≤ T+ определяет
единственным образом монотонно возрастающее решение r∗ = r(t), при-
ближения rn(t) = ||A−1||f(rn−1(t), t), r0 = 0, при 0 ≤ t ≤ T+ сходятся
к функции r(t). Соответственные приближения rn = ||A−1||f(rn−1, T

+),
r0 = 0, сходятся к r+. Функция r(t) является главным решением мажо-
рантного уравнения А.М.Ляпунова. На основании леммы 5.1 ([3], стр.
206), eсли ||ui(t)||E1 ≤ ri, i = 1, 2, ||u2(t) − u1(t)|| ≤ r2 − r1, то при
0 ≤ t ≤ T+

||L(u2)− L(u1)||E1 ≤ ||A−1||(f(r2, t)− f(r1, t)).

Наряду с приближениями rn(t) решения мажоранты Ляпунова, введем
приближения un(t) = L(un−1), u0 = 0 главного решения уравнения
(1). При произвольных k и l ≥ k в силу условий A′), E′) и верхнего
неравенства, придем к оценке ||ul(t)−uk(t)||E1 ≤ rl(t)−rk(t) ≤ rl(T+)−
rk(T+). Т. к. rl(T+) монотонно возрастающая последовательность и
lim
l→∞

rl(T+) = r+, то ||ul(t)−uk(t)||E1 ≤ ε при l, k ≥ N(ε) если t ∈ [0, T+].

Следовательно, ||ul(t) − uk(t)||E1 ≤ ε при l, k ≥ N(ε). Поэтому в силу
полноты пространства CE1

[0,T+] существует предел lim
l→∞

ul(t) = u+(t). Бо-

лее того, u+(t) непрерывна по t, а приближения un(t) = L(un−1), u0 = 0
сходятся на отрезке [0, T+] равномерно по t. Из изложенного вытекает

Теорема 2. Пусть Φ(0, . . . , 0) = 0, выполнены неравенства A′), E′)
при t ∈ [0, T+], пара r+ > 0, T+ > 0 удовлетворяет алгебраической
системе {

r = ||A−1||f(r, t),
1 = ||A−1||f ′r(r, t),

где функция f(r, t) удовлетворяет условиюG). Тогда на отрезке [0, T+]
уравнение (1) имеет непрерывное решение u+(t) в пространстве CE1

[0,T+].

Более того, приближения un(t) = L(un−1) сходятся равномерно по t,
max

0≤t≤T+
||u+(t)|| ≤ r+.
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Пример 2. {
∂2u(x,t)
∂x2 +

∫ t
0 sin(t− τ + x)u2(x, τ)dτ = t,

u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=1

= 0, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0.

Требуется построить классическое решение u → 0 при t → 0. Здесь

E1 =
◦ (2)

C [0,1] – пространство дважды дифференцируемых по x функций,
обращающихся в нуль на концах интервала [0, 1], E2 = C[0,1]. Au =
∂2u
∂x2,

оператор A ∈ L(E1 → E2) имеет ограниченный обратный A−1 =
1∫
0
G(x, s)[·]ds, где

G(x, s) =
{
x(s− 1), 0 ≤ x ≤ s ≤ 1,
s(x− 1), s ≤ x ≤ 1,

||A−1||L(E1→E2) ≤ 1.

Согласно теореме 1 соответствующее мажорантное интегральное ура-
внение (2) имеет вид z(t) =

∫ t
0 z

2(s)ds + t, откуда функция z+(t) = tgt
при 0 ≤ t < π

2 будет главным решением мажорантного интегрального
уравнения. π

2 является точкой, в которой имеет место blow-up пре-
дел решения z+(t). Краевая задача на основании Теоремы 1 имеет в
пространстве CE1

[0,π
2

) решение u+(x, t), причем при 0 ≤ t < π
2

max
0≤x≤1

(∣∣∣∣∂iu+(x, t)
∂xi

∣∣∣∣, i = 0, 1, 2
)
≤ tg t.

С другой стороны, следуя теореме 2, составим мажорантное алгебра-
ическое уравнение r = tr2 + t. Функция r+ = 1−

√
1−4t2

2t при t ∈ [0, 0.5]
является главным решением мажорантного алгебраического уравнения.
Согласно теореме 2 построим систему{

r = tr2 + t
1 = 2tr

имеющую одно положительное решение T+ = 0.5, r+ = 1. Поэтому
согласно теореме 2 получим гарантированный интервал по t существо-
вания решения u+(x, t) краевой задачи c оценкой нормы решения u+

вида

max
x∈[0,1], t∈[0,0.5]

{∣∣∣∣∂iu+(x, t)
∂xi

∣∣∣∣, i = 0, 1, 2
}
≤ 1, ||u+||E1 ≤ r+(t), t ∈ [0, 0.5]

Так как 0.5 < π/2, то в этом примере интегральная мажоранта дала
более тонкую оценку решения u+, чем алгебраическая.
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В заключение отметим, что рассматривая уравнение (1) в BK про-
странствах и вводя абстрактные нормы в смысле Канторовича, можно
получить более тонкие системы мажорантных интегральных и алгеб-
раических уравнений. Такие мажоранты будут полнее характеризовать
решение уравнения (1). С помощью мажорантных алгебраических урав-
нений можно исследовать решения n-мерных интегральных уравнений
Вольтерра вида (1), т.е. при t ∈ Rn, n ≥ 2. Мажорантные уравнения
должны строиться в банаховых пространствах, допускающих частич-
ную упорядоченность. Алгебраические мажоранты, вообще говоря, да-
ют более грубые оценки, чем интегральные мажоранты, но их проще
строить и исследовать. Так как решение мажорантного интегрального
уравнения имеет blow-up предел, то при численном решении таких за-
дач в окрестности точек, где имеет место blow-up предел, целесообразно
использовать адаптивные сетки.
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Abstract. The authors have constructed the main solutions of nonlinear operator-
integral equations of Volterra in sense of Kantorovich. Convergence of the successive
approximations is established through studies of majorants of integral and algebraic
equations. Estimates are given for the solutions and for the intervals on which right
margin the solution has the blow-up limit or start branching.

Keywords: majorants, Volterra operator-integral equations, blow-up limit, succes-
sive approximations.
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