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Аннотация. Предложен метод построения параметрических семейств непрерыв-
ных решений интегральных уравнений Вольтерра первого рода, возникающих в
теории развивающихся систем. Ядра уравнений допускают разрывы первого рода.
Построено характеристическое алгебраическое уравнение. Аналитически и численно
изучается регулярный случай, когда характеристическое уравнение не имеет нату-
ральных корней и решение интегрального уравнения единственное. В нерегулярном
случае характеристическое уравнение имеет натуральные корни, а решение рас-
сматриваемого интегрального уравнения содержит произвольные постоянные. До-
казаны теоремы существования решений и строится их асимптотика. Теоретические
результаты иллюстрируются численными расчетами.
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1. Введение

Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра I рода

t∫
0

K(t, s)x(s)ds = f(t), 0 ≤ t ≤ T, f(0) = 0. (1.1)
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Ядро K(t, s) имеет в области 0 ≤ s ≤ t ≤ T разрывы первого рода на
кривых s = αi(t), i = 1, n− 1, т. е.

K(t, s) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
K1(t, s), 0 ≤ s < α1(t),
K2(t, s), α1(t) ≤ s < α2(t),
. . . . . . . . . . . .

Kn(t, s), αn−1(t) ≤ s < t,

где α0(t) ≡ 0 < α1(t) < · · · < αn−1(t) < αn(t) = t. Функции Ki(t, s), f(t),
αi(t) имеют непрерывные производные по t при 0 ≤ t ≤ T,Kn(t, t) �= 0.
Функции α1(t), . . . , αn−1(t) возрастают в малой окрестности 0 ≤ t ≤ τ,
αi(0) = 0. В работе предполагается, что кривые s = αi(t) делят тре-
угольную область 0 ≤ s ≤ t ≤ T на n непересекающихся областей Di =
{s, t;αi−1(t) ≤ s < αi(t)}, i = 1, n, α0(t) = 0, αn(t) = t, являющихся
секторами с вершинами в нуле в плоскости s, t.
Требуется построить непрерывное решение x(t) ∈ C(0,T ], имеющее

предел (возможно, бесконечный) при t→ +0.
Теория и численные методы решения уравнения (1.1) при Ki(t, s) ≡

0, i = 1, n− 1, подробно исследованы в монографии А. С. Апарцина [1]
и в диссертации Е. В. Марковой [4]. Численные методы решения такого
уравнения рассматривались также в работе H. Brunner [10].
Уравнения первого рода играют важную роль в теории обратных и

некорректных задач, созданной в трудах А. Н. Тихонова, М. М. Лав-
рентьева, В. К. Иванова и их учеников.
Интегральные уравнения с разрывными ядрами представляют теоре-

тический интерес и возникают во многих физических и биологических
моделях. Например, некоторые интегральные модели прикладной ма-
тематики (см., например, [1, 5, 12]) можно трактовать как уравнения
Вольтерра с кусочно-непрерывными ядрами. Первые результаты в об-
ласти интегральных уравнений с разрывными ядрами были получены
G. C. Evans в начале XX века. А именно, в работе [11] доказана теоре-
ма существования единственного непрерывного решения интегрального
уравнения Вольтерра II рода с разрывным ядром и при определен-
ных условиях методом мажорант обоснована сходимость метода после-
довательных приближений. Результаты в спектральной теории клас-
сов интегральных операторов с разрывным ядром получены в работах
А. П. Хромова [8]. Асимптотические приближения решений интеграль-
ных уравнений Вольтерра I рода с аналитическим ядром K(t, s) иссле-
довал Н. А. Магницкий (см., например, работу [3]). В отличие от рабо-
ты [3] дифференцирование уравнения (1.1) приводит не к интегральным
уравнениям Вольтерра II (III) рода, а к интегро-функциональным урав-
нениям. Поэтому рассмотрение этого класса уравнений типа Вольтерра
требует специальных исследований.
Статья организована следующим образом. Во втором разделе в пред-

положении существования локального решения x0(t) уравнения (1.1)
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предлагается метод его глобального продолжения. В третьем разде-
ле доказана теорема существования единственного непрерывного ре-
шения на замкнутом интервале [0,T]. В четвертом разделе построена
асимптотика единственного непрерывного решения, сформулировано
и доказано второе достаточное условие разрешимости уравнения (1.1)
в пространстве C[0,T ]. В пятом разделе теоретические результаты ил-
люстрируются численными расчетами. В шестом разделе отмечается
случай существования параметрических семейств решений исходного
уравнения.

2. Продолжение локального решения

Предположим, что уравнение (1.1) имеет локальное решение x0(t).
Предлагается метод его глобального продолжения сочетанием метода
последовательных приближений [7] и последующим применением «ме-
тода шагов» [9]. Отметим, что в работах [13, 6] был изложен метод
построения асимптотического локального решения уравнения (1.1).
В силу неравенств 0 = α0(t) < α1(t) < α2(t) < · · · < αn−1(t) <

αn(t) = t и известного свойства аддитивности интеграла Римана от-
носительно промежутка интегрирования [2] справедливо операторное
тождество

t∫
0

K(t, s)x(s)ds ≡
n∑

i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

Ki(t, s)x(s)ds, при ∀x(t) ∈ C(0,T ].

Поэтому, продифференцировав уравнение (1.1) по t, в силу послед-
него тождества и условия f(0) = 0 придем к эквивалентному интегро-
функциональному уравнению

F (x)
def
= Kn(t, t)x(t) +

n−1∑
i=1

α′
i(t)

{
Ki(t, αi(t))−Ki+1(t, αi(t))

}
x(αi(t))+

+
n∑

i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

K ′
i(t, s)x(s)ds− f ′(t) = 0. (2.1)

Поделив обе части равенства (2.1) на Kn(t, t), получим уравнение

x(t) +Ax+

t∫
0

Q(t, s)x(s)ds = f̂(t). (2.2)



34 Е. В. МАРКОВА, Д. Н. СИДОРОВ

Здесь введены обозначения

Ax
def
= K−1

n (t, t)
n−1∑
i=1

α′
i(t)

{
Ki(t, αi(t))−Ki+1(t, αi(t))

}
x(αi(t)),

t∫
0

Q(t, s)x(s)ds
def
=

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

K−1
n (t, s)

∂

∂t
Ki(t, s)x(s)ds,

f̂(t)
def
= K−1

n (t, t)f ′(t).

Справедливо утверждение

Лемма 1. (О продолжении локального решения). Пусть существует
τ > 0 такое, что при t ∈ (0, τ ] уравнение (1.1) имеет непрерывное ре-
шение x0(t). Пусть min

i=1,n,τ≤t≤T
(t− αi(t)) = h > 0. Тогда уравнение (1.1)

имеет при t ∈ (0, T ] непрерывное решение x̂(t), сужением которого на
интервал (0, τ ] является локальное решение x0(t).

Доказательство. Введем Δ > 0 и интервалы I0 = (0, τ ], . . . , Ik = [τ +

(k − 1)Δ, τ + kΔ], k = 1, N , (0, T ] ⊂
N⋃
k=0

Ik. Заметим, что αi(t) : (0, τ ] →
(0, τ), i = 1, n− 1. При t ∈ (τ, T ] в силу условий леммы справедливо
неравенство αi(t) ≤ t− h.
Оно дает возможность подобрать такое Δ > 0, чтобы

αi(t) : Ik →
k−1⋃
j=0

Ij . (2.3)

Данное включение будет выполнено, если

max
i=1,n−1,t∈Ik

αi(t) ≤ τ + (k − 1)Δ. (2.4)

В силу неравенств αi(t) ≤ t − h при t ∈ [τ, T ], i = 1, n− 1 и непрерыв-
ности функций αi(t), в интервале Ik найдется точка t∗ такая, что будут
выполнены оценки

max
i=1,n−1, t∈Ik

αi(t) = αi∗(t
∗) ≤ t∗ − h ≤ τ + kΔ− h.

Поэтому, если взять Δ ≤ h, то неравенство (2.4) и включение (2.3),
очевидно, выполнится. Установленная справедливость включения (2.3)
дает возможность непрерывно продолжить локальное решение x0(t) с
интервала (0, τ ] методом шагов c шагом Δ = h на весь интервал [τ, T ].
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Действительно, построим искомое продолжение решения на отрезке
I1. Для этого решим интегральное уравнение Вольтерра II рода

x(t)+

t∫
τ

Q(t, s)x(s)ds = −Ax0−
τ∫

0

Q(t, s)x0(s)ds+f̂(t), t ∈ (τ, τ+Δ] = I1,

(2.5)
где в правой части стоит уже известная функция x0(t).
Непрерывная функция x1(t), удовлетворяющая уравнению (2.5) при

t ∈ I1, является непрерывным продолжением решения x0(t) на интервал
[τ, τ + Δ]. Фиксируем q ∈ (0, 1). Пусть sup

s,t
|Q(t, s)| = c < ∞ и Δ ≤

min(h,
q

c
). Тогда интегральный оператор

t∫
τ

Q(t, s)x(s)ds в пространстве

C[τ,τ+Δ] будет сжимающим с коэффициентом сжатия q. Следовательно,
уравнение (2.5) имеет единственное решение x1(t) ∈ C[τ,τ+Δ]. Таким
образом строится функция

x̂1 =

{
x0(t), 0 < t ≤ τ,
x1(t), τ ≤ t < τ +Δ,

которая непрерывно продолжает решение x0(t) на интервал [τ, τ +Δ].
Следующее продолжение x2(t) ∈ C[τ+Δ,τ+2Δ]. Для его нахождения

решаем интегральное уравнение Вольтерра с уже известной функцией
x̂1:

x(t) +

t∫
τ+Δ

Q(t, s)x(s)ds = −Ax̂1 −
τ+Δ∫
0

Q(t, s)x̂1(s)ds

при t ∈ [τ +Δ, τ + 2Δ]. В результате мы построим функцию

x̂2(t) =

{
x0(t), 0 < t ≤ τ,
x1(t), τ ≤ t ≤ τ +Δ,
x2(t), τ +Δ ≤ t ≤ τ + 2Δ.

Продолжая этот процесс, за конечное число шагов построим на интерва-
ле (0, T ] искомое непрерывное решение x(t) ∈ C(0,T ], удовлетворяющее
уравнению (1.1). При этом на каждом шаге решается интегральное
уравнение Вольтерра II рода со сжимающим оператором. Лемма до-
казана.

Замечание 1. Так как на основании работ [13, 6] уравнение (1.1)
может иметь решение, неограниченное при t → +0, то в условиях лем-
мы 1 мы не исключили такой случай. А именно, в лемме 1 мы строили
решение x(t) на открытом интервале (0, T ], оставляя возможность его
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непрерывного продолжения на замкнутый интевал [0, T ] в случае су-
ществования конечного предела локального решения x0(t) при t→ +0.

3. Достаточные условия существования единственного
непрерывного решения на замкнутом интервале [0, T ]

Введем функцию

D(t) =

n−1∑
i=1

∣∣ α′
i(t)K

−1
n (t, t)

{
Ki(t, αi(t))−Ki+1(t, αi(t))

}∣∣.
Пусть выполнено условие
(A) D(0) < 1, sup

0≤s≤t≤T
|K−1

n (t, t)K(t, s)| ≤ c <∞.

В силу непрерывности функции D(t) найдется окрестность [0, τ ], в
которой D(t) < q < 1. Отметим справедливость неравенства

max
i=1,n−1, t∈[0,τ ]

|x(αi(t))| ≤ ||x||, где ||x|| = max
0≤t≤τ

|x(t)|. Поэтому имеем
неравенство ||Ax|| ≤ q||x||. Заметим, что в пространстве непрерывных
функций C[0,τ ] c нормой ||x|| = max

0≤t≤τ
|x(t)| справедливо неравенство

||
t∫

0

Q(t, s)x(s)ds|| ≤ cτ ||x||.

Выберем τ <
1− q

c
. Тогда в уравнении (2.1) оператор A+

t∫
0

Q(t, s)[·]ds

будет сжимающим в пространстве C[0,τ ]. Таким образом, найдется τ > 0
такое, что при t ∈ [0, τ ] уравнение (1.1) имеет непрерывное локаль-
ное решение x0(t) и последовательность xn(t), где xn = −Axn−1 −
t∫

0

Q(t, s)xn−1(s)ds + f̂(t), при t ∈ [0, τ ] сходится равномерно к этому

локальному решению. Из изложенного вытекает

Теорема 1. Пусть при t ∈ [0, T ] выполнены следующие условия: непре-
рывные функции Ki(t, s), i = 1, n, αi(t) и f(t) имеют непрерывные
производные по t, Kn(t, t) �= 0, 0 = α0(t) < α1(t) < · · · < αn−1(t) <
αn(t) = t при t ∈ (0, T ], αi(0) = 0, f(0) = 0. Пусть выполнено условие
(A). Тогда уравнение (1.1) в пространстве C[0,T ] имеет единственное
решение.
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Доказательство. Так как αi(t) < t при t ∈ (0, T ], то при любом τ > 0
min

i=1,n, τ≤t≤T
(t−αi(t)) = h, где h > 0. Действительно, минимум непрерыв-

ной функции на замкнутом множестве [τ, T ] достигается в некоторой
точке t∗ ∈ [τ, T ]. Поэтому h = t∗ − αi(t∗). Случай h = 0 невозможен,
так как αi(t) < t при t ∈ [τ, T ]. По вышедоказанному существует ло-
кальное решение x0 ∈ C[0,τ ], удовлетворяющее уравнению (1.1). Таким
образом, будут выполнены все условия леммы 1 и локальное решение
x0(t) может быть продолжено методом шагов с шагом Δ = min(h, τ)
последовательными приближениями на весь интервал [0, T ]. Теорема
доказана.

Замечание 2. Пусть в представлении кусочно-заданного ядра K(t, s)
функции Ki(t, s) = 0, i = 1, n− 1, и рассматривается уравнение

t∫
α(t)

K(t, s)x(s)ds = f(t), 0 ≤ t ≤ T.

Пусть f(t) ∈ C
(1)
[0,T ], f(0) = 0, K(t, t) �= 0, K(t, s), K ′

t(t, s) — непре-

рывны, α(t) ∈ C
(1)
[0,T ] ∩ C

(1)
+[0,τ ], α(0) = 0, 0 < α′(0) < 1, α(t) < t при

0 < t < T . Здесь τ может быть сколь угодно малым положительным
числом, C(1)

+[0,τ ] — пространство функций, имеющих непрерывные по-
ложительные производные. Условие (A) очевидно выполнено, так как
D(0) = α′(0) < 1. Поэтому на основании теоремы 1 уравнение (1.1)
имеет в классе C[0,T ] единственное решение. Приведенное замечание 2
усиливает результат теоремы 3.3.1 из монографии [1], так как в теореме
3.3.1 [1] предполагалось, что производная α′(t) положительна на всем
интервале [0, T ].

Замечание 3. Если условие (A) усилить, потребовав, чтобы
max
0≤t≤T

D(t) = q < 1, то в норме ||x||L def
= max

0<t≤T
e−Lt|x(t)|, где L – доста-

точно велико, последовательные приближения

xn(t) = −Axn−1 −
t∫

0

Q(t, s)xn−1(s)ds+ f̂(t),

x0(t) = f̂(t), сходятся равномерно на промежутке [0, T ] со скоростью
геометрической прогрессии со знаменателем q к единственному непре-
рывному решению уравнения (1.1). При этом имеет место оценка

||x− xn||L = O(qn).
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4. Построение асимптотики единственного непрерывного
решения и второе достаточное условие разрешимости

уравнения

Пусть 0 ≤ α′
i(0) < 1, αi(0) = 0, i = 1, n− 1. Тогда для любого 0 <

ε < 1 найдется T ′ ∈ (0, T ] такое, что max
i=1,n−1, t∈[0,T ′]

|α′
i(t)| ≤ ε и

sup
i=1,n−1, t∈(0,T ′]

|αi(t)|
t

≤ ε.

Пусть выполнено условие
(B) При фиксированных q и T ′, где q ∈ (0, 1), T ′ ∈ (0, T ], выполняется
неравенство

max
t∈[0,T ′]

εN
∗ |K−1

n (t, t)|
n−1∑
i=1

|α′
i(t)| · |Ki(t, αi(t))−Ki+1(t, αi(t))| ≤ q < 1.

Очевидно, что условие (B) выполняется при достаточно большом N∗.
Введем дополнительное условие локальной гладкости:

(C) существуют полиномы Pi(t, s) =
M∑

ν+μ=1
Kiνμt

νtμ, i = 1, n,M ≥ N∗,

fM (t) =
M∑
ν=1

fνt
ν , αM

i (t) =
M∑
ν=1

αiνt
ν , i = 1, n− 1, где 0 < α11 < α12 <

· · · < αn−1,n < 1 такие, что при t → +0, s → +0 справедливы оценки
Ki(t, s) − Pi(t, s) = O((t + s)M+1), i = 1, n, f(t) − fM (t) = O(tM+1),
αi(t)− αM

i (t) = O(tM+1), i = 1, n− 1.
Приведенные разложения по степеням s, t очевидно являются поли-

номами Тейлора соответствующих функций.
Введем алгебраическое уравнение

B(j) ≡ Kn(0, 0) +
n−1∑
i=1

(α′
i(0))

1+j(Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)) = 0

и назовем его “характеристическим уравнением” интегрального урав-
нения (1.1).
Будем искать асимптотическое приближение искомого локального

решения в виде полинома

xM (t) =
M∑
i=0

xit
i.

Подставляя этот полином в уравнение (2.1), методом неопределен-
ных коэффициентов получим рекурpентную последовательность линей-
ных алгебраических уравнений для нахождения коэффициентов xj :

B(j)xj = Dj(x0, . . . , xj−1), j = 0,M.
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Здесь D0 = f ′(0). Остальные Dj выражаются определенным образом
через решения x0, x1, . . . , xj−1 предыдущих уравнений и коэффициен-
ты полиномов Тейлора, введенных в условии (С). Систему B(j)xj =
Dj(x0, . . . , xj−1), j = 0,M , можно записать в матричном виде

Ax = b,

где x = (x0, . . . , xM )′, b =
(
f (1)(0),

f (2)(0)

2!
, . . . ,

f (M)(0)

M !

)′
, A — треуголь-

ная матрица вида:

A =

⎡⎢⎢⎣
A00 0 0 · · · 0
A10 A11 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
AM0 AM1 · · · · · · AMM

⎤⎥⎥⎦
с элементами

Ajk =
1

(j + 1)!

[
dj+1

dtj+1

t∫
0

K(t, s)skds

]
t=0

, j = 0,M, k = 0, j.

Учет структуры ядра K(t, s) и непосредственные вычисления дают яв-
ный вид коэффициентов матрицы A:

Ajk =
n∑

j=1

j−k∑
s=0

∑
l1+2l2+···+(1+s)l1+s=1+j

(α
(1)
i (0))l1(α

(2)
i (0))l2 · · · (α(1+s)

i (0))l1+s×

×[K
(s)
i (0, 0)−K

(s)
i+1(0, 0)], j = 0,M, k = 0, j. (4.1)

При k = j из общей формулы (4.1) получаются диагональные элементы
Ajj ≡ B(j):

Ajj =
n∑

i=1

(α′
i(0))

1+j [Ki(0, 0)−Ki−1(0, 0)] ≡ B(j), j = 0,M,

указанные выше в координатной форме этой системы. Явный вид СЛАУ
позволяет использовать ее при построении асимптотики решений мето-
дом неопределенных коэффициентов.
Таким образом, если B(j) �= 0 при j ∈ N ∪ {0}, то все коэффици-

енты xj вычисляются однозначно из СЛАУ. Построив полином xM (t) с
порядком M ≥ N∗, будем искать решение уравнения (1.1) в виде

x(t) = xM (t) + tN
∗
u(t).

Отметим, что в силу построения полинома xM (t) модуль невязки
|F (xM (t))| удовлетворяет асимптотической оценке |F (xM (t))| = o(tM )
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при t→ +0. Относительно u(t) получим интегро-функциональное урав-
нение, подобно уравнению (2.1), удовлетворяющее принципу сжима-
ющих отображений [7] на замкнутом интервале [0, τ ]. Поэтому функ-
ция u(t) в классе C[0,τ ] строится однозначно методом последовательных
приближений, a уравнение (1.1) на отрезке [0, τ ] имеет непрерывное
локальное решение x(t) = xM (t) + tN

∗
u(t). На основании леммы 1,

определив локальное решение, можно его продолжить с интервала [0, τ ]
на весь интервал [0, T ], сочетая «метод шагов» [9] с последовательными
приближениями [7].
Из изложенного вытекает

Теорема 2. Пусть выполнены условия (B), (C) при B(j) �= 0, j ∈ N∪
{0}. Тогда уравнение (1.1) имеет в классе C[0,T ] единственное решение
x(t). Более того, при t → +0 полином xM (t) является асимптотиче-
ским приближением M -го порядка этого решения.

Замечание 4. Условие D(0) < 1, используемое в теореме 1, в теореме
2 не используется. Поэтому теорема 2 усиливает результат теоремы 1.

Замечание 5. Если не предполагать, что кpивые s = αi(t), i = 0, n,
делят треугольную область D = {0 ≤ s ≤ t ≤ T} на n непересекающих-
ся секторов Di = {s, t;αi−1(t) ≤ s < αi(t)}, i = 1, n, то интегральный

оператор Ix ≡
M∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

Ki(t, s)x(s)ds нельзя будет рассматривать как

один интегральный оператор Вольтерра с кусочно-непрерывным ядром.
В этом случае требуется отдельное исследование с учетом конкретной
ситуации.

5. Численные примеры

Рассмотрим численное решение уравнения (1.1) в случае двух слагае-
мых (n = 2). А именно, рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра
вида

α(t)∫
0

K1(t, s)x(s)ds+

t∫
α(t)

K2(t, s)x(s)ds = f(t), t ∈ [0, T ], (5.1)

где 0 < α(t) < t ∀t ∈ (0, T ], α(0) = 0, функции K1(t, s), K2(t, s), f(t) —
непрерывные и достаточно гладкие, f(0) = 0, K2(t, t) �= 0 ∀t ∈ [0, T ].
Специфика таких уравнений требует, в частности, адаптации числен-

ных процедур, используемых для решения классических интегральных
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уравнений. Основная цель данного раздела — выяснение применимости
разработанных ранее (см., например, [1]) квадратурных методов для
численного решения (5.1).
Для начала исследуем метод правых прямоугольников. Введем сетку

узлов ti = t0+ih, i = 1, n, t0 = 0, nh = T , и, аппроксимируя интегралы
в (5.1) суммами, в очевидных обозначениях запишем сеточный аналог:

h
l−1∑
j=1

K1(ti, tj)x
h(tj) + (α(ti)− tl−1)K1(ti, α(ti))x

h(α(ti))+

+(tl−α(ti))K2(ti, tl)x
h(tl)+h

i∑
j=l+1

K2(ti, tj)x
h(tj) = f(ti) i = 1, n, (5.2)

где l =
[
α(ti)
h

]
+1. Появление слагаемых, не входящих под знак суммы,

обусловлено тем, что значение a(ti) в общем случае не попадает в узел
сетки.
Для n = 1 из (5.1) получаем:

(α(t1)− t0)K1(t1, α(t1))x
h(α(t1))+

+(t1 − α(t1))K2(t1, t1)x
h(t1) = f(t1). (5.3)

Заметим, что уже для n = 1 приходится решать одно уравнение с
двумя неизвестными: xh(α(t1)) и xh(t1). Аналогичная проблема возни-
кает на каждом шаге (кроме частных случаев, когда α(ti) попадает
в узел сетки). Для решения этой проблемы можно использовать раз-
личные варианты. Например, для нахождения xh(α(t1)) использовать
комбинацию методов правых и левых прямоугольников:

xh(α(t1)) =
f(t1)

(α(t1)− t0)K1(t1, α(t1)) + (t1 − α(t1))K2(t1, α(t1))
(5.4)

и подставить найденное xh(α(t1)) в (5.3).
Можно использовать знание о решении уравнения (5.1) в нуле:

x(0) =
f ′(0)

α′(0)[K1(0, 0)−K2(0, 0)] +K2(0, 0)
, (5.5)

а xh(α(t1)) искать с помощью метода левых прямоугольников или
с помощью (5.4) и экстраполировать решение в xh(t1). В остальных
xh(α(ti)) целесообразнее применение процедур интерполяции или экс-
траполяции.
Заметим, что для существования решения необходимо, чтобы поми-

мо условия K2(t, t) �= 0 в (5.4) и (5.5) соответствующие знаменатели
были не равны нулю.



42 Е. В. МАРКОВА, Д. Н. СИДОРОВ

Численные расчеты на тестовых примерах показывают линейную
сходимость адаптированных методов. Отметим, что в приведенных те-
стовых примерах характеристическое уравнение B(j) = 0 не имеет
корней в множестве N∪{0}, условия теоремы 2 выполнены и уравнения
имеют единственные непрерывные решения.

Пример 1.

t
3∫

0

(1 + t− s)x(s)ds−
t∫

t
3

x(s)ds =
t4

108
− 25t3

81
, t ∈ [0, 2],

точное решение x̄(t) = t2.
В табл. 1 приведены погрешности ε1 = max

1≤i≤n
|x̄(ti) − xh1(ti)| и ε2 =

max
0≤i≤n

|x̄(ti) − xh2(ti)|, где xh1 — решение, полученное с помощью (5.4) в
a(t1), а xh2 — с использованием (5.5), (5.4) и экстраполяцией в первом
узле.

Таблица 1.
Погрешности численного решения для

тестового примера

h ε1 ε2

1/32 0,068433 0,066695
1/64 0,034362 0,034189
1/128 0,017433 0,017371
1/256 0,008662 0,008652

Видно, что методы имеют линейную сходимость и не дают преиму-
щества друг перед другом.

Теперь рассмотрим уравнение с известной асимптотикой точного ре-
шения. Численное решение уравнения будем сравнивать с асимптоти-
кой, полученной с помощью метода последовательных приближений.

Пример 2.

2

sin t
2∫

0

x(s)ds+

t∫
sin t

2

x(s)ds = t, t ∈ [0, π],

асимптотическое приближение искомого решения при t → 0 имеет вид

x̃(t) =
2

3
+
t2

27
.
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Рис. 1. Графики решений x̃(t) и xh(t).

Графики полученных решений приведены на рис. 1 и подтверждают
эффективность численного метода.

6. Параметрические семейства решений

Если характеристическое уравнение B(j) = 0 имеет корни во мно-
жестве N ∪ {0}, то уравнение (1.1) может иметь семейство решений,
зависящих от свободных параметров, см. [13]. Число свободных пара-
метров равно числу натуральных корней характеристического уравне-
ния B(j) = 0 с учетом их кратности. В этом случае асимптотическое
приближение при t → +0 соответствующих решений уравнения (1.1)
можно построить в виде логарифмо-степенных полиномов (см. [13]),
зависящих от свободных параметров. При фиксированных значениях
этих параметров построенное локальное решение на основании леммы 1
непрерывно продолжается на весь интервал (0, T ].
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Volterra Integral Equations of the First Kind with Piecewise
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Abstract. The method for solution to the Volterra integral equations of the first kind
is proposed. Such equations appear in the theory of developing systems and they have
kernels with discontinuities of the first kind. We construct the characteristic algebraic
equation. Analytically and numerically we study the regular case when characteristic
equation has no positive roots and the solution to the integral equation is unique. In
the case of irregular characteristic equation has natural roots, and the solution contains
arbitrary constants. We prove existence theorems and construct their asymptotics. The
theoretical results are illustrated by numerical calculations.
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