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Аннотация. В работе методами теории фундаментальных оператор-функций ис-
следована задача Коши для интегро-дифференциального уравнения в банаховых
пространствах с фредгольмовым оператором в главной части. Построена фундамен-
тальная оператор-функция, с помощью которой получена конструктивная формула
для обобщенного решения в классе распределений с ограниченным слева носителем.
Описаны условия совпадения классического и обобщенного решений. Абстрактные
результаты проиллюстрированы на примерах задачи Коши для системы интегро-
дифференциальных уравнений двух-контурной электрической цепи и одной задачи
Коши-Дирихле из математической теории вязкоупругости.
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1. Введение

Некоторые неклассические начально-краевые задачи математичес-
кой физики редуцируются к интегро-дифференциальным уравнениям
в банаховых пространствах

Bu(N)(t) = Au(t) +

∫ t

0
k(t− s)u(s)ds+ f(t) (1)

с начальными условиями

u(k) = uk, k = 0, 1, . . . , N − 1, (2)

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке ФЦП «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 годы, госконтракт №
П696.
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где B,A, k(t) – замкнутые линейные операторы с плотными областя-
ми определения, действующие из банахова пространства E1 в бана-
хово пространство E2, оператор B – фредгольмов [1]. С помощью
аппарата теории обобщенных функций в банаховых пространствах за-
дача Коши (1)-(2) для случая N = 1 полностью исследована (см.,
например, работы [5, 6, 15]). Однако для приложений к задачам тео-
рии вязкоупругости или теории многоконтурных электрических цепей
актуальными являются случаи, когда N ≥ 2 и ядро сверточного инте-
грального оператора имеет специальный вид k1(t) = g(t)A или k2(t) =
g(t)B, здесь g(t) – достаточно гладкая числовая функция при t ≥ 0. С
помощью теории фундаментальных оператор-функций вырожденных
интегро-дифференциальных операторов в банаховых пространствах
первый случай k1(t) = g(t)A исследован при различных типах син-
гулярности операторного пучка (B − λA) в серии работ [7, 8, 14]. В
данной заметке представлены результаты исследования второго случая
k2(t) = g(t)B.

2. Фундаментальная оператор-функция вырожденного
интегро-дифференциального оператора

При изложении основных результатов этого пункта будет использо-
вана терминология и обозначения теории обобщенных функций и фун-
даментальных решений дифференциальных операторов в банаховых
пространствах. Основные сведения этой теории приведены в работах
[5, 6, 15, 9, 10] и в дальнейшем будут использоваться без развернутых
дополнительных пояснений.
В начале приведем основные условия, в которых были проведены

исследования.
Пусть A,B - замкнутые линейные операторы из E1 в E2, E1, E2 -

банаховы пространства, B - фредгольмов оператор [1], D(B) ⊂ D(A),

D(A) = D(B) = E1, R(B) = R(B), dimN(B) = dimN(B∗) = n ≥
1, {ϕi} ∈ E1 – базис ядра N(B), {ψi} ∈ E∗

2 – базис ядра сопряженного
оператора N(B∗), i = 1, . . . , n и {zi} ∈ E2, {γi} ∈ E∗

1 – соответствующие
им биортогональные системы элементов и функционалов. Тогда опера-

тор B̃ = B +
n∑

i=1
〈·, γi〉zi непрерывно обратим [1] и обратный к нему Γ =

B̃−1 ∈ L(E2, E1) называется оператором Треногина-Шмидта. Введем
проекторы P и Q в E1 и E2 соответственно по формулам

P =
n∑

i=1

Pi =
n∑

i=1

〈·, γi〉ϕi, Q =
n∑

i=1

Qi =
n∑

i=1

〈·, ψi〉zi, (3)

тогда
ΓB = I − P, BΓ = I −Q. (4)
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Далее будем предполагать, что оператор B имеет полный A-жорда-
нов набор [1], т.е. в E1 существует система элементов

{
ϕ
(j)
i , i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . , pi, ϕ
(1)
i = ϕi

}
удовлетворяющая уравнениям

Bϕ
(1)
i = 0, Bϕ

(j)
i = Aϕ

(j−1)
i , j = 2, . . . , pi, (5)

условиям разрешимости

〈Aϕ(j)
i , ψk〉 = 0, i, k = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi − 1, (6)

и полноты
〈Aϕ(pi)

i , ψk〉 = δik, i, k = 1, . . . , n, (7)

т.е. базис {ψk} можно выбрать таким образом, чтобы биортогональ-
ной к нему была бы система элементов zi = Aϕ

(pi)
i , i = 1, . . . , n. Из

существования полного A-жорданова набора оператора B следует [3]
существование полного A∗-жорданова набора оператора B∗, состоящего
из элементов

{
ψ
(j)
i

}
∈ E∗

2 , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi, ψ
(1)
i = ψi таких,

что
B∗ψ(1)

i = 0, B∗ψ(j)
i = A∗ψ(j−1)

i , j = 2, . . . , pi, (8)

〈ϕk, A
∗ψ(j)

i 〉 = 0, i, k = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi − 1, (9)

〈ϕk, A
∗ψ(pi)

i 〉 = δik, i, k = 1, . . . , n, (10)

т.е. γi = A∗ψ(pi)
i , i = 1, . . . , n. Элементы наборов можно восстанавли-

вать по циклическим формулам [1, 3] при i = 1, . . . , n

ϕ
(j)
i = ΓAϕ

(j−1)
i = (ΓA)j−1ϕ

(1)
i , ϕ

(1)
i = ϕi (11)

ψ
(j)
i = Γ∗A∗ψ(j−1)

i = (Γ∗A∗)j−1ψ
(1)
i , ψ

(1)
i = ψi, (12)

причем
ϕ
(1)
i = Γzi = ΓAϕ

(pi)
i = (ΓA)piϕ

(1)
i , (13)

ψ
(1)
i = Γ∗γi = Γ∗A∗ψ(pi)

i = (Γ∗A∗)piψ(1)
i . (14)

Далее предполагаем, что все подобные перестройки базисов осущест-
влены. Системы элементов

{
ϕ
(j)
i

}
и
{
ψ
(j)
i

}
линейно независимы [1].

Справедлива следующая вспомогательная

Лемма 1. Проектор

Q̃ =
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉Aϕ(pi+1−j)

i (15)
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удовлетворяет равенствам

Qi(AΓ)
k(I − Q̃) ≡ 0, i = 1, . . . , n, k ∈ N, (16)

AΓ(I − Q̃)B − (I − Q̃)A ≡ 0, (17)

Γ(I − Q̃)B +
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉ϕ(pi+1−j)

i ≡ I. (18)

Доказательство. Так как натуральное число k ∈ N представимо в виде
k = lpi+ r, r = 0, . . . , pi−1, то используя последовательно циклические
формулы (12) и (14), условия разрешимости (6) и полноты (7), получим

Qi(AΓ)
k(I − Q̃) = 〈·, ψ(r+1)

i 〉zi(I − Q̃) =

= 〈·, ψ(r+1)
i 〉zi −

pi∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉〈Aϕ(pi+1−j)

i , ψ
(r+1)
i 〉zi

или с учетом соотношений (14), (11) и (13)

Qi(AΓ)
k(I − Q̃) = 〈·, ψ(r+1)

i 〉zi −
pi∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉〈Aϕ(pi+r+1−j)

i , ψ
(1)
i 〉zi =

= 〈·, ψ(r+1)
i 〉zi − 〈·, ψ(r+1)

i 〉zi ≡ 0.

В силу соотношений (4) для проектора P из (3) имеем

AΓ(I − Q̃)B − (I − Q̃)A = A(I − P )−AΓQ̃B −A+ Q̃A,

поэтому

AΓ(I − Q̃)B − (I − Q̃)A = −
n∑

i=1

〈·, γi〉Aϕ(1)
i −

−AΓ
n∑

i=1

pi∑
j=2

〈·, B∗ψ(j)
i 〉Aϕ(pi+1−j)

i +
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉Aϕ(pi+1−j)

i ,

тогда по формулам (11), в силу выбора элементов γi = A∗ψ(pi)
i и урав-

нений (8) получаем

AΓ(I − Q̃)B − (I − Q̃)A =

= −
n∑

i=1

pi−1∑
j=1

〈·, B∗ψ(j+1)
i 〉Aϕ(pi+1−j)

i +
n∑

i=1

pi−1∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉Aϕ(pi+1−j)

i ≡ 0.
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Для доказательства равенства (18) вновь воспользуемся формулами
связи (4) для проектора P из (3) и соотношениями (11) и (8)

Γ(I − Q̃)B +

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉ϕ(pi+1−j)

i = I − P−

−Γ
n∑

i=1

pi∑
j=2

〈·, B∗ψ(j)
i 〉Aϕ(pi+1−j)

i +
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉ϕ(pi+1−j)

i =

= I −
n∑

i=1

〈·, A∗ψ(pi)
i 〉ϕ(1)

i −

−
n∑

i=1

pi−1∑
j=1

〈·, B∗ψ(j+1)
i 〉ϕ(pi+1−j)

i +
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉ϕ(pi+1−j)

i = I.

Лемма 2. Для резольвенты R(t) ядра k(t) = tN−1

(N−1)!θ(t) ∗ g(t)θ(t) в
сверточной алгебре D′

+ (см. [2]) справедливы равенства

tN−1

(N − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)
∗
(
δ(N)(t)− g(t)θ(t)

)
= δ(t),

t(k+1)N−1

((k + 1)N − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k+1 ∗
(
δ(N)(t)− g(t)θ(t)

)
=

=
tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k
, k ≥ 1,

здесь под степенью k обобщенной функции
(
δ(t) + R(t)θ(t)

)
понима-

ется ее k-кратная свертка с собой, причем
(
δ(t) +R(t)θ(t)

)0
= δ(t).

Доказательство. Действительно

tN−1

(N − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)
∗
(
δ(N)(t)− g(t)θ(t)

)
=

=
(
δ(t)− k(t)θ(t)

)
∗
(
δ(t) +R(t)θ(t)

)
= δ(t),

t(k+1)N−1

((k + 1)N − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k+1 ∗
(
δ(N)(t)− g(t)θ(t)

)
=

=
tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗ tN−1

(N − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)
∗
(
δ(N)(t)− g(t)θ(t)

)
∗
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∗
(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k
=

tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k
.

Теорема 1. Пусть оператор B фредгольмов, имеет полный A-жор-
данов набор, тогда интегро-дифференциальный оператор LN (δ(t)) =
Bδ(N)(t) − Aδ(t) − g(t)Bθ(t) =

(
δ(N)(t)− g(t)θ(t)

)
B − Aδ(t) имеет на

классе K ′
+(E2) (обобщенных функций с ограниченным слева носителем)

фундаментальную оператор-функцию вида

EN (t) = UN (t)θ(t)(I − Q̃)−

−
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=0

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉ϕ(pi−k+1−j)

i

⎫⎬⎭(δ(N)(t)− g(t)θ(t)
)k⎤⎦ ,

где

UN (t)θ(t) = Γ
∞∑
k=1

tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k
(AΓ)k−1.

Доказательство. В соответствии с определением фундаментальной
оператор-функции [5, 6, 15, 9, 10] требуется проверить справедливость
двух равенств

LN (δ(t)) ∗ EN (t) ∗ u(t) = u(t) для всех u(t) ∈ K ′
+(E2),

EN (t) ∗ LN (δ(t)) ∗ v(t) = v(t) для всех v(t) ∈ K ′
+(E1).

В силу равенства (4) для проектораQ из (3) и равенств вспомогательной
леммы 2 имеем

LN (δ(t)) ∗ UN (t)θ(t)(I − Q̃) =

= (I −Q)

[
Iδ(t) +

∞∑
k=1

tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k
(AΓ)k

]
(I − Q̃)−

−
∞∑
k=1

tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k
(AΓ)k(I − Q̃).

Отсюда с учетом равенства (16) леммы 1 получаем

LN (δ(t)) ∗ UN (t)θ(t)(I − Q̃) = (I −Q)(I − Q̃)δ(t).

Далее в силу равенств (5) находим

LN (δ(t)) ∗
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=0

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉ϕ(pi−k+1−j)

i

⎫⎬⎭(δ(N)(t)− g(t)θ(t)
)k⎤⎦ =
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=
n∑

i=1

⎡⎣pi−2∑
k=0

⎧⎨⎩
pi−k−1∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉Bϕ(pi−k+1−j)

i

⎫⎬⎭(δ(N)(t)− g(t)θ(t)
)k+1

⎤⎦−

−
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=0

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉Aϕ(pi−k+1−j)

i

⎫⎬⎭(δ(N)(t)− g(t)θ(t)
)k⎤⎦ =

=
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=1

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉

(
Bϕ

(pi−k+2−j)
i −Aϕ

(pi−k+1−j)
i

)⎫⎬⎭×

×
(
δ(N)(t)− g(t)θ(t)

)k]− Q̃δ(t) = −Q̃δ(t).

Таким образом

LN (δ(t)) ∗ EN (t) = (I −Q)(I − Q̃)δ(t) + Q̃δ(t) =

=
(
(I −Q)− Q̃+Q+ Q̃

)
δ(t) = Iδ(t).

С другой стороны

UN (t)θ(t)(I − Q̃) ∗ LN (δ(t)) =

= Γ

[
Iδ(t) +

∞∑
k=1

tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k
(AΓ)k

]
(I − Q̃)B−

−Γ
∞∑
k=1

tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k
(AΓ)k−1(I − Q̃)A =

= Γ(I − Q̃)Bδ(t)+

+Γ
∞∑
k=1

tkN−1

(kN − 1)!
θ(t)∗

(
δ(t)+R(t)θ(t)

)k
(AΓ)k−1(AΓ(I−Q̃)B−(I−Q̃)A),

поэтому в силу тождества (17)

UN (t)θ(t)(I − Q̃) ∗ LN (δ(t)) = Γ(I − Q̃)Bδ(t).

Соответственно

n∑
i=1

⎡⎣pi−1∑
k=0

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉ϕ(pi−k+1−j)

i

⎫⎬⎭(δ(N)(t)− g(t)θ(t)
)k⎤⎦ ∗ LN (δ(t)) =

=

n∑
i=1

⎡⎣pi−2∑
k=0

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=2

〈·, B∗ψ(j)
i 〉ϕ(pi−k+1−j)

i

⎫⎬⎭(δ(N)(t)− g(t)θ(t)
)k+1

⎤⎦−
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−
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=0

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉ϕ(pi−k+1−j)

i

⎫⎬⎭(δ(N)(t)− g(t)θ(t)
)k⎤⎦ =

=

n∑
i=1

⎡⎣pi−1∑
k=1

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=1

〈·, B∗ψ(j+1)
i −A∗ψ(j)

i 〉ϕ(pi−k+1−j)
i

⎫⎬⎭×

×
(
δ(N)(t)− g(t)θ(t)

)k]− n∑
i=1

pi∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉ϕ(pi+1−j)

i δ(t) =

= −
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉ϕ(pi+1−j)

i δ(t).

Следовательно по формуле (18) получаем

EN (t)∗LN (δ(t)) =

⎡⎣Γ(I − Q̃)B +
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈·, A∗ψ(j)
i 〉ϕ(pi+1−j)

i

⎤⎦ δ(t) = Iδ(t).

В обобщенных функциях задачу Коши (1)–(2) можно переписать в
виде

LN (δ(t)) ∗ ũ(t) =
((
δ(N)(t)− g(t)θ(t)

)
B −Aδ(t)

)
∗ ũ(t) =

= f(t)θ(t)+BuN−1δ(t)+BuN−2δ
′(t)+ · · ·+Bu1δ(N−2)(t)+Bu0δ

(N−1)(t),

поэтому единственное решение задачи (1)–(2) в классе K ′
+(E1) имеет

вид
ũ(t) = EN (t) ∗ (f(t)θ(t) +BuN−1δ(t) +BuN−2δ

′(t)+

+ · · ·+Bu1δ
(N−2)(t) +Bu0δ

(N−1)(t)
)
.

Очевидно при p1 = p2 = . . . = pn = 1 выражение для фундаментальной
оператор-функции имеет наиболее простой вид, а именно,

EN (t) = UN (t)θ(t)(I − Q̃)−
n∑

i=1

〈·, ψ(1)
i 〉ϕ(1)

i δ(t).

В этом случае обобщенным решением задачи (1)–(2) является регуляр-
ная обобщенная функция вида

ũ(t) = UN (t)θ(t)(I − Q̃) ∗ f(t)θ(t)−
n∑

i=1

〈f(t), ψ(1)
i 〉ϕ(1)

i θ(t)+
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+
N−1∑
j=0

Γ
∞∑
k=1

tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗

(
δ(t) +R(t)θ(t)

)k
(AΓ)k−1BuN−1−j (19)

удовлетворяющая уравнению (1). Прямыми вычислениями находим

ũ(j)(0) = uj −
n∑

i=1

〈Auj + f (j)(0), ψ
(1)
i 〉ϕ(1)

i , j = 0, 1, . . . , N − 1,

откуда в силу линейной независимости системы {ϕ(1)
i } получаем следу-

ющую

Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 длины всех A-жордановых
цепочек равны 1, то задача Коши (1)–(2) имеет единственное решение
класса CN (t ≥ 0, E1) вида (19) при выполнении соотношений〈

Auj + f (j)(0), ψ
(1)
i

〉
= 0, i = 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . , N − 1.

3. Приложения

Проиллюстрируем применение общих теорем предыдущего пункта к
исследованию интегро-дифференциальных уравнений.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

(λ−Δ)
∂u(t, x̄)

∂t
−Δu(t, x̄)−

t∫
0

g(t− τ) (α−Δ)u(τ, x̄)dτ = f(t, x̄), (20)

возникающее в теории колебаний пластин [13]. Здесь x̄ ∈ Ω ⊂ Rm –
ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞, t ≥ 0. Будем искать
функцию u = u(t, x̄) определенную на цилиндре R+×Ω и удовлетворя-
ющую начально-краевым условиям

u

∣∣∣∣
t=0

= u0(x̄), x̄ ∈ Ω, u

∣∣∣∣
x̄∈∂Ω

= 0, t ≥ 0. (21)

Задача Коши-Дирихле (20)–(21) редуцируется к задаче (1)–(2), если
выбрать в качестве банаховых пространств E1 и E2, например, собо-
левские

E1 ≡
{
v(x̄ ∈W 2

2 (Ω) : v

∣∣∣∣
∂Ω

= 0)

}
, E2 ≡W2(Ω), (22)

а операторы A и B определить формулами

B = λ−Δ, A = Δ, α = λ. (23)
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Если λ ∈ σ(Δ), то оператор B фредгольмов. Обозначим через
{ϕi, i = 1, . . . , n} ортонормированное семейство линейно независимых
решений однородной задачи Дирихле для оператора Лапласа

Δϕ = λϕ, ϕ

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

тогда N(B) ≡ {ϕi, i = 1, . . . , n} и длины всех Δ-жордановых цепочек
равны 1. В соответствии с теоремой 2 получаем следующую

Теорема 3. Пусть для задачи Коши-Дирихле (20)–(21) пространства
E1 и E2 определены как в (22), операторы A и B как в (23) и λ ∈
σ(Δ), тогда существует единственное решение u(t, x̄) ∈ C1(t ≥ 0, E1)
задачи (20)–(21) если начально-краевые условия (21) удовлетворяют
соотношениям

(λu0(x̄) + f(0, x̄), ϕi(x̄)) = 0, i = 1, . . . , n.

Замечание 1. В случае α �= λ задача (20)–(21) исследована в рабо-
те [5].

Пример 2. (Двухконтурная электрическая цепь.) Рассмотрим вы-
рожденную систему интегро-дифференциальных уравнений, записав ее
в векторно-матричной форме:

B ˙̄x(t) +Ax̄(t) +
t∫

0

Bx̄(s)ds = f̄(t) (24)

x̄(0) = x̄0 (25)

где

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0
−1 −1 1 0 0
1 0 0 0 −1
0 1 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

f̄(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
y(t)
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , x̄0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x10
x20
x30
x40
x50

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Такие системы встречаются при изучении электрических цепей [4]. В
обозначениях задачи (1)-(2) здесь E1 ≡ E2 ≡ R5, оператор B зада-
ется матрицей B, оператор A – матрицей (−A), функция g(t) ≡ −1.
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Очевидно B∗ = BT , A∗ = AT , dimN(B) = dimN(B∗) = 3. Базисы
пространств нулей N(B) и N(B∗) составим из векторов

ϕ1 = (−1, −1, 1, 0, 0)T , ϕ2 = (0, −1, 0, 1, 0)T , ϕ3 = (−1, 0, 0, 0, 1)T ,

ψ1 = −1

4
(0, 0, 2, 1, 1)T , ψ2 =

1

8
(0, 0, 2, 1, 5)T , ψ3 =

1

8
(0, 0, 2, 5, 1)T ,

тогда (Aϕi, ψj) = δij , i, j = 1, 2, 3, т.е. длины всех A−жордановых цепо-
чек равны 1. Таким образом справедлива

Теорема 4. Если y(t) ∈ C(t ≥ 0), то задача Коши (24)-(25) для си-
стемы уравнений двухконтурной электрической цепи имеет гладкое
решение тогда и только тогда, когда выполнены условия(−Ax̄0 + f̄(0), ψi

)
= 0, i = 1, 2, 3. (26)

Замечание 2. В развернутом виде условия (26) записываются следу-
ющим образом⎧⎨⎩ x10 + x20 − 2x30 + x40 + x50 + 2y(0) = 0,

x10 − 3x20 − 2x30 + 5x40 + x50 + 2y(0) = 0,
3x10 − x20 + 2x30 − x40 − 5x50 − 2y(0) = 0.

Замечание 3. Представленные в данной работе результаты допуска-
ют обобщения на случаи нетеровости оператора B (по схеме работы [10])
и спектральной, секториальной или радиальной ограниченности опера-
торного пучка (B − λA) [16] (по схемам работ [8], [11], [12]).
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M. V. Falaleev
Integro-differential equations with Fredholm operator by the

derivative of the higest order in Banach spaces and it’s applica-
tions

Abstract. In this paper the Cauchy problem for integro-differential equation in
Banach spaces with Fredholm operator in main part is investigated by the methods
of the theory of fundamental operator-functions. The fundamental operator-function is
constructed, and constructiv formula for the generalized solution in the class of distributi-
ons with left-bounded support is obtained. The conditions for the coincidence of classical
and generalized solutions are described. The abstract results are illustrated by examples
of the Cauchy problem for a system of integro-differential equations of two-contour circuit
and the Cauchy-Dirichlet problem of the mathematical theory of viscoelasticity.

Keywords: Banach spaces, generalized function, Jordan set, Fredholm operator,
fundamental operator-function
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