
Серия «Математика»
2015. Т. 12. С. 93—105

Онлайн-доступ к журналу:
http://isu.ru/izvestia

И З В Е С Т И Я
Иркутского

государственного
университета

УДК 518.517
О построении траектории одной динамической
системы с начальными данными
на гиперплоскостях

О. А. Романова
Иркутский государственный университет

Н. А. Сидоров
Иркутский государственный университет

Аннотация. Рассмотрены вопросы корректной разрешимости начальной зада-
чи для одного класса дифференциальных уравнений в банаховых пространствах.
Ключевую роль играет редукция вырожденного дифференциального уравнения к
регулярным задачам с использованием свойств жордановой структуры операторных
коэффициентов уравнения. В работе получены достаточные условия корректной
разрешимости и устойчивости траектории u : [0,∞) → X при t → +∞ началь-
ной задачи для уравнений в банаховых пространствах, неразрешенных относитель-
но производных. Приведены примеры, иллюстрирующие полученные теоретические
результаты.
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Введение

При решении ряда задач прикладной математики и экономики воз-
никают дифференциально-операторные уравнения с вырождением [9],
[12], [14], [20], [21], [23]. Многие прикладные начально-краевые задачи
можно редуцировать к дифференциальным уравнениям в банаховых
пространствах с необратимым операторным коэффициентом в главной
части [2], [4]-[8], [12], [14] , [21]–[23]. Как правило стандартные методы
при исследовании таких задач неприменимы. Наиболее изучен случай,
когда этот необратимый оператор является фредгольмовым и рассмат-
ривается задача Коши [17], [18]. Ряд интересных результатов в этой
области можно найти в монографиях [12], [14] и статьях [4]–[8], [15]–[18].
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В работах [13], [16] была поставлена и изучена начальная задача для
дифференциальных уравнений с вырождением с начальными условия-
ми на проекции решения. В последствии задачи такого рода получили
в школе профессора А. Г. Свиридюка (см. монографию [23], работы
[2], [4]–[8] и др.) название "задача Шоуолтера – Сидорова"и нашли
приложение при решении ряда актуальных задач [4]–[8]. Поэтому изу-
чение классов таких начально-краевых задач представляет не только
теоретический, но и прикладной интерес. В данной заметке рассмотре-
на неклассическая задача с начальными данными на гиперплоскостях
li = {u ∈ X| < u,α∗

i >= ci, i = 1, n} в банаховых пространствах X для
слабо изученного класса дифференциальных уравнений

d

dt
Lu(t) = Au(t) + f(t), (0.1)

где L =
∑n

i=1 < ·, α∗
i > ai, ai ∈ Y, α∗

i ∈ X∗, i = 1, n,dimKerL = ∞,
A — замкнутый линейный оператор с плотной областью определения,
D(A) = X, A : D(A) ⊂ X → Y , X,Y — банаховы пространства, f(t) —
непрерывная вектор-функция при t ∈ [0, T ] со значениями в Y. Согласно
результатам исследования, проведенного в работе [11], решение (0.1)
сводится к решению алгебро-дифференциальной системы. В работе [11]
были получены достаточные условия разрешимости для уравнения (0.1)
в зависимости от вида оператора A. Так как в уравнении (0.1) значения
функционалов < u(t), α∗

i > зависят от переменной t, то уравнение (0.1)
называлось дифференциальным уравнением с производной от функци-
оналов. В конечномерном случае, когда X = Y = RN , u = (u1, ..., uN )′
B− квадратная матрица размерности N × N и rangB = n, получим
систему линейных алгебро-дифференциальных уравнений d

dtBu(t) =
Au(t) + f(t) с вырожденной матрицей, которую можно записать в виде
(0.1). Действительно [1], т. к. rangB = n, то матрица B может быть
представлена в виде произведения B = B1B2, где B1, B2 — матрицы
размерности N×n и n×N соответственно. Вектор-столбцы ai матрицы
B1 суть линейно-независимые столбцы матрицы B, строки матрицы B2

можно взять в качестве векторов α∗
i , порождающих функционалы в

уравнении (0.1).
В данной работе исследована возможность корректной постановки

начальной задачи для динамической системы (0.1). А именно, полу-
чены достаточные условия существования и единственности траекто-
рии u : R1 → X, проходящей в момент t = 0 через гиперплоскости,
порождаемые функционалами < ·, α∗

i >. В ряде случаев решения по-
строены в явном виде и даны критерии их устойчивости. В случае
алгебро-дифференциальных систем количество гиперплоскостей, на ко-
торых можно задавать начальные условия, связано с рангом матрицы
B в главной части. Вид этих гиперплоскостей определяется скелетным
разложением [1] матрицы B.
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1. Постановка начальной задачи и ее решения в случае,
когда оператор A непрерывно обратим

Рассмотрим уравнение

d

dt

n∑
i=1

< u(t), α∗
i > ai = Au(t) + f(t) (1.1)

с начальным условием

< u(t), α∗
i > |t=0 = c0i , i = 1, n, (1.2)

где A — замкнутый линейный оператор с плотной областью определе-
ния, D(A) = X, A : D(A) ⊂ X → Y , X,Y — банаховы пространства,
ai ∈ Y, α∗

i ∈ X∗, i = 1, n, f : R1 → Y — непрерывная вектор-функция
со значениями в Y. Требуется построить непрерывное решение зада-
чи (1.1) -(1.2). Все векторы будем понимать как вектор-столбцы, т. е.
α∗ = (α∗

1, ..., α
∗
n)

′ и т.д.
Введем обозначение

< u(t), α∗ >= c(t). (1.3)

Тогда уравнение (1.1) примет вид

d

dt
(c(t), a) = Au(t) + f(t),

где (c(t), a(t)) — скалярное произведение векторов c(t) и a(t). Пусть
N(A) = {0}, т. е. существует обратный оператор A−1, причем a ∈
R(A), f(t) ∈ R(A). Тогда из последнего уравнения найдем

u(t) = A−1(ċ(t), a)−A−1f(t) (1.4)

Подставляя (1.4) в (1.3), получим систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений относительно вектор-функции c(t) : R1 → Rn

Bċ(t) = c(t) + g(t) (1.5)

c начальным условием Коши

c(0) = c0. (1.6)

Здесь

B =

⎛⎝< A−1a1, α
∗
1 > . . . < A−1an, α

∗
1 >

. . . . . . . . .
< A−1a1, α

∗
n > . . . < A−1an, α

∗
n >

⎞⎠ , g(t) =

⎛⎝< A−1f(t), α∗
1 >

. . .
< A−1f(t), α∗

n >

⎞⎠ .

Рассмотрим два случая.
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1-й случай. Пусть detB �= 0, тогда решение задачи Коши (1.5) -
(1.6) определяется формулой

c(t) = exp(B−1t)c0 +

∫ t

0
exp(B−1(t− s))B−1g(s)ds.

Поэтому

ċ(t) = B−1 exp(B−1t)c0 +B−1g(t) +

∫ t

0
B−1exp(B−1(t− s))B−1g(s)ds.

(1.7)
Подставляя (1.7) в (1.4), получим решение начальной задачи (1.1) -(1.2)
в замкнутом виде. Справедлива

Теорема 1. Пусть оператор A имеет обратный, a ∈ R(A), f :
[0, T ] → R(A) ⊂ Y — непрерывная вектор-функция при t ∈ [0, T ],
detB �= 0, тогда формула

u(t) = A−1((B−1 exp(B−1t)c0 +B−1g(t)+

+

∫ t

0
B−1exp(B−1(t− s))B−1g(s)ds, a)− f(t)),

(1.8)

определяет единственное непрерывное решение начальной задачи (1.1)
-(1.2).

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 1, t ∈ [0,∞) и
Reλi < 0, где λi ∈ σ(B), тогда задача (1.1) -(1.2) устойчива по Ля-
пунову при t→ +∞. Доказательство следует из формулы (1.8),
так как limt→+∞ ||exp(B−1t)|| = 0 на основании [3].

2-й случай. Пусть detB = 0, rangB = r. В этом случае будем
использовать известные результаты (см., например работу [17]). Пред-
положим, что выполнено условие
А) ei |n−r

1 — базис в N(B), e∗i |n−r
1 - базис в N(B∗), det(B − λI) �≡ 0.

Тогда матрицы B и B∗ имеют полные I — жордановы наборы{
e
(k)
i

}
,
{
e
∗(k)
i

}
, i = 1, n − r, k = 1, pi .

Не ограничивая общности, будем считать, что < e
(pi)
i , e∗j >= δij , i, j =

1, n − r.
Пусть
B) функция f(t) является дифференцируемой p = maxipi − 1− раз.
Введем обратимую на основании [19] матрицу по формуле

B̂ = B +

n−r∑
i=1

< ·, e∗(pi)i > e
(pi)
i .

Справедлива
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Лемма 1. [17] Пусть det(B − λI) �≡ 0, ∀λ, тогда задача Коши (1.5)-
(1.6) разрешима в классе непрерывных функций тогда и только тогда,
когда

k∑
j=1

dk−j

dtk−j
< c0 + g(t), e

∗(j)
i >|t=0= 0, i = 1, n− r, k = 1, pi . (1.9)

Если условия (1.9 ) выполнены, то решение задачи Коши (1.5) - (1.6)
имеет вид

c(t) = exp(B̂−1t)c0 +

∫ t

0
exp(B̂−1(t− s))B̂−1g(s)ds −

−
n−r∑
i=1

pi−1∑
k=0

dk

dtk
< exp(B̂−1t)c0+

+

∫ t

0
exp(B̂−1(t− s))B̂−1g(s)ds + g(t), e∗i > e

(pi−k)
i . (1.10)

Из (1.10) найдем

ċ(t) = B̂−1 exp(B̂−1t)c0+B̂−1g(t)+

∫ t

0
B̂−1 exp(B̂−1(t−s))B̂−1g(s)ds−

−
n−r∑
i=1

pi−1∑
k=0

dk+1

dtk+1
< exp(B̂−1t)c0+

+

∫ t

0
exp(B̂−1(t− s))B̂−1g(s)ds + g(t), e∗i > e

(pi−k)
i . (1.11)

Чтобы получить искомое решение задачи (1.1) -(1.2), остается под-
ставить (1.11) в (1.4). На основании вышеизложенного имеет место

Теорема 2. Пусть оператор A имеет обратный, a ∈ R(A), функция
f : [0, T ] → R(A) ⊂ Y p-раз дифференцируемая на отрезке [0, T ]. Кроме
того, пусть detB = 0, det(B − λI) �≡ 0, и вектор c0 из начального
условия (1.2) удовлетворяет равенствам (1.9). Тогда формулы (1.4),
(1.11) определяют непрерывное решение начальной задачи (1.1) -(1.2)

Таким образом, в отличие от теоремы 1 в условиях теоремы 2 вектор
c0 в начальном условии нельзя задать произвольным, так как c0 должен
удовлетворять равенствам (1.9).
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2. Исследование задачи (1.1)–(1.2) в случае, когда оператор
A фредгольмов

Рассмотрим задачу (1.1)–(1.2), предполагая, что A — оператор фред-
гольма, dimN(A) = n, {ϕi}, i = 1, n — базис в N(A), {ψi}, i = 1, n
— базис в N(A∗), {γi}, i = 1, n, {zi}, i = 1, n — соответствующие
биортогональные системы элементов из X∗, Y , ai ∈ Y, α∗

i ∈ X∗, i = 1, n,
f(t) — непрерывная вектор-функция.
Уравнение (1.1) эквивалентно системе уравнений

d

dt

n∑
i=1

< u(t), α∗
i > ai +

n∑
k=1

ξk(t)zk = Âu(t) + f(t),

ξk(t) =< u(t), γk >, k = 1, n,

(2.1)

где оператор Â = A +
∑n

k=1 < ·, γk > zk на основании [19] имеет огра-
ниченный обратный оператор Γ ∈ L(Y → X). Используя обозначение
< u(t), α∗

i >= ci, i = 1, n, перепишем первое уравнение системы (2.1) в
следующем виде

n∑
i=1

ċi(t)ai +

n∑
k=1

ξk(t)zk = Âu(t) + f(t).

Учитывая, что Â−1 = Γ, получим

u(t) =
n∑

i=1

Γaiċi(t) +
n∑

k=1

ξk(t)φk − Γf(t). (2.2)

Применяя функционалы α∗
i ∈ X∗ к обеим частям равенства (2.2) и

подставляя правую часть (2.2 ) в остальные уравнения системы (2.1),
получим для определения вектор-функций c(t), ξ(t) расщепленную си-
стему

Dċ(t) = c(t)−Kξ(t) + p(t),

Mċ(t) = d(t)
(2.3)

с начальным условием

c(0) = c0. (2.4)

Здесь

D =

⎛⎝< Γa1, α
∗
1 > . . . < Γan, α

∗
1 >

. . . . . . . . .
< Γa1, α

∗
n > . . . < Γan, α

∗
n >

⎞⎠ ,
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M =

⎛⎝< a1, ψ1 > . . . < an, ψ1 >
. . . . . . . . .

< a1, ψn > . . . < an, ψn >

⎞⎠ ,

K =

⎛⎝< ϕ1, α
∗
1 > . . . < ϕn, α

∗
1 >

. . . . . . . . .
< ϕ1, α

∗
n > . . . < ϕn, α

∗
n >

⎞⎠ ,

p(t) =

⎛⎝< Γf(t), α∗
1 >

. . .
< Γf(t), α∗

n >

⎞⎠ ,

d(t) =

⎛⎝< f(t), ψ1 >
. . .

< f(t), ψn >

⎞⎠ .

Предположим, что detM �= 0,detK �= 0, тогда из системы (2.3) с учетом
условия (2.4) получим

c(t) =M−1

∫ t

0
d(s)ds + c0,

ξ(t) = K−1(p(t) + c(t)−Dċ(t)) =

K−1(p(t) +M−1

∫ t

0
d(s)ds+ c0 −DM−1d(t)),

(2.5)

Имеет место теорема

Теорема 3. Пусть A — фредгольмов оператор, dimN(A) = n, f(t)-
непрерывная вектор-функция и detM �= 0,detK �= 0, тогда началь-
ная задача (1.1) -(1.2) корректно разрешима, причем ее единственное
непрерывное решение определяется по формуле

u(t) = Γ(a,M−1d(t)) + (ξ, φ)− Γf(t),

где

ξ(t) = K−1(p(t) +M−1

∫ t

0
d(s)ds + c0 −DM−1d(t)).

Замечание 1. В отличие от теорем 1 и 2 в теореме 3 не требуется
выполнение условий ai ∈ R(A), f(t) ∈ R(A).

Если detM = 0, то становится справедливой

Теорема 4. Пусть A -фредгольмов оператор, dimN(A) = n, detM =
0, rangM = r и e∗i , i = 1, n − r− базис в N(M∗), кроме того,∑n−r

1 | < d(t), e∗i > | �≡ 0, тогда уравнение (1.1) не имеет решений.
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Замечание 2. Так как в уравнении (1.1) дифференцируется не сама
функция u(t), а значения функционалов < u(t), α∗

i >, то в услови-
ях теорем 1, 2, 3 непрерывное решение u(t) является классическим
решением задачи (1.1)– (1.2). Отметим, что при этом решение u(t) бу-
дет дифференцируемым и d

dt < u(t), α∗
i >=< d

dtu(t), α
∗
i >, если f(t)

дифференцируемая функция.

Замечание 3. Рассматривая расщепленную систему (2.3) с началь-
ным условием (2.4) более подробно можно получить другие достаточ-
ные условия ее разрешимости, в том числе достаточные условия суще-
ствования решений задачи (0.1)–(1.2), зависящих от свободных пара-
метров.

3. Примеры

Пример 1. В качестве иллюстрации изложенной теории рассмотрим
начальную задачу

∂

∂t

∫ 1

0
α(s)u(s, t)dsa(x) =

∫ x

0
u(s, t)ds + f(x, t), (3.1)

∫ 1

0
α(s)u(s, t)ds|t=0 = c0, (3.2)

где x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞), a(x) ∈ C
(1)
[0,1], f(x, t)− непрерывная функция по t

и дифференцируемая по x, a(0) = 0, f(0, t) = 0. Поэтому a(x), f(x, t) ∈
R(A), где A =

∫ x
0 [·]ds ∈ L(C → C(1))

Если выполнено условие
∫ 1
0 α(s)a

′(s)ds �= 0, то на основании теоремы
1 начальная задача (3.1)–(3.2) имеет единственное непрерывное реше-
ние. Решение однородной задачи будет асимптотически устойчивым при
t→ +∞, если

∫ 1
0 α(s)a

′(s)ds < 0.

Если
∫ 1
0 α(s)a

′(s)ds = 0 и
∫ 1
0 α(s)f

′
s(s, t)ds|t=0 = c0, то справедлив

результат теоремы 2, и задача ( 3.1)–(3.2) разрешима только при одном
значении постоянной c0.

Пример 2. Рассмотрим начально-краевую задачу

∂

∂t
a(x)u(α, t) =

∂2u(x, t)

∂x2
+ ku(x, t) + f(x, t), (3.3)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (3.4)

u(α, t)|t=0 = c0, (3.5)

где x ∈ [0, 1], t ∈ R, a(x) ∈ C[0,1], α, k — некоторые постоянные, α ∈
(0, 1). Пусть f(x, t) — непрерывна по x и t. Предположим, что X =
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C(2) — пространство функций дважды дифференцируемых по x при
x ∈ [0, 1], и удовлетворяющих условию (3.4), Y - пространство функ-
ций непрерывных по x. Тогда оператор A = ∂2

∂x2 + k ∈ L(X → Y ) —
фредгольмов. Пусть k = (πn)2, n = 1, 2, ..., тогда dimN(A) = 1, φ(x) =
ψ(x) = sinπnx.
Обозначим

u(α, t) = c(t). (3.6)

Из уравнения (3.3), учитывая обозначение (3.6), получим

u(x, t) = ċ(t)v(x) + ξ(t) sin πnx− s(x, t), (3.7)

где v(x) и s(x, t) являются решениями краевых задач:

Âv(x) = a(x), v(0) = 0, v(1) = 0

Âs(x, t) = f(x, t), s(0, t) = 0, s(1, t) = 0,

оператор

Â =
d2

dx2
+ (πn)2 +

∫ 1

0
sin πnx sin πns[·]ds

имеет ограниченный обратный Γ = Â−1.
Функции c(t), ξ(t) удовлетворяют системе уравнений:

c(t) = v(α)ċ(t) + ξ(t) sin πnα− s(α, t). (3.8)

ċ(t)

∫ 1

0
sinπnxa(x)dx =

∫ 1

0
f(x, t) sin πnxdx. (3.9)

При выполнении условий

α �= m/n,m < n(sin πnα �= 0),

∫ 1

0
sinπnxa(x)dx �= 0

из уравнений (3.8), (3.9) получим, что

c(t) = c0 +

∫ t

0

∫ 1
0 f(x, s) sin πnxdx∫ 1
0 sin πnxa(x)dx

ds

ξ(t) =
c(t)− v(α)ċ(t) + s(α, t)

sinπnα

Для получения решения задачи (3.3)–(3.5) достаточно подставить най-
денные функции c(t), ξ(t) в формулу (3.7). Таким образом, на осно-
вании теоремы 3, функция (3.7) является единственным классическим
решением задачи (3.3)–(3.5) .
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4. Заключение

Изложенный подход можно применить для построения устойчивых
траекторий нелинейных систем с функционалами от производных ди-
намического потока. При этом выбор начальных и краевых условий на
гиперплоскостях естественным образом будет порождаться заданными
функционалами. Построение соответствующей теории и ее приложений
представляет самостоятельный интерес.
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O.A. Romanova, N. A. Sidorov

On the Construction of the Trajectory of a Dynamical System
with Initial Data on the Hyperplanes

Abstract. In this paper we consider the problems of correct solvability of the initial
value problem for a class of differential equations in Banach spaces. We apply the
method of reduction of degenerate differential equation to the regular problems using the
properties of the Jordan structure of the equation operator coefficients. The sufficient
conditions for the correct solvability and stability as t rightarrow+ infty of the initial
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value problem for the equations unsolved according to derivatives depending on the
equation operator coefficients are obtained. The abstract theorems are used for statement
and investigation of initial value problems for partial differential equation and integral
equation.

Keywords: initial value problem, Banach spaces, singular equations, Showalter –
Sidorov initial condition, functionals.
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