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Аннотация. Теорема о разрешимости задачи Коши для вырожденного эволюци-
онного уравнения дробного порядка в банаховом пространстве использована для
установления необходимых и достаточных условий разрешимости начально-краевых
задач для некоторых возникающих в гидродинамике систем уравнений дробного
порядка по времени. С помощью функционального исчисления в банаховой алгебре
линейных ограниченных операторов получен вид решения рассмотренных задач.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение дробного порядка, система урав-
нений Соболева, система уравнений Осколкова, начально-краевая задача.

1. Введение

Разрешимость задачи Коши

u(k)(0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1.1)

для эволюционного уравнения

DαLu(t) =Mu(t) (1.2)

ранее исследована в работе [7] в случае (L, p)-ограниченности опера-
тора M [12]. Здесь U,V — банаховы пространства, L,M : U → V —
линейные операторы, Dα — дробная производная Капуто порядка α >
0, m — наименьшее натуральное число, не превосходимое числом α.

∗ Работа выполнена при частичной поддержке Лаборатории квантовой топологии
Челябинского госуниверситета (грант правительства РФ № 14.Z50.31.0020).
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При этом уравнение предполагается вырожденным, т. е. выполняется
условие kerL �= {0}. Оно, в частности, выполняется при редукции к
операторно-дифференциальному виду (1.2) систем уравнений в част-
ных производных, возникающих в механике сплошных сред и содержа-
щих уравнение несжимаемости ∇ · v(x, t) = 0.
В данной работе этот факт продемонстрирован на примерах нача-

льно-краевых задач для системы уравнений Соболева дробного порядка
по времени и линеаризованной в нуле системы уравнений Осколкова
дробного порядка по времени. Полученные в [7] необходимые и доста-
точные условия на начальные данные для разрешимости задачи Коши
используются в данной работе при исследовании начально-краевых за-
дач для этих систем уравнений. При этом представлен вид решения
начально-краевых задач, полученный с помощью формулы решения за-
дачи (1.1), (1.2) [7] методами функционального исчисления в банаховой
алгебре линейных ограниченных операторов.
Отметим, что несмотря на большой интерес исследователей к тема-

тике дробных дифференциальных уравнений в последние десятилетия,
работ о вырожденных дробных дифференциальных уравнениях вида
(1.2) немного. В посвященных уравнению (1.2) работах [10; 11], на-
пример на оператор L накладывается условие непрерывной обратимо-
сти. Случай вырожденного оператора L и сильно (L, p)-секториального
оператора M рассмотрен в [8].

2. Задача Коши для вырожденного уравнения дробного
порядка в банаховом пространстве

Для банаховых пространств U и V обозначим через L(U;V) банахово
пространство линейных непрерывных операторов, действующих из U в
V. Множество линейных замкнутых операторов с областями определе-
ния, плотными в пространстве U, действующих в V, будем обозначать
Cl(U;V). Кроме того, будем использовать обозначения L(U;U) ≡ L(U),
Cl(U;U) ≡ Cl(U).
Пусть L ∈ L(U;V),M ∈ Cl(U;V). Через DM обозначим область опре-

деления оператора M , снабженную его нормой графика. Согласно [12,
с. 89] операторM будем называть (L, σ)-ограниченным, если множество
ρL(M) = {μ ∈ C : (μL−M)−1 ∈ L(V;U)} ограничено в C. При условии
(L, σ)-ограниченности оператора M обозначим γ = {μ ∈ C : |μ| = r >
a}, RL

μ(M) = (μL−M)−1L, LL
μ(M) = L(μL−M)−1,

P =
1

2πi

∫
γ

RL
μ(M)dμ ∈ L(U), Q =

1

2πi

∫
γ

LL
μ(M)dμ ∈ L(V) . (2.1)
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Опеpатоpы P и Q являются пpоектоpами, обозначим U0 = kerP , V0 =
kerQ, U1 = imP , V1 = imQ. Пусть Lk (Mk) — сужение опеpатоpа L (M)
на Uk (DMk

= DM ∩ Uk), k = 0, 1.

Теорема 1. [12, с. 90, 91]. Пусть опеpатоp M (L, σ)-огpаничен. Тогда
(i) LP = QL, MPu = QMu при всех u ∈ DM ;
(ii) M1 ∈ L(U1;V1

)
, M0 ∈ Cl(U0;V0

)
, Lk ∈ L(Uk;Vk

)
, k = 0, 1;

(iii) существуют опеpатоpы M−1
0 ∈ L(V0;U0

)
, L−1

1 ∈ L(V1;U1
)
.

Обозначим N0 = {0} ∪ N, H = M−1
0 L0. При p ∈ N0 опеpатоp M

называется (L, p)-ограниченным, если он (L, σ)-ограничен, Hp �= O,
Hp+1 = O.
Положим R+ = {x ∈ R : x > 0}, R+ = {0} ∪ R+, при δ > 0

gδ(t) =

{
tδ−1/Γ(δ), t > 0,
0, t ≤ 0,

Jδ
t h(t) = (gδ ∗ h)(t) =

t∫
0

gδ(t− s)h(s)ds =
1

Γ(δ)

t∫
0

(t− s)δ−1h(s)ds.

Пусть α > 0, m — наименьшее натуральное число, не превосходи-
мое числом α, Dm

t — обычная производная порядка m ∈ N, D0
t —

тождественный оператор, Dα
t — дробная производная Капуто, т. е.

Dα
t f(t) = Jm−α

t Dm
t f(t)

в случае, когда выражение в правой части этого равенства имеет смысл.
Решением задачи Коши

u(0) = u0, u
(k)(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1, (2.2)

для уpавнения
Dα

t Lu(t) =Mu(t) (2.3)

называется такая вектоp-функция u ∈ Cm−1(R+;U) ∩ C(R+;DM ), что

Lu ∈ Cm−1(R+;V), gm−α ∗
(
Lu−

m−1∑
k=0

(Lu)(k)(0)gk+1

)
∈ Cm(R+;V), при

этом выполняются равенства (2.2) и для всех t ∈ R+ — равенство (2.3).
Разрешимость задачи (2.2), (2.3) исследована в работе [7]. Теоремы

3 и 4 из [7] коротко переформулируем следующим образом.

Теорема 2. [7] Пусть опеpатоp M (L, p)-огpаничен, γ = {μ ∈ C :
|μ| = r > a},

U(t) =
1

2πi

∫
γ

RL
μ(M)Eα(μt

α)dμ, t ∈ R+ , (2.4)
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где Eα(z) =
∞∑
n=0

zn/Γ(αn+1) — функция Миттаг-Леффлера. Тогда пpи

любых uk ∈ U1, k = 0, 1, . . . ,m− 1, существует единственное решение
задачи (2.2), (2.3), при этом оно имеет вид

u(t) =

m−1∑
k=0

Jk
t U(t)uk.

Если при некотором l ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} ul /∈ U1, то задача (2.2), (2.3)
не имеет решения.

3. Система Соболева дробного порядка по времени

Рассмотрим начально-краевую задачу

∂kv

∂tk
(x, 0) = vk(x), x ∈ Ω, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (3.1)

vn(x, t) ≡
3∑

i=1

vi(x, t)ni(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× R+, (3.2)

для системы уравнений Соболева дробного порядка

Dα
t v(x, t) = [v(x, t), ω]− r(x, t), (x, t) ∈ Ω× R+, (3.3)

∇ · v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× R+, (3.4)

описывающей при α = 1 динамику малых внутренних движений стра-
тифицированной жидкости в равновесном состоянии [5]. Здесь m —
наименьшее натуральное число, не превосходимое числом α > 0, Ω ⊂
R
3 — ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞, n = (n1, n2, n3) —
вектор внешней нормали к ее границе, v = (v1, v2, v3) — вектор скорости
движения частиц жидкости, r — градиент нестационарного давления,
[·, ω] — векторное произведение на вектор ω = (0, 0, ω) ∈ R

3, где ω —
удвоенная угловая скорость вращения,

∇ · v =
∂v1
∂x1

+
∂v2
∂x2

+
∂v3
∂x3

.

Неизвестными вектор-функциями являются v и r.
Обозначим L2 = (L2(Ω))

3, L = {v ∈ (C∞
0 (Ω))3 : ∇·v = 0}. Замыкание

линеала L по норме пространства L2 обозначим через Hσ. Это гиль-
бертово пространство со скалярным произведением 〈·, ·〉 пространства
L2. Существует представление L2 = Hσ ⊕ Hπ, где Hπ — оpтогональное
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дополнение к Hσ. Обозначим чеpез Π : L2 → Hπ ассоциированный с
этим pасщеплением оpтопpоектоp.
Следуя подходу С. Л. Соболева [5], используем обобщенную поста-

новку задачи (3.1)–(3.4), заменив уравнение несжимаемости (3.4) и гра-
ничное условие (3.2) на уравнение

Πv(·, t) = 0, t ∈ R+. (3.5)

Действительно, в силу плотности множества {∇ϕ : ϕ ∈ C∞(Ω)} в
подпространстве Hπ и в силу интегрального тождества∫

Ω

〈v,∇ϕ〉R3dx =

∫
∂Ω

vnϕds −
∫
Ω

(∇ · v)ϕdx,

справедливого при всех ϕ ∈ C∞(Ω), получим, что для функции v ∈
H

1 = (H1(Ω))3 выполнение условий (3.2) и (3.4) равносильно тому, что
v ∈ Hσ или Πv = 0. Отказавшись от ограничения v ∈ H

1, получим
условие (3.5).
Очевидно, что оператор B : v → [v, ω], ω = (0, 0, ω), осуществляет

линейное непpеpывное отображение из L2 в L2, при этом ‖B‖L(L2) =
|ω|. Нетрудно также показать, что имеет место действие оператора B :
Hπ → Hσ [6, лемма 2].
Положим Σ = I − Π, U = V = Hσ × Hπ, Bσ = B|Hσ , тогда задачу

(3.1), (3.3), (3.5) можно задать в виде (2.3), (2.2) с помощью операторов
(подробнее см. в [9])

L =

(
I O

O O

)
∈ L(U), M =

(
ΣBσ O

ΠBσ −I
)

∈ L(U). (3.6)

Лемма 1. Оператор M (L, 0)-ограничен.

Доказательство. Нетрудно вычислить операторы

(μL−M)−1 =

(
(μI − ΣBσ)

−1
O

ΠBσ(μI − ΣBσ)
−1 I

)
, P =

(
I O

ΠBσ O

)
, Q =

(
I O

O O

)
.

Первый оператор существует и ограничен при |μ| > a = |ω| в си-
лу неравенства |ω| = ‖B‖L(L2) ≥ ‖ΣBσ‖L(Hσ). При этом учтено, что
‖Σ‖L(L2) = 1, так как Σ — ортогональный проектор.
Из вида проекторов следует, что U0 = kerP = {0} × Hπ. Очевидно,

что L0 = H = O, поэтому оператор M (L, 0)-ограничен.

Теорема 3. Пpи любых vk ∈ Hσ, k = 0, 1, . . . ,m − 1, существует
единственное решение задачи (3.1), (3.3), (3.5), при этом оно имеет
вид

v(x, t) =
m−1∑
k=0

Jk
t Eα(t

αΣBσ)vk(x), r(x, t) = ΠB
m−1∑
k=0

Jk
t Eα(t

αΣBσ)vk(x).
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Если при некотором l ∈ {0, 1, . . . ,m−1} vl /∈ Hσ, то задача (3.1), (3.3),
(3.5) не имеет решения.

Доказательство. Заметим, что U1 = imP = {(v, r) ∈ Hσ × Hπ : r =
ΠBσv}. Поэтому условие (3.1) с функциями vk ∈ Hσ равносильно на-
чальному условию Коши с данными из U1 для уравнения (2.3) с опера-
торами (3.6).
Применяя функциональное исчисление в банаховой алгебре ограни-

ченных операторов L(U) убедимся, что операторы (2.4) имеют вид

U(t) =

(
Eα(t

αΣBσ) O

ΠBσEα(t
αΣBσ) O

)
∈ L(U).

Осталось сослаться на теорему 2.

4. Линеаризованная система Осколкова
дробного порядка по времени

Рассмотрим начально-краевую задачу для линеаризованной в нуле
системы уравнений Осколкова дробного порядка по времени

∂kv

∂tk
(x, 0) = vk(x), x ∈ Ω, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (4.1)

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω ×R+, (4.2)

Dα
t (1− χΔ)v(x, t) = νΔv(x, t)− r(x, t), (x, t) ∈ Ω× R+, (4.3)

∇ · v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× R+. (4.4)

В случае α = 1 она в линейном приближении моделирует динамику
вязкоупругой жидкости Кельвина–Фойгта [4]. Здесь Ω ⊂ R

n — огpани-
ченная область с гpаницей ∂Ω класса C∞. Параметр χ ∈ R, как правило,
характеризует упругие свойства жидкости, а параметр ν ∈ R — её
вязкие свойства. Вектор-функции v = (v1, v2, . . . , vn) (вектор скорости
жидкости), r = (r1, r2, . . . , rn) (градиент давления) неизвестны. Че-
рез m, как и прежде, обозначено наименьшее натуральное число, не
превосходимое числом α > 0.
Пусть L2 = (L2(Ω))

n, H1 = (W 1
2 (Ω))

n, H2 = (W 2
2 (Ω))

n. Замыкание
линеала L = {v ∈ (C∞

0 (Ω))n : ∇ · v = 0} по ноpме L2 обозначим через
Hσ, а по норме H1 — через H1

σ. Будем использовать также обозначения
H

2
σ = H

1
σ ∩H

2, Hπ — оpтогональное дополнение к Hσ в L2, Σ : L2 → Hσ,
Π = I − Σ — соответствующие оpтопpоектоpы.
Оператор A = ΣΔ, продолженный до замкнутого оператора в про-

странстве Hσ с областью определения H
2
σ, имеет вещественный, отри-

цательный, дискретный, конечнократный спектр, сгущающийся только
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на −∞ [3]. Обозначим через {λk} его собственные значения, занумеро-
ванные по невозрастанию с учетом кратности, а через {ϕk} — ортонор-
мированную систему соответствующих собственных функций, которая
образует базис в Hσ [3].
Учитывая уравнение несжимаемости (4.4), положим U = H

2
σ × Hπ,

V = L2 = Hσ ×Hπ,

L =

(
I − χA O

−χΠΔ O

)
∈ L(U;V), M =

(
νA O

νΠΔ −I
)

∈ L(U;V). (4.5)

Лемма 2. Пусть χ, ν �= 0, χ−1 /∈ σ(A), операторы L и M заданы фор-
мулами (4.5). Тогда оператор M (L, 0)-ограничен, проекторы имеют
вид

P =

(
I O

νΠΔ(I − χA)−1
O

)
, Q =

(
I O

−χΠΔ(I − χA)−1
O

)
.

Доказательство. Возьмем в используемом в работе [2] операторе Dw =
ν∇2w− (ṽ · ∇)w− (w · ∇)ṽ функцию ṽ ≡ 0 и получим рассматриваемые
операторы L и M . В [2, теорема 16] доказана (L, σ)-ограниченность
оператора M и установлено, что M сильно (L, 0)-радиален. Поэтому
H = O и оператор M (L, 0)-ограничен. Там же найдены проекторы, в
формулах для которых с учетом сказанного выше надо заменить ΣD
на νA.

Так же, как для системы уравнений Соболева, с помощью теоремы
2 доказывается следующее утверждение.

Теорема 4. Пpи любых vk ∈ H
2
σ, k = 0, 1, . . . ,m − 1, существует

единственное решение задачи (4.1)–(4.4), при этом оно имеет вид

v(x, t) =

m−1∑
k=0

Jk
t Eα(t

αν(I − χA)−1A)vk(x),

r(x, t) = νΠΔ(I − χA)−1
m−1∑
k=0

Jk
t Eα(t

αν(I − χA)−1A)vk(x).

Если vl /∈ Hσ при некотором l ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, то задача (4.1)–(4.4)
не имеет решения.

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству теоремы
3, при этом используется полученное в [2, теорема 16] выражение для
оператора RL

μ(M), которое в случае ṽ ≡ 0 примет вид

RL
μ(M) =

(
(μI − ν(I − χA)−1A)−1

O

νΠΔ(I − χA)−1(μI − ν(I − χA)−1A)−1
O

)
.
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Рассмотрим теперь случай χ−1 ∈ σ(A). Обозначим через M0 мно-
жество тех индексов k, для которых λk = χ−1, через M1 — множество
N \M0.

Лемма 3. [1] Пусть χ, ν �= 0, χ−1 ∈ σ(A), операторы L и M зада-
ны формулами (4.5). Тогда оператор M (L, 1)-ограничен, проекторы
имеют вид

P =

⎛⎜⎝
∑

k∈M1

〈·, ϕk〉ϕk O

ΠΔ
∑

k∈M1

ν〈·,ϕk〉ϕk

1−χλk
O

⎞⎟⎠ , Q =

⎛⎜⎝
∑

k∈M1

〈·, ϕk〉ϕk O

−χΠΔ ∑
k∈M1

〈·,ϕk〉ϕk

1−χλk
O

⎞⎟⎠ .

В соответствии с видом проектора P вместо начальных условий (4.1)
рассмотрим следующие условия

(1− χΔ)

(
∂kv

∂tk
(x, 0)− vk(x)

)
= 0, x ∈ Ω, k = 0, 1, . . . ,m− 1. (4.6)

Теорема 5. Пpи любых vk ∈ H
2
σ, k = 0, 1, . . . ,m − 1, существует

единственное решение задачи (4.2)–(4.4), (4.6), при этом оно имеет
вид

v(x, t) =
m−1∑
n=0

Jn
t

∑
k∈M1

Eα

(
tανλk
1− χλk

)
〈vk, ϕk〉ϕk(x),

r(x, t) = νΠΔ
m−1∑
n=0

Jn
t

∑
k∈M1

Eα

(
tανλk
1−χλk

)
1− χλk

〈vk, ϕk〉ϕk(x).

Если vl /∈ Hσ при некотором l ∈ {0, 1, . . . ,m−1}, то задача (4.2)–(4.4),
(4.6) не имеет решения.

Доказательство. Условие (4.6) равносильно заданию начальных дан-
ных для проекций вектора скорости на собственные функции ϕk, не
соответствующие собственному значению χ−1. Из вида проектора P
следует, что такое задание эквивалентно принадлежности начальных
данных подпространству U1 = imP .
Для получения вида решения воспользуемся полученной в работе [1,

теорема 3] формулой

RL
μ(M) =

⎛⎜⎜⎝
∑

k∈M1

〈·,ϕk〉ϕk(
μ− νλk

1−χλk

) O

ΠΔ

( ∑
k∈M1

ν〈·,ϕk〉ϕk

(1−χλk)
(
μ− νλk

1−χλk

) − χ
∑

k∈M0

〈·, ϕk〉ϕk

)
O

⎞⎟⎟⎠
и теоремой 2.
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D. M. Gordievskikh, V. E. Fedorov

Solutions for Initial Boundary Value Problems for Some De-
generate Equations Systems of Fractional Order with Respect to
the Time

Abstract. Solvability theorem for the Cauchy problem to a degenerate linear evolu-
tion equation of fractional order in a Banach space is used for deriving of necessary and
sufficient conditions of solvability for some arising in hydrodynamics equations systems
of fractional order with respect to the time. Solutions forms for considered problems
are obtained by means of functional calculus in the Banach algebra of linear bounded
operators.

Keywords: fractional differential equation, Sobolev system of equations, Oskolkov
system of equations, initial boundary value problem.
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