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Аннотация. Рассматривается задача оптимального распределенного и граничного
управления тепловым процессом, описываемым интегро-дифференциальным урав-
нением типа Фредгольма. Исследована однозначная разрешимость системы нели-
нейных интегральных уравнений оптимальных управлений. Найдены достаточные
условия существования и единственности ее решения и задачи нелинейной опти-
мизации. Разработан алгоритм построения приближенных решений и доказаны их
сходимость по оптимальному управлению, оптимальному процессу и функционалу,
отмечено, что следует различать три вида приближений оптимального процесса.

Ключевые слова: функционал, принцип максимума, оптимальное управление,
система нелинейных интегральных уравнений, приближенное решение, сходимость.

В данной статье согласно методике работы [3] исследована однознач-
ная разрешимость системы нелинейных интегральных уравнений, полу-
ченных относительно распределенного и граничного управлений. Для
задачи оптимизации найдены достаточные условия однозначной раз-
решимости и указан алгоритм построения решения задачи нелинейной
оптимизации со сколь угодной точностью в виде тройки((

u0(t), ϑ0(t)
)
, ν0(t, x), I

[
u0(t), ϑ0(t)

])
,

где u0(t) и ϑ0(t) — оптимальные управления, ν0(t, x) — оптимальный
процесс, I

[
u0(t), ϑ0(t)

]
– минимальное значение функционала. При по-

строении приближений оптимального процесса отмечено, что следует
различать три вида приближений, т. е. приближение по резольвенте,
приближение, соответствующее приближенному оптимальному управ-
лению, и приближение, определяемое конечной суммой, которое исполь-
зуется на практике.
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1. Задача оптимального управления

В этой статье изложены результаты, которые являются продолже-
нием работы [1]. Поэтому, сохраняя обозначения работы [1], рассмот-
рим задачу нелинейной оптимизации, где требуется минимизировать
функционал

I(u, ϑ) =

∫ 1

0

[
ν(T, x)− ξ(x)

]2
dx+

+β

∫ T

0

{∫ 1

0
q2[t, x, u(t, x)]dx + θ2[t, ϑ(t)]

}
dt,

β > 0, 0 < x < 1, 0 < t ≤ T,

(1.1)

на множестве решений краевой задачи

νt = νxx + μ

∫ T

0
K(t, τ)ν(τ, x)dτ + f [t, x, u(t, x)], (1.2)

ν(0, x) = ψ(x), 0 < x < 1, (1.3)

νx(t, 0) = 0, νx(t, 1) + αν(t, 1) = p[t, ϑ(t)], (0 < t ≤ T ), (1.4)

где K(t, τ) — заданная функция, она определена в области D = {0 ≤
t ≤ T, 0 ≤ τ ≤ T} и удовлетворяет условию∫ T

0

∫ T

0
K2(t, τ)dτdt = K0 <∞, (1.5)

т.е. K(t, τ) ∈ H(D); ξ(x), ψ(x) ∈ H(0, 1) — заданные функции;
f [t, x, u(t, x)] ∈ H(Q), p[t, ϑ(t)] ∈ H(0, T ) – функции внешних источни-
ков, которые нелинейно зависят от функции управления u(t, x) ∈ H(Q)
и ϑ(t) ∈ H(0, T ), причем имеют место соотношения

fu[t, x, u(t, x)] 
= 0, pϑ[t, ϑ(t)] 
= 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, 1), (1.6)

известные функции q[t, x, u(t, x)] ∈ H(Q) и θ[t, ϑ(t)] ∈ H(0, T ) – выпук-
лы по функциональным переменным u(t, x) и ϑ(t), соответсвенно, μ —
параметр, постоянная α > 0, T — фиксированный момент времени,
Q = {0 < x < 1; 0 < t < T}, H(Y ) — гильбертово пространство
квадратично суммируемых функций, определенных на множестве Y .

Как показано в работе [1], компоненты оптимального векторного
управления {u(t, x), ϑ(t)} удовлетворяют системе нелинейных интегра-
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льных уравнений вида

β
q(t, x, u(t, x))qu(t, x, u(t, x))

fu(t, x, u(t, x))
=

∞∑
n=1

(En(T, t, μ)ln−

−
∫ T

0
En(T, t, μ)εn(T, τ, μ)[fn(τ, u) + zn(1)p(τ, ϑ(τ))]dτ)zn(x),

β
θ(t, ϑ(t))θϑ(t, ϑ(t))

pϑ(t, ϑ(t))
=

∞∑
n=1

(En(T, t, μ)ln −
∫ T

0
En(T, t, μ)εn(T, τ, μ)×

×[fn(τ, u) + zn(1)p(τ, ϑ(τ))]dτ)zn(1),

(1.7)

где zn(x), n = 1, 2, 3, . . . , — ортонормированная система функций, опре-
деленных в H(0, 1)(см. [1]),

En(T, t, μ) = e−λ
2
n(T−t) + μ

∫ T

0
R̃n(s, t, μ)e

−λ2n(T−s)ds, (1.8)

εn(T, τ, μ) = e−λ
2
n(T−τ) + μ

∫ T

0
Rn(T, s, μ)e

−λ2n(s−τ)ds, (1.9)

ln = ξn − ψn[e
−λ2nT + μ

∫ T

0
Rn(T, s, μ)e

−λ2nsds], (1.10)

где Rn(t, s, μ) и R̃n(s, t, μ) — резольвенты, которые возникают при по-
строении решений основной и сопряженной краевых задач, и дополни-
тельным условиям

pϑ (t, ϑ(t))
∂

∂ϑ

(θ(t, ϑ(t))θϑ(t, ϑ(t))
pϑ (t, ϑ(t))

)
> 0,

fu (t, x, u(t, x))
∂

∂u

(q(t, x, u(t, x))qu(t, x, u(t, x))
fu (t, x, u(t, x))

)
> 0.

(1.11)

Система нелинейных интегральных уравнений (1.7) решается согласно
методике [3]. Положим

β
q(t, x, u(t, x))qu(t, x, u(t, x))

fu(t, x, u(t, x))
= b1(t, x),

β
θ(t, ϑ(t))θϑ(t, ϑ(t))

pϑ(t, ϑ(t))
= b2(t),

(1.12)
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где

b1(t, x) =

∞∑
n=1

En(T, t, μ){ln−

−
∫ T

0
εn(T, τ, μ)

[ ∫ 1

0
f(τ, y, ϕ1(τ, y, b1(τ, y), β))zn(y)dy+

+zn(1)p[τ, ϕ2(τ, b2(τ), β)]
]
dτ}zn(x),

b2(t) =

∞∑
n=1

En(T, t, μ){ln−

−
∫ T

0
εn(T, τ, μ)

[ ∫ 1

0
f(τ, y, ϕ1(τ, y, b1(τ, y), β))zn(y)dy+

+zn(1)p[τ, ϕ2(τ, b2(τ), β)]
]
dτ}zn(1).

В силу условия монотонности функций f [t, x, u(t, x)] и p[t, ϑ(t)] по функ-
циональным переменным из (1.12) функции u(t, x) и ϑ(t) определяются
однозначно, т. е. существуют функции ϕ1(·) и ϕ2(·), такие что

u(t, x) = ϕ1(t, x, b1(t, x), β),

ϑ(t) = ϕ2(t, b2(t), β).
(1.13)

Введем обозначения

B[b1(t, x), b2(t)] = (b1(t, x), b2(t)), L[l1(t, x), l2(t)] = (l1(t, x), l2(t)),

χ[B(b1(t, x), b2(t))] = (χ1[B(b1(t, x), b2(t))], χ2[B(b1(t, x), b2(t))]),

где l1(t, x) =
∑∞

n=1En(T, t, μ)lnzn(x), l2(t) =
∑∞

n=1En(T, t, μ)lnzn(1),

χ1[B(b1(t, x), b2(t))] =

∞∑
n=1

En(T, t, μ)

∫ T

0
εn(T, τ, μ)×

×{
∫ 1

0
f(τ, y, ϕ1[τ, y, b1(τ, y), β])zn(y)dy+zn(1)p(τ, ϕ2[τ, b2(τ), β])}dτzn(x),

χ2[B(b1(t, x), b2(t))] =
∞∑
n=1

En(T, t, μ)

∫ T

0
εn(T, τ, μ)×

×{
∫ 1

0
f(τ, y, ϕ1[τ, y, b1(τ, y), β])zn(y)dy+zn(1)p(τ, ϕ2[τ, b2(τ), β])}dτzn(1).

С учетом этих обозначений систему нелинейных интегральных уравне-
ний (1.7) представим в операторной форме

B[b1(t, x), b2(t)] = L[l1(t, x), l2(t)]− χ[B(b1(t, x), b2(t))]. (1.14)
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Лемма 1. Вектор функция L[l1(t, x), l2(t)] является элементом про-
странства H(Q)×H(0, T ).

Доказательство. При вычислении будем пользоваться интегральным
неравенством Коши – Буняковского и следующими соотношениями∫ 1

0
z2n(x)dx = 1,

∫ T

0
R̃2
n(s, t, μ)ds ≤

K0

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

,∫ T

0
R2
n(T, s, μ)ds ≤

K0

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

,

(n− 1)π < λn <
π

2
(2n − 1),

∞∑
n=1

1

λ2n
<

1

λ21
+

1

6
.

Эти соотношения в дальнейшем будут использованы неоднократно. Не-
посредственными вычислениями имеем следующие неравенства

1)

∫ T

0

∫ 1

0
l21(t, x)dxdt =

∫ T

0

∫ 1

0
(

∞∑
n=1

En(T, t, μ)lnzn(x))
2dxdt =

=

∫ T

0

∞∑
n=1

E2
n(T, t, μ)l

2
ndt ≤

∫ T

0

∞∑
n=1

(e−λ
2
n(T−t)+

+μ

∫ T

0
R̃n(s, t, μ)e

−λ2n(T−s)ds)2l2ndt ≤ 2
∞∑
n=1

(

∫ T

0
e−2λ2n(T−t)dt+

+μ2
∫ T

0

∫ T

0
R̃2
n(s, t, μ)ds

∫ T

0
e−2λ2n(T−s)dsdt)l2n ≤

≤
∞∑
n=1

1

λ2n
(1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

)l2n ≤ (1 +
μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

)×

×
∞∑
n=1

1

λ2n
(ξn − ψn[e

−λ2nT + μ

∫ T

0
Rn(T, s, μ)e

−λ2nsds])2 ≤

≤ (1 +
μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

)

∞∑
n=1

2

λ2n
(ξ2n + 2ψ2

n[e
−2λ2nT+

+μ2
∫ T

0
R2
n(T, s, μ)ds

∫ T

0
e−2λ2nsds]) ≤ 2(1 +

μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

)×

×
(
‖ξ(x)‖2H(0,1) + 2‖ψ(x)‖2H(0,1)(1 +

μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

)
)
(
1

λ21
+

1

6
) <∞.

2) Используя неравенство Коши – Буняковского для суммы, оценку
z2n(x) ≤ 2, для любого x ∈ [0, 1], и результат проведенных выше вычис-
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лений имеем неравенство∫ T

0
l22(t)dt =

∫ T

0
(

∞∑
n=1

En(T, t, μ)lnzn(1))
2dt =

=

∫ T

0

∞∑
n=1

z2n(1)E
2
n(T, t, μ)

∞∑
n=1

l2ndt ≤ 2

∫ T

0

∞∑
n=1

(e−λ
2
n(T−t)+

+μ

∫ T

0
R̃n(s, t, μ)e

−λ2n(T−s)ds)2dt
∞∑
n=1

l2n ≤

≤ 4

∞∑
n=1

(
1

2λ2n
(1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

)2

∞∑
n=1

(ξ2n + ψ2
n[e

−λ2nT+

+μ

∫ T

0
Rn(T, s, μ)e

−λ2nsds])2 ≤ 4(1 +
μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

)×

×
∞∑
n=1

1

λ2n

∞∑
n=1

(ξ2n + 2ψ2
n[1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

]) ≤

≤4(1+
μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

)(
1

λ21
+

1

6
)(‖ξ(x)‖2H(0,1)+

+2[1 +
μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

]‖ψ(x)‖2H(0,1)) <∞.

Учитывая эти неравенства и согласно соотношению

‖L[l1(t, x), l2(t)]‖2H(Q)×H(0,T ) =

∫ T

0

∫ 1

0
l21(t, x)dxdt +

∫ T

0
l22(t)dt,

получим утверждение леммы.

Лемма 2. Оператор χ[·] переводит пространство H(Q) × H(0, T ) в
себя.

Доказательство. Учитывая (1.9) и соотношения, использованные при
доказательстве леммы 1, непосредственными вычислениями имеем сле-
дующие неравенства

1)

∫ T

0

∫ 1

0
χ2
1[B(b1(t, x), b2(t))]dxdt =

=

∫ T

0

∫ 1

0
(

∞∑
n=1

En(T, t, μ)

∫ T

0
εn(T, τ, μ){

∫ 1

0
f(τ, y, ϕ1[τ, y, b1(τ, y), β])×

×zn(y)dy + zn(1)p(τ, ϕ2[τ, b2(τ), β])}dτzn(x))2dxdt ≤

≤
∫ T

0

∞∑
n=1

E2
n(T, t, μ)

∫ T

0
ε2n(T, τ, μ)dτ×
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×2
∫ T

0
[(

∫ 1

0
f(τ, y, ϕ1[τ, y, b1(τ, y), β])zn(y)dy)

2+

+(zn(1)p(τ, ϕ2[τ, b2(τ), β]))
2]dτdt ≤ 2

∫ T

0

∞∑
n=1

E2
n(T, t, μ)dt×

×
∫ T

0
ε2n(T, τ, μ)dτ{

∫ T

0

∫ 1

0
f2(τ, y, ϕ1[τ, y, b1(τ, y), β])dydτ×

×
∫ 1

0
z2n(y)dy + 2

∫ T

0
p2(τ, ϕ2[τ, b2(τ), β])dτ} ≤

≤ 2
∞∑
n=1

1

λ2n
(1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

)2

∫ T

0
(e−2λ2n(T−τ)+

+μ2
∫ T

0
R2
n(T, s, μ)ds

∫ T

0
e−2λ2nsds)dτ(‖f(t, y, ϕ1[t, y, b1(t, y), β])‖2H(Q)+

+2‖p(t, ϕ2[t, b2(t), β])‖2H(0,T )) ≤

≤ 2
∞∑
n=1

1

λ2n
(1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

)
1

λ2n
(1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

)×

×(‖f(t, y, ϕ1[t, y, b1(t, y), β])‖2H(Q) + 2‖p(t, ϕ2[t, b2(t), β])‖2H(0,T )) ≤

≤ 2(1 +
μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

)2(‖f(t, y, ϕ1[t, y, b1(t, y), β])‖2H(Q)+

+2‖p(t, ϕ2[t, b2(t), β])‖2H(0,T ))

∞∑
n=1

1

λ4n
≤ 2(1 +

μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

)2×

×( 1
λ41

+
1

π4
4

3
)(‖f(t, y, ϕ1[t, y, b1(t, y), β])‖2H(Q)+

+2‖p(t, ϕ2[t, b2(t), β])‖2H(0,T )) <∞,

2)

∫ T

0
χ2
2[B(b1(t, x), b2(t))]dt =

∫ T

0
(

∞∑
n=1

zn(1)En(T, t, μ)×

×
∫ T

0
εn(T, τ, μ){

∫ 1

0
f(t, y, ϕ1(t, y, b1[t, y], β))zn(y)dy+

+zn(1)p(τ, b2(τ), β)}dτ)2dt ≤
∫ T

0

∞∑
n=1

z2n(1)E
2
n(T, t, μ)

∞∑
n=1

ε2n(T, τ, μ)dτ×

×2
∫ T

0
(

∫ 1

0
(f2(t, y, ϕ1(t, y, b1[t, y], β))zn(y)dy)

2+

+z2n(1)p
2(τ, ϕ2[τ, b2(τ), β]))dτdt ≤
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≤ 4
∞∑
n=1

1

λ2n
(1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

)
∞∑
n=1

1

λ2n
(1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|
√
K0T )2

)×

×{‖f [t, y, ϕ1(t, y, b1[t, y], β)]‖2H(Q) + 2‖p[t, ϕ(t, b2(t), β)]‖2H(0,T )} ≤

≤ 4(1 +
μ2K0T

(
√

2λ21 − |μ|
√
K0T )2

)2(

∞∑
n=1

1

λ2n
)2{‖f(t, y, ϕ1(t, y, b1[t, y], β))‖2H(Q)+

+2‖p(τ, b2(τ), β)‖2H(0,T )} <∞.

Учитывая эти неравенства и соотношение

‖χ[B(b1(t, x), b2(t))]‖2H(Q)×H(0,T ) = ‖χ1[B(b1(t, x), b2(t))]‖2H(Q)+

+‖χ2[B(b1(t, x), b2(t))]‖2H(0,T ),

получим утверждение леммы.

Лемма 3. Пусть функции f [t, x, u(t, x)], p[t, ϑ(t)], ϕ1 [t, x, b1(t, x), β],
ϕ2[t, b2(t), β] удовлетворяют условиям Липшица, т. е. имеют место
неравенства

‖f(t, x, ϕ1[t, x, b1(t, x), β]) − f(t, x, ϕ1[t, x, b̄1(t, x), β])‖2H(Q) ≤
≤ f20 ‖ϕ1[t, x, b1(t, x), β] − ϕ1[t, x, b̄1(t, x), β]‖2H(Q) ≤

≤ f20ϕ
2
01(β)‖b1(t, x) − b̄1(t, x)‖2H(Q), f0 > 0, ϕ01(β) > 0,

‖p[t, ϕ2(t, b2(t), β)] − p[t, ϕ2(t, b̄2(t), β)]‖2H(0,T ) ≤
≤ p20‖ϕ2(t, b2(t), β) − ϕ2(t, b̄2(t), β)‖2H(0,T )) ≤

≤ p20ϕ
2
02(β)‖b2(t)− b̄2(t)‖2H(0,T ), p0 > 0, ϕ02(β) > 0.

Тогда при выполнении условия

γ =

⎛⎜⎝1 +
μ2K0T(√

2λ21 − |μ|
√
K0T

)2
⎞⎟⎠×

×M0(β)

(
2

[
1

λ41
+

1

π4
4

3

]
+ 4

(
1

λ21
+

1

6

)2
) 1

2

< 1,

где
M2

0 (β) = f20ϕ
2
01 (β) + 2p20ϕ

2
02 (β) ,

χ[·] является сжимающим оператором.
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Доказательство. Проводя аналогичные вычисления, как в доказатель-
стве леммы 2, имеем неравенство

‖χ[B(b1(t, x), b2(t))]− χ[B(b̄1(t, x), b̄2(t))]‖2H(Q)×H(0,T ) ≤

≤ γ2
{∥∥b1 (t, x)− b̄1(t, x)

∥∥2
H(Q)

+
∥∥b2 (t)− b̄2(t)

∥∥2
H(0,T )

}
=

= γ2
∥∥B(b1(t, x), b2(t))−B(b̄1(t, x), b̄2(t))

∥∥2
H(Q)×H(0,T )

,

из которого следует утверждение леммы.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.6), лемм 1–3 и пара (f, p)
удовлетворяет условию (1.11). Тогда при выполнении условия γ < 1
операторное уравнение (1.14) имеет единственное решение в прост-
ранстве H(Q)×H(0, T ) .

Доказательство. Утверждение теоремы следует из известной теоремы
функционального анализа о принципе сжимающих отображений [2].

Решение операторного уравнения определяется методом последова-
тельных приближений

Bn [b1n(t, x), b2n(t)] = L [b1(t, x), b2(t)]− χ [B(b1n−1(t, x), b2n−1(t))] ,

где n = 1, 2, 3 . . . , вектор-функция (b10(t, x), b20(t)) является произволь-
ной. Точное решение операторного уравнения

(
b01(t, x), b

0
2(t)

)
определя-

ется соотношением(
b01(t, x), b

0
2(t)

)
= lim

n→∞
(b1n(t, x), b2n(t))

и имеет место оценка∥∥B [b01(t, x), b02(t)]−B [b1n(t, x), b2n(t)]
∥∥
H(Q)×H(0,T )

≤

≤ γn

1− γ
‖L [b10(t, x), b20(t)]− χ [b10(t, x), b20(t)]−

−B [b10(t, x), b20(t)] ‖H(Q)×H(0,T ). (1.15)

Далее решение операторного уравнения
(
b01(t, x), b

0
2(t)

)
подставляя в

(1.13), находим компоненты векторного оптимального управления{
u0(t, x) = ϕ1[t, x, b

0
1(t, x), β],

ϑ0(t) = ϕ2[t, b
0
2(t), β].

(1.16)
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Имея оптимальное распределенное и граничное управления находим
оптимальный процесс

ν0(t, x) =

∞∑
n=1

{
ψn

[
e−λ

2
nt + μ

∫ T

0
Rn(t, s, μ)e

−λ2nsds

]
+

+

∫ T

0
εn(t, τ, μ)

[∫ 1

0
f(τ, y, u0(τ, y))zn(y)dy + zn(1)p(τ, ϑ

0(τ))

]
dτ

}
zn(x).

(1.17)

После этого минимальное значение функционала вычислим по формуле

I(u0, ϑ0) =

∫ 1

0

[
ν0(T, x)− ξ(x)

]2
dx+

+β

∫ T

0

{∫ 1

0
q2
(
t, x, u0(t, x)

)
dx+ θ2

(
t, ϑ0(t)

)}
dt. (1.18)

Найденная тройка
((
u0(t, x), ϑ0(t)

)
, ν0(t, x), I0[u0(t, x), ϑ0(t)]

)
является

решением задачи нелинейной оптимизации.

2. Приближенные решения задачи оптимизации и их
сходимость

Поскольку оптимальный процесс и минимальное значение функцио-
нала определяются как сумма бесконечного ряда, то пользоваться ими
на практике почти невозможно. Поэтому разрабатывают алгоритм по-
строения приближенных решений и доказывают их сходимость.
I. Приближения оптимальных управлений и их сходимость
Приближенное решение операторного уравнения (1.14), подставляя в
(1.13), получим n-е приближение оптимальных управлений, т. е.⎧⎨⎩

un(t, x) = ϕ1(t, x, b1n(t, x), β),

ϑn(t) = ϕ2(t, b2n(t), β).
(2.1)

Поскольку

‖u0(t, x) − un(t, x)‖2H(Q) = ‖ϕ1

(
t, x, b01(t, x), β

)
−

−ϕ1

(
t, x, b1n(t, x), β

)
‖2H(Q) ≤ ϕ2

10(β)‖b01(t, x)−
−b1n(t, x)‖2H(Q),

‖ϑ0(t)− ϑn(t)‖2H(0,T ) = ‖ϕ2

(
t, b02(t), β

)
− ϕ2

(
t, b2n(t), β

)
‖2H(0,T ) ≤

≤ ϕ2
20(β)‖b02(t)− b2n(t)‖2H(0,T ),
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то из неравенства

‖u0(t, x)− un(t, x)‖2H(Q) + ‖ϑ0(t)− ϑn(t)‖2H(0,T ) ≤
≤ ϕ2

10(β)‖b01(t, x)− b1n(t, x)‖2H(Q) + ϕ2
20(β)‖b02(t)− b2n(t)‖2H(0,T ) ≤

≤ ϕ2
0(β){‖b01(t, x)− b1n(t, x)‖2H(Q) + ‖b02(t)− b2n(t)‖2H(0,T )} ≤

≤ ϕ2
0(β)

∥∥∥B(b01(t, x), b02(t)) −B
(
b1n(t, x), b2n(t)

)∥∥∥2
H(Q)×H(Q)

,

где
ϕ2
0(β) = ϕ2

10(β) + ϕ2
20(β),

согласно (1.15), следует сходимость приближений оптимальных управ-
лений, т. е.

‖u0(t, x)− un(t, x)‖2H(Q) −−−→n→∞
0,

‖ϑ0(t)− ϑn(t)‖2H(0,T ) −−−→n→∞
0.

II. Приближения оптимального процесса и их сходимость.

2.1 m-ое приближение и его сходимость по резольвенте.
Резольвента Rn(t, s, μ) определяется как сумма бесконечного ряда и не
всегда удается выписать ее в явном виде. Обозначим через Rmn (t, s, μ)m-
е приближение резольвенты при каждом фиксированном n = 1, 2, 3, . . .
и выписываем соответствующее решение краевой задачи (1.2) – (1.4) в
виде

νm(t, x) =

∞∑
n=1

(
ψn

[
e−λ

2
nt + μ

∫ T

0
Rmn (t, s, μ)e

−λ2nsds
]
+

∫ T

0
εmn (t, τ, μ)×

×
[ ∫ 1

0
f
(
τ, y, u0(τ, y)

)
zn(y)dy + zn(1)p

(
τ, ϑ0(τ)

)]
dτ

)
zn(x), (2.2)

назовем это решениеm-м приближением оптимального процесса ν0(t,x).
Учитывая следующие оценки

1)

∫ T

0

(
Rn(t, s, μ)−Rmn (t, s, μ)

)2
ds ≤

∫ T

0

( ∞∑
i=m+1

|μ|i−1
∣∣Kn,i(t, s)

∣∣)2

ds≤

≤
∫ T

0

∫ T

0
K2(η, s)dη

1

2λ2n

[ ∞∑
i=m+1

(
|μ|
√
K0T

2λ2n

)i−1]2
ds ≤

≤ K0

2λ2n

(
|μ|
√
K0T

2λ2n

)2m

×
(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ2n

)2

;
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2)

∫ T

0

(
εn(t.τ, μ) − εmn (t.τ, μ)

)2
dτ =

∫ t

0

(
εn(t.τ, μ)− εmn (t.τ, μ)

)2
dτ+

+

∫ T

t

(
εn(t.τ, μ) − εmn (t.τ, μ)

)2
dτ =

=

∫ t

0

(
μ

∫ T

τ

[
Rn(t, s, μ)−Rmn (t, s, μ)

]
e−λ

2
n(s−τ)ds

)2
dτ+

+

∫ T

t

(
μ

∫ T

τ

[
Rn(t, s, μ)−Rmn (t, s, μ)

]
e−λ

2
n(s−τ)ds

)2
dτ ≤

≤ μ2
∫ T

0

∫ T

0

[
Rn(t, s, μ)−Rmn (t, s, μ)

]2
ds

∫ T

0
e−2λ2n(s−τ)dsdτ ≤

≤ μ2
∫ T

0

K0

2λ2n

(
|μ|
√
K0T

2λ2n

)2m(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ2n

)2 1

2λ2n
dτ =

=
μ2K0T

4λ4n

(
|μ|
√
K0T

2λ2n

)2m(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ2n

)2

,

и соотношение

εmn (t, s, μ) =

{
e−λ

2
n(t−τ) + μ

∫ T
τ Rmn (t, s, μ)e

−λ2n(s−τ)ds, 0 ≤ τ ≤ t,

μ
∫ T
τ Rmn (t, s, μ)e

−λ2n(s−τ)ds, t ≤ τ ≤ T.
,

имеем неравенство

‖ν0(t, x)− νm(t, x)‖2H(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0

[ ∞∑
n=1

(
ψnμ

∫ T

0

[
Rn(t, s, μ)−

−Rmn (t, s, μ)
]
e−λ

2
nsds+

∫ T

0

(
εn(t, τ, μ)− εmn (t, τ, μ)

)
×

×
[ ∫ 1

0
f
(
τ, y, u(τ, y)

)
zn(y)dy + zn(1)p

(
τ, ϑ(τ)

)]
dτ

)
zn(x)

]2
dxdt ≤

≤ 2

∫ T

0

∞∑
n=1

{
ψ2
nμ

2

∫ T

0

(
Rn(t, s, μ)−Rmn (t, s, μ)

)2
ds

∫ T

0
e−2λ2nsds+

+

∫ T

0

(
εn(t, τ, μ)−εmn (t, τ, μ)

)2
dτ2

∫ T

0

[ ∫ 1

0
f2(t, y, u(t, y))dy‖zn(y)‖2H(0,1)+

+2p2(t, ϑ(t))
]
dτ

}
dt ≤ 2

∞∑
n=1

{
ψ2
n

μ2K0

2λ2n

(
|μ|
√
K0T

2λ2n

)2m

×
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×
(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ2n

)2 1

2λ2n
+2

μ2K0T

4λ4n

(
|μ|
√
K0T

2λ2n

)2m(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ2n

)2

×

×
(
‖f(t, x, u0[t, x])‖2H(Q) + 2‖p[t, ϑ0(t)]‖2H(0,T )

)}
≤

≤ μ2K0T

2

(
|μ|
√
K0T

2λ21

)2m(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ21

)2{
‖ψ(x)‖2H(0,1)+

+T
(
‖f(t, x, u0[t, x])‖2H(Q) + 2‖p[t, ϑ0(t)]‖2H(0,T )

)} ∞∑
n=1

1

λ4n
≤

≤ μ2K0T

2

(
|μ|
√
K0T

2λ21

)2m(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ21

)2{
‖ψ(x)‖2H(0,1)+

+T
(
‖f(t, x, u0[t, x])‖2H(Q) + 2‖p[t, ϑ0(t)]‖2H(0,T )

)}( 1

λ41
+

1

π4
4

3

)

×
(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ2n

)2 1

2λ2n
+ 2

μ2K0T

4λ4n

(
|μ|
√
K0T

2λ2n

)2m(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ2n

)2

×

×
(
‖f(t, x, u0[t, x])‖2H(Q) + 2‖p[t, ϑ0(t)]‖2H(0,T )

)}
≤

≤ μ2K0T

2

(
|μ|
√
K0T

2λ21

)2m(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ21

)2{
‖ψ(x)‖2H(0,1)+

+T
(
‖f(t, x, u0[t, x])‖2H(Q) + 2‖p[t, ϑ0(t)]‖2H(0,T )

)} ∞∑
n=1

1

λ4n
≤

≤ μ2K0T

2

(
|μ|
√
K0T

2λ21

)2m(
1− 1

ln |μ|
√

K0T
2λ21

)2{
‖ψ(x)‖2H(0,1)+

+T
(
‖f(t, x, u0[t, x])‖2H(Q) + 2‖p[t, ϑ0(t)]‖2H(0,T )

)}( 1

λ41
+

1

π4
4

3

)
,

из которого при m→∞ следует сходимость m-го приближения.
2.2 m,k-е приближение и его сходимость по оптимальному

управлению.
Приближение оптимального процесса, соответствующее k-му при-

ближению (uk(t, x), ϑk(t)) векторного оптимального управления
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(u0k(t, x), ϑ
0
k(t)), находим по формуле

νkm(t, x) =

∞∑
n=1

(
ψn

[
e−λ

2
nt + μ

∫ T

0
Rmn (t, s, μ)e

−λ2nsds
]
+

∫ T

0
εmn (t, τ, μ)×

×
[ ∫ 1

0
f
(
τ, y, uk(τ, y)

)
zn(y)dy + zn(1)p

(
τ, ϑk(τ)

)]
dτ

)
zn(x). (2.3)

Из соотношения

‖νm(t, x)− νkm(t, x)‖2H(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0

( ∞∑
n=1

{
ψn

[
e−λ

2
nt+

+μ

∫ T

0
Rmn (t, s, μ)e

−λ2nsds
]
+

∫ T

0
εmn (t, τ, μ)

[ ∫ 1

0
f
(
τ, y, u0(τ, y)

)
zn(y)dy+

+zn(1)p
(
τ, ϑ0(τ)

)]
dτ

}
zn(x)−

∞∑
n=1

{
ψn

[
e−λ

2
nt+μ

∫ T

0
Rmn (t, s, μ)e

−λ2nsds
]
+

+

∫ T

0
εmn (t, τ, μ)

[ ∫ 1

0
f
(
τ, y, uk(τ, y)

)
zn(y)dy+

+zn(1)p
(
τ, ϑk(τ)

)]
dτ

}
zn(x)

)2

dxdt =

=

∫ T

0

∞∑
n=1

(∫ T

0
εmn (t, τ, μ)

{∫ 1

0

[
f
(
τ, y, u0(τ, y)

)
−f

(
τ, y, uk(τ, y)

)]
zn(y)dy+

+zn(1)
[
p
(
τ, ϑ0(τ)

)
− p

(
τ, ϑk(τ)

)]}
dτ

)2

dt ≤

≤ 2

∫ T

0

∞∑
n=1

∫ T

0
ε2mn (t, τ, μ)dτ

∫ T

0

{(∫ 1

0

[
f
(
τ, y, u0(τ, y)

)
−

−f
(
τ, y, uk(τ, y)

)]
zn(y)dy

)2
+ z2n(1)

[
p
(
τ, ϑ0(τ)

)
− p

(
τ, ϑk(τ)

)]2}
dτdt ≤

≤ 2

∫ T

0

∞∑
n=1

∫ T

0
ε2n(t, τ, μ)dτ

{
‖f
(
τ, y, u0(τ, y)

)
− f

(
τ, y, uk(τ, y)

)
‖2H(Q)+

+2‖p
(
τ, ϑ0(τ)

)
− p

(
τ, ϑk(τ)

)
‖2H(0,T )

}
dt ≤

≤ 2

∫ T

0

∞∑
n=1

1

λ2n

(
1 +

μ2K0T(√
2λ2n − |μ|

√
K0T

)2){‖f(t, x, u0(t, x))−
−f

(
t, x, uk(t, x)

)
‖2H(Q) + 2‖p

(
t, ϑ0(t)

)
− p

(
t, ϑk(t)

)
‖2H(0,T )

}
dt ≤
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≤ 2T

(
1 +

μ2K0T(√
2λ21 − |μ|

√
K0T

)2)( 1

λ21
+

1

6

)
×
{
‖f
(
t, x, u0(t, x)

)
−

−f
(
t, x, uk(t, x)

)
‖2H(Q) + 2‖p

(
t, ϑ0(t)

)
− p

(
t, ϑk(t)

)
‖2H(0,T )

}
≤

≤M2
0

{∥∥u0(t, x) − uk(t, x)
∥∥2
H(Q)

+
∥∥ϑ0(t)− ϑk(t)

∥∥2
H(0,T )

}
∀m−−−→
k→∞

0,

где M2
0 = f20 + 2p20, которое получено непосредственным вычислением,

следует сходимость m,k-го приближения при каждом фиксированном
m.
2.3 m,k, r-е приближение, используемое на практике, и его схо-
димость.

Приведенные выше приближения оптимального процесса малоприго-
дны для использования в приложениях. Поэтому возникает необходи-
мость построения приближения оптимального процесса,которыми мож-
но пользоваться на практике. Таким приближением является функция

νk,rm (t, x) =
∞∑
n=1

(
ψn

[
e−λ

2
nt + μ

∫ T

0
Rmn (t, s, μ)e

−λ2nsds
]
+

∫ T

0
εmn (t, τ, μ)×

×
[ ∫ 1

0
f
(
τ, y, uk(τ, y)

)
zn(y)dy + zn(1)p

(
τ, ϑk(τ)

)]
dτ

)
zn(x), (2.4)

называемая m,k, r-м приближением оптимального процесса ν0(t, x).
Из соотношения

‖νkm(t, x)− νk,rm (t, x)‖2H(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0

( ∞∑
n=r+1

{
ψn
[
e−λ

2
nt+

+μ

∫ T

0
Rmn (t, s, μ)e

−λ2nsds
]
+

∫ T

0
εmn (t, τ, μ)

(∫ 1

0
f(τ, y, uk(τ, y))zn(y)dy+

+zn(1)p
(
τ, ϑk(τ)

))
dτ
}
zn(x)

)2

dxdt =

= 2

∫ T

0

∞∑
n=r+1

{
2ψ2

n

[
e−2λ2nt + μ2

∫ T

0
R2
n(t, s, μ)ds

∫ T

0
e−2λnsds

]
+

+2

∫ T

0
ε2n(t, τ, μ)dτ

[∥∥f(t, x, uk(t, x))∥∥2H(Q)
+ 2

∥∥p(t, ϑk(t))∥∥2H(0,T )

]}
dt ≤

≤ 2

∞∑
n=r+1

{
ψ2
n

λ2n

(
1 +

μK0T(√
2λ2n − |μ|

√
K0T

)2)+
+
2T

λ2n

(
1 +

μK0T(√
2λ2n − |μ|

√
K0T

)2)}[‖f(t, x, uk(t, x))∥∥2H(Q)
+
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+2
∥∥p(t, ϑk(t))∥∥2H(0,T )

]
≤ 4

(
1 +

μK0T(√
2λ2n − |μ|

√
K0T

)2){‖ψ(x)‖2H(0,1)+

+2T
[∥∥f(t, x, uk(t, x))∥∥2H(Q)

+ 2
∥∥p(t, ϑk(t))∥∥2H(0,T )

]} ∞∑
n=1

1

λ2n

∀m,k−−−→
r→∞

0,

которое получено непосредственным вычислением, следует сходимость
m,k, r− приближения при каждой фиксированной паре (m,k).
2.4 Сходимость m,k, r-го приближения к оптимальному про-
цессу следует из соотношения

‖ν0(t, x) − νk,rm (t, x)‖H(Q) ≤ ‖ν0(t, x)− νm(t, x)‖H(Q)+

+‖νm(t, x)− νkm(t, x)‖H(Q) + ‖νkm(t, x)− νk,rm (t, x)‖H(Q) −−−−−−→
m,k,r→∞

0.

III. Приближения минимального значения функционала и
их сходимость
В соответствии с приближениями оптимального процесса будем разли-
чать следующие приближения минимального значения функционала

I[u0, ϑ0] =

∫ 1

0

[
ν(T, x)− ξ(x)

]2
dx+ β

∫ T

0

{∫ 1

0
q2[t, x, u0(t, x)]dx+

+θ2[t, ϑ0(t)]

}
dt.

3.1 m-е приближение функционала вычислим по формуле

Im[u
0, ϑ0] =

∫ 1

0

[
νm(T, x)− ξ(x)

]2
dx+ β

∫ T

0

{∫ 1

0
q2[t, x, u0(t, x)]dx+

+θ2[t, ϑ0(t)]

}
dt.

Его сходимость следует из соотношения∣∣I(u0, ϑ0)− Im(u
0, ϑ0)

∣∣ ≤ ‖ν0(T, x) + νm(T, x)− 2ξ(x)‖H(0,1)×
×‖ν0(T, x)− νm(T, x)‖H(0,1) −−−−→

m→∞
0.

3.2 m,k-е приближение функционала вычислим по формуле

Im[uk, ϑk] =

∫ 1

0

[
νkm(T, x)− ξ(x)

]2
dx+ β

∫ T

0

{∫ 1

0
q2[t, x, uk(t, x)]dx+

+θ2[t, ϑk(t)]

}
dt.
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Его сходимость при каждом фиксированном m = 1, 2, 3, . . . следует из
соотношения∣∣Im(u0, ϑ0)−Im(uk, ϑk)∣∣ ≤ ‖νm(T, x)+νkm(T, x)−2ξ(x)‖H(0,1)‖νm(T, x)−
−νkm(T, x)‖H(0,1) + {‖q[t, x, u0(t, x)] + q[t, x, uk(t, x)]‖H(Q)q0‖u0(t, x)−

−uk(t, x)‖H(Q) + ‖θ0[t, ϑ0(t)] + θk[t, ϑk(t)]‖H(0,T )θ0‖ϑ0(t)−

−ϑk(t)‖H(0,T )}
∀m−−−→
k→∞

0, q0 > 0, θ0 > 0.

3.3 m,k, r-е приближение функционала вычислим по формуле

Irm[uk, ϑk] =

∫ 1

0

[
νk,rm (T, x)− ξ(x)

]2
dx+ β

∫ T

0

{∫ 1

0
q2[t, x, uk(t, x)]dx+

+θ2[t, ϑk(t)]

}
dt.

Его сходимость следует из соотношения∣∣Im(uk, ϑk)− Irm(uk, ϑk)
∣∣ ≤ ‖νkm(T, x) + νk,rm (T, x)−

−2ξ(x)‖H(0,1)‖νkm(T, x)− νk,rm (T, x)‖H(0,1)
∀m,k−−−→
r→∞

0.

3.4 Сходимость приближения Irm[uk, ϑk] к минимальному значе-
нию функционала I[u0, ϑ0] следует из соотношения∣∣I(u0, ϑ0)− Irm(uk, ϑk)

∣∣ ≤ ∣∣I(u0, ϑ0)− Im(u
0, ϑ0)

∣∣+
+
∣∣Im(u0, ϑ0)− Im(uk, ϑk)

∣∣+ ∣∣Im(uk, ϑk)− Irm(uk, ϑk)
∣∣ −−−−−−→
m,k,r→∞

0.

Такимобразомдоказанасходимостьприближенийрешениязадачи не-
линейной оптимизации к точному решению по оптимальному управле-
нию, оптимальному процессу и минимальному значению функционала.
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