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Аннотация. Группа G насыщена группами из множества групп, если любая конеч-
ная подгруппа K из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной некоторой
группе из X. Множество X из приведенного выше определения называется насы-
щающим множеством для группы. Под группой Шункова G понимается группа, в
которой для любой её конечной подгруппы H в фактор-группе NG(H)/H любые два
сопряженных элемента простого порядка порождают конечную подгруппу. Группа
Шункова не обязана быть периодической. Поэтому вопрос о расположении элемен-
тов конечного порядка в группе Шункова с условием насыщенности приходится
решать отдельно. Если в группе G все элементы конечных порядков содержатся в
периодической подгруппе группы G, то она называется периодической частью груп-
пы G. Ранее доказано, что периодическая группа Шункова, насыщенная конечными
простыми неабелевыми группами лиева типа ранга 1, изоморфна группе лиева типа
ранга 1 над подходящим локально конечным полем. В данной работе рассматрива-
ются произвольные группы Шункова (не обязательно периодические). Доказано, что
группа Шункова G, насыщенная группами из множества конечных простых групп
лиева типа ранга 1, обладает периодической частью, которая изоморфна простой
группе лиева типа ранга 1 над подходящим локально конечным полем.
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1. Введение

Группа G насыщена группами из множества групп X, если любая ко-
нечная подгруппа K из G содержится в подгруппе группы G, изоморф-
ной некоторой группе из X [17]. Множество X из приведенного выше
определения называется насыщающим множеством для группы G [4].
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Напомним, что под группой Шункова G понимается группа, в которой
для любой её конечной подгруппы H в фактор-группе NG(H)/H лю-
бые два сопряженных элемента простого порядка порождают конечную
подгруппу [10]. Отметим, что группа Шункова не обязана быть пери-
одической. В связи с чем вопрос о расположении элементов конечного
порядка в группе Шункова приходится решать отдельно для каждого
конкретного случая. В [15] доказано, что периодическая группа Шун-
кова, насыщенная конечными простыми неабелевыми группами лиева
типа ранга 1, изоморфна группе лиева типа ранга 1 над подходящим
локально конечным полем. В данной работе рассмотрены произволь-
ные группы Шункова (не обязательно периодические). Если в группе
G все элементы конечных порядков содержатся в периодической под-
группе группы G, то она называется периодической частью группы G
и обозначается T (G) ( [2], c. 90). Доказан следующий результат.

Теорема. Группа Шункова G, насыщенная группами из множества
конечных простых групп лиева типа ранга 1, обладает периодической
частью, которая изоморфна простой группе лиева типа ранга 1 над
подходящим локально конечным полем.

При доказательстве данной теоремы мы будем использовать обозна-
чения и схему доказательства из [15].

2. Доказательство теоремы

Пусть G — из условия теоремы. Положим

M = {L2(r), U3(q), Sz(2
2n+1), Re(32n+1)},

где q, n не фиксируются (в случае L2(r), r > 3). Тогда с точностью до
изоморфизма M — множество всех конечных простых групп лиева типа
ранга 1 [24], и M является насыщающим множеством для группы G.

Лемма 1. Силовская 2-подгруппа S – группы G одного из следующих
видов:

1. S = 〈a2n = v2 = 1, av = a2
n−1−1〉 — полудиэдральная группа (S

изоморфна силовской 2 - подгруппе U3(q), где q ≡ 1 (mod 4)).
2. S = 〈a,w|a2n = b2

n
= w2 = 1, aw = b, ab = ba〉 — сплетенная 2-

группа (S изоморфна силовской 2-подгруппе U3(q), где q ≡ −1 (mod 4))
3. S— конечная элементарная абелева 2-группа ранга не менее трех.
4. S — группа диэдра.
5. S изоморфна силовской 2-подгруппе группы Sz(22n+1).
6. S изоморфна силовской 2-подгруппе группы U3(2

n).
7. S — бесконечная группа периода не более 4, и все инволюции из

S лежат в Z(S).
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8. S — черниковская 2-группа ранга не более 2.

Доказательство. Пусть S — конечная группа. Тогда ввиду того, что си-
ловские 2-подгруппы из G сопряжены (предложение 20 из [3]) и условия
насыщенности, S — одного из видов 1–6 утверждения леммы.

В дальнейшем считаем, что S — бесконечная группа. Пусть S со-
держит элементарную абелеву подгруппу D порядка 8. Тогда все ин-
волюции из S лежат в Z(S), S периода не более 4, S — локально
конечная группа (теорема Санова [11], [7]), и лемма доказана. Осталось
рассмотреть случай, когда S не содержит элементарных абелевых групп
порядка более четырех. В данном случае S — ограниченного ранга, и
по [20] (теоремы 1,2) и [5] (теорема 2) S — черниковская. По условию
леммы ранг S равен 2.

Положим

N = {L2(2
n);Re(32n+1);U3(2

2n);Sz(22n+1);L2(q), q ≡ 3, 5 (mod 8)},
A = {L2(q), q− нечетно и q 6= 3, 5 (mod 8)},
B = {U3(q), q− нечетно}.
Тогда M = N ∪ A ∪B.

Пусть M — группа, K — подгруппа M , X − множество групп. Через
XM (K) будем обозначать множество всех подгрупп группы M , содер-
жащих K и изоморфных группам из X. Если 1 — единичная подгруппа
группы M , то XM (1) будет обозначать множество всех подгрупп группы
M , изоморфных группам из X. Если из контекста ясно о какой груп-
пе идет речь, то вместо XM (K) будем писать X(K), и соответственно
вместо XM (1) будем писать X(1).

Лемма 2. Для M(1) возможны только следующие взаимоисключаю-
щие случаи:

(A) M(1) = N(1).
(B) M(1) = N(1) ∪ A(1), где A(1) 6= ∅.
(C) M(1) = N(1) ∪ A(1) ∪B(1), где B(1) 6= ∅,

Доказательство. Непосредственное следствие определения множеств
M(1),N(1),A(1),B(1).

Доказательство теоремы для случая (А)

В данном случае теорема доказана в [13].

Доказательство теоремы для случая (В)
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В этом случае любая конечная 2-подгруппа из группы G являет-
ся подгруппой конечной группы диэдра. Следовательно, для любого
X ∈ M(1),X ≃ L2(q). Тогда , как показано в [12], T (G) ≃ L2(Q) для
подходящего локально конечного поля Q, и теорема доказана.

Доказательство теоремы для случая (C)

Предположим, что теорема неверна, и пусть G — контрпример к
заключению теоремы.

Лемма 3. G — содержит бесконечно много элементов конечного по-
рядка. В частности, G содержит бесконечную локально конечную под-
группу.

Доказательство. Действительно, в противном случае по теореме Диц-
мана [1] G обладает конечной периодической частью T (G). По усло-
вию насыщенности T (G) ∈̃ M. Противоречие с выбором G в качестве
контрпримера. Второе утверждение леммы доказано в [18].

Лемма 4. Пусть S — силовская 2-подгруппа группы G. Тогда S –
одного из видов 1, 2, 8, перечисленных в условии леммы 1.

Доказательство. Так как B(1) 6= ∅, то пусть 1 6= K ∈ B(1) и SK
— силовская 2-подгруппа из K. Если S — конечная группа, то можно
считать, что SK < S, S содержит элемент порядка 8 (предложение 5
из [15]), Z(S) не содержит все инволюции из S, и в этом случае S либо
вида 1, либо вида 2 из условия леммы 1, и лемма доказана. Если S —
бесконечная группа, то все силовские 2-подгруппы из G бесконечны.
Пусть S1 — силовская 2-подгруппа из G, содержащая SK . В этом случае
S1 содержит элемент порядка 8, и, следовательно, S1 — вида 8 из леммы
1. Если в G найдется силовская 2-подгруппа S2 вида 7 из леммы 1, то
по лемме 6 из [8] можно считать, что |S1 ∩S2| > m для любого наперед
заданного натурального m. В этом случае всегда можно подобрать та-
кое m, что S1∩S2 содержит элемент порядка 8 из S1., что невозможно,
так как S2 — группа периода 4. Итак, G не может содержать силовких
2-подгрупп вида 7 из леммы 1. Cледовательно, S – вида 8 из леммы
1.

Лемма 5. Пусть S — вида 8 из утверждения леммы 1, и ранг S̃ равен
2. Тогда S = (A × Aw) ⋋ 〈w〉 — сплетение квазициклической 2-группы
A при помощи инволюции w.

Доказательство. В этом случае S̃ = A × B, где A,B — квазицикли-
ческие группы. Возьмем в S̃ конечную подгруппу R = 〈a〉 × 〈b〉, где
a ∈ A, b ∈ B, и |a| = |b| > 2. По условию насыщенности R < K ∈ B(1).
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По предложению 5 (пункты 1–4) из [15] в R найдется инволюция w
такая, что S̃ ⋋ 〈w〉 < S. Осталось показать, что S < S̃ ⋋ 〈w〉. Дей-
ствительно, как нетрудно видеть, S насыщена сплетенными группами,
и по [16] S̃ ⋋ 〈w〉 = S.

Лемма 6. Пусть S — вида 8 из условия леммы 1. Если Rn < S, где
Rn = 〈an〉 × 〈bn〉, |an| = |bn| > 2, то S – из утверждения леммы 5.

Доказательство. Предположим обратное. По лемме 5 S̃ — квазицик-
лическая группа, и S̃ < CS(A), где A — четверная группа из Rn. Из
условия насыщенности вытекает, что CG(A) насыщена конечными абе-
левыми группами. По лемме 8 из [14] CG(A) обладает периодической
частью T (CG(A), силовская 2-подгруппа SA которой является полной
абелевой группой ранга 2. Следовательно, S < S1, где S1 — некоторая
силовская 2-подгруппа группы G, содержащая группу SA. Противоре-
чие с тем, что S — силовская 2-подгруппа группы G.

Лемма 7. Пусть S — вида 8 из условия леммы 1. Если Dn < S, где
Dn = 〈a2n = v2 = 1, av = a2

n−1−1〉 — полудиэдральная группа, то S
содержит подгруппу S̃ × 〈x〉, где S̃ — квазициклическая 2-группа, x —
инволюция.

Доказательство. Если S̃ ранга 2, то лемма доказана в связи с утвер-
ждением леммы 5. Предположим, что S̃ — квазициклическая 2-группа.
Тогда |Dn : CDn(S̃)| 6 2, и для некоторой инволюции x ∈ S, S̃ × 〈x〉 —
подгруппа в S.

Лемма 8. M(1) содержит бесконечно много неизоморфных групп, и
для любой группы K ∈M(1)

K ∈̃ {L2(r), U3(q)},
где q, r — нечётныe и r > 3.

Доказательство. По лемме 3 G содержит бесконечную локально конеч-
ную подгруппу. Последнее означает , что порядки групп из множества
M(1) не ограничены в совокупности, т. е. M(1) содержит бесконечно
много неизоморфных конечных подгрупп.

Докажем второе утверждение леммы. Если силовская 2-подгруппа S
группы G конечна, то из леммы 4 и того факта, что B(1) 6= ∅, вытекает,
что либо S — полудиэдральная группа, либо S — сплетенная группа.
Следовательно, если для некоторой конечной подгруппы K группы G,
K ∈ B(1), то K ≃ U3(q), где q — нечетно, а если K 6∈ B(1), то силовская
2-подгруппа SK группы K является группой диэдра, K ≃ L2(r), где r
— нечетное, больше 3.
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Пусть S — бесконечная группа. Тогда SK — 2-ранга два (лемма 4) и
по [9], [21]

K ∈̃ {L2(r), U3(q)},
где q, r — нечетные и r > 3.

Лемма 9. Все инволюции в G сопряжены. Все четверные подгруппы
из G сопряжены.

Доказательство. Данное утверждение доказывается аналогично дока-
зательству лемм 7,8 из [15] с учетом предложения 20 из [3].

Лемма 10. B(1) содержит бесконечно много неизоморфных групп.

Доказательство. Предположим обратное. Тогда порядки групп из
B(1) ограничены в совокупности.

1. Пусть x — инволюция из G. Тогда CG(x) содержит бесконечную
локально конечную подгруппу.

По лемме 8 множество A(1) содержит бесконечно много неизоморф-
ных групп. Следовательно, CG(x) содержит бесконечную локально ко-
нечную подгруппу.

Пункт 1 доказан.
2. Mножество простых делителей порядков элементов из CG(x) ко-

нечно.
Поскольку множество B(1) содержит конечное число неизоморф-

ных групп, то существует такое натуральное m, что для любой группы
Y ∈ B(1), |Y | < m. Возьмем в CG(x) элемент b простого порядка
p > m. Так как G — группа Шункова, то для любого g ∈ CG(x)
группа 〈x, b, bg〉 конечна. По условию насыщенности 〈x, b, bg〉 < Rg, где
Rg ∈ M(1). Так как p > m, то Rg ≃ L2(r) для некоторого нечетного r.
В силу того, что CR(x) — группа диэдра, 〈b〉 = 〈bg〉, и 〈b〉 — нормальная
подгруппа в CG(x). Так как CG(x) содержит CK(x), где K ∈ B(1), то
CK(x) ≃ GU2(q). Ввиду того, что 〈b〉CK(x) — конечная группа, то по
условию насыщенности 〈b〉CK(x) < W , гдe W ∈ M(1) \B(1), посколь-
ку W содержит элемент b. В этом случае W ≃ L2(r) для некоторого
нечетного r. Следовательно, CW (x) — группа диэдра, что невозможно,
поскольку CK(x) < CW (x). Противоречие.

Пункт 2 доказан.
3. Силовские 2-подгруппы из CG(x) конечны.
Утверждение данного пункта вытекает из лемм 6, 7.
Пункт 3 доказан.
4. В CG(x) существует квазициклическая p-подгруппа D, где p –

простое нечетное число.
Возьмем в CG(x) бесконечную абелеву локально конечную подгруп-

пу D (лемма 8). Так как силовская 2-подгруппа из CG(x) конечна, то
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силовская 2-подгруппа из D также конечна. В силу конечности множе-
ства простых делителей порядков элементов из D (пункт 1, доказанный
выше) и того факта, что ранги конечных p-групп из D не более 2, D —
черниковская группа (теорема Блекберна [22]). Следовательно, мож-
но считать. что D —квазициклическая p-группа (p —простое нечетное
число, так как по пункту 3 силовская 2-подгруппа в CG(x) конечна).

Пункт 4 доказан.
5. Возьмем в D элемент b простого порядка p. Тогда имеет место

одно из следующих двух утверждений.
i. В CG(x) найдется элемент c порядка p такой, что 〈c〉 × 〈b〉 —

подгруппа в CG(x).
ii. В CG(x) найдется элемент c такой, что c2 = x и bc = b−1.
Так как G — группа Шункова, то для любого g ∈ CG(x) группа

〈x, b, bg〉 конечна. По условию насыщенности 〈x, b, bg〉 < Rg, где Rg ∈
M(1). Предположим, что для любого g Rg ≃ L2(r) для некоторого
нечетного r. В силу того, что CR(x) — группа диэдра, 〈b〉 = 〈bg〉, и 〈b〉
— нормальная подгруппа в CG(x). Так как B(1) 6= ∅, то G содержит
конечную подгруппу K ∈ B(1). Ввиду леммы 9 можно считать, что
x ∈ K. Так как CK(x) < CG(x), то 〈b〉CK(x) — конечная группа. По
условию насыщенности 〈b〉CK(x) < M , где M ∈ B(1), поскольку R
содержит CK(x), и CK(x) ≃ GU2(q). Следовательно, M ≃ U3(q1) для
некоторого нечетного q1, и |b| делит q1 +1 поскольку 〈b〉 — нормальная
подгруппа в CR(x). Следовательно, в CM (x) есть подгруппа 〈b〉 × 〈c〉,
где |b| = |c|, и имеет место утверждение i.

Предположим, что для некоторого g ∈ CG(x), Rg ≃ U3(q2) для неко-
торого нечетного q2. Если |b| делит q2 + 1, то рассуждая как выше,
получаем, что имеет место утверждение i. Если |b| не делит q2 + 1, то
|b| делит q2 − 1, и имеет место утверждение ii.

Пункт 5 доказан.
6. Возьмем в D произвольный элемент b. Тогда имеет место одно из

следующих двух утверждений.
i. В CG(x) найдется элемент c порядка p такой, что 〈c〉 × 〈b〉 —

подгруппа в CG(x).
ii. В CG(x) найдется элемент c такой, что c2 = x и bc = b−1.
Предположим обратое. Ввиду пункта 5, доказанного выше, будем

считать, что |b| > p и для bp = b1 имеют место утверждения i или ii.
Предположим, что для b1 имеет место утверждение i. Группа 〈x, b, bc〉

содержит конечную нормальную подгруппу 〈x, b1〉. Тогда фактор-груп-
па 〈x, b , bc 〉/〈x, b1〉 = 〈b, bc〉 — конечная группа. Следовательно,
〈x, b, bc 〉 — конечная группа. По условию насыщенности 〈x, b, bc 〉 <
R1 ∈ B(1). Следовательно, R1 ≃ U3(q2) для некоторого нечетного q2, и
CR1

(x) ≃ GU2(q2). В этом случае либо |b| делит q2 + 1, либо |b| делит
q2 − 1, b2 ∈ CR1

(x) < CG(x). В первом случае в R1 найдется элемент c
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такой, что |c| = |b|, и 〈c〉 × 〈b〉 — подгруппа в CR1
(x). Во втором случае

в R1 найдется элемент c такой, что c2 = x и bc = b−1.
Предположим, что для b1 имеет место утверждение ii. Тогда 〈x, b, bc〉

— конечная группа (поскольку G — группа Шункова). По условию на-
сыщенности конечная группа 〈x, b, bc〉 < M ∈ B(1), где M ≃ U3(q3)
для некоторого нечетного q3 (CM (x) — не группа диэдра). Поскольку
b ∈ CM (x), то либо |b| делит q3+1, либо |b| делит q3−1. В первом случае
для b имеет место утверждение i. Во втором случае для b имеет место
утверждение ii.

Пункт 6 доказан.
Завершим доказательство леммы. Возьмем в группе D (пункт 4)

элемент b со свойством |b| > m, где m — число из пункта 2. По пункту
6 либо CG(x) содержит конечную группу вида 〈x〉×〈c〉×〈b〉, где |c| = p,
либо CG(x) содержит конечную подгруппу вида (〈x〉×〈b〉)〈c〉, где c2 = x,
и bc = b−1. В первом случае по условию насыщенности (〈x〉×〈c〉×〈b〉) <
T ∈ B(1), поскольку CT (x) содержит подгруппу, не являющуюся под-
группой группы диэдра. Но |T | > m, что невозможно. Во втором случае
по условию насыщенности (〈x〉 × 〈×〈b〉)〈c〉 < T ∈ B(1), поскольку
CT (x) содержит подгруппу, не являющуюся подгруппой группы диэдра.
Но |T | > m, что невозможно. Полученные противоречия завершают
доказательство леммы.

По лемме 10 в B(1) найдётся группа, изоморфная U3(q), где q > 5 и
нечётно. Отождествим указанную группу с группой U из [15] (предло-
жение 5) и будем далее использовать обозначения этого предложения :
i, j, w, b, d1 , d2, A, V,B. Пусть N = NG(A), CA = CG(A), CB = CG(B).

Лемма 11. CA обладает периодической частью T (CA), которая яв-
ляется бесконечной абелевой счетной группой ранга 2.

Доказательство. Пусть K — конечная подгруппа из CA. По условию
насыщенности K < R ∈ B(1). По предложению 5 (пункт 4) из [15],
CR(A) — абелева группа ранга 2, следовательно, K — абелева груп-
па ранга не более 2. В силу произвольности выбора K, как конечной
подгруппы из CA, получаем, что все конечные подгруппы из CA – абе-
левы ранга не более 2. По лемме 8 из [14] CA обладает периодической
частью T (CA). По лемме 10 CA содержит конечные подгруппы сколь
угодно большого порядка. Следовательно, CA содержит бесконечное
множество элементов конечного порядка, а T (CA) является бесконечной
абелевой группой ранга 2 и является счетной.

Лемма 12. N обладает периодической частью T (N) = T (CA)⋋ V.
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Доказательство. T (CA) — характеристическая подгруппа в N . По лем-
ме 11 и лемме 2.4.3 из [19] фактор-группа N = N/T (CA) является
группой Шункова. Покажем, что V �N . Пусть b — элемент порядка 3

из V . Тогда 〈b, bg〉 — конечная подгруппа для любого g ∈ N . Пусть K —
некоторый ее конечный прообраз в N, содержащий конечную подгруппу
〈b, bg, A〉 в качестве собственой подгруппы. По условию насыщенности
〈b, bg, A〉 < K < R ∈ B(1). Ясно, что bg ∈ NR(A) < N . По пред-
ложению 5 (пункты 1–4) из [15], bg = cbk, где c ∈ CR(A) < T (CA),

1 6 k 6 2. Следовательно, 〈b〉 = 〈bg〉 и T (CA) ⋋ 〈b〉) ⊳ N . В этом
случае N/(T (CA) ⋋ 〈b〉) — группа Шункова, все конечные подгруппы
которой имеют порядок 2 и совпадают с 〈w〉, где w = w(T (CA)) ⋋ 〈b〉),
и T (CA)⋋ V = T (N).

Лемма 13. В G существует бесконечная последовательность групп

M1,M2, · · · ,Mn, · · ·

со следующими свойствами:
1. A < Mn ∈B(1) для любого n = 1, 2, 3, . . ..
2. NM1

(A) < NM2
(A) < · · · < NMn(A) < . . ..

3. T (N) =
∞
⋃

n=1
NMn(A).

Доказательство. Доказательство леммы аналогично доказательству
леммы 16 из [15].

Зафиксируем последовательность групп {M1,M2, · · ·Mn, · · · } из лем-
мы 13.

Лемма 14. В G существует подгруппа M такая, что
1. M ≃ U3(Q) для подходящего бесконечного локально конечного

поля Q нечетной характеристики.
2. A < M.
3. Для любой четверной подгруппы F < M , T (NG(F )) = NM (F ).
4. Пусть SM — силовская 2-подгруппа группы SM . Тогда SM —

силовская 2-подгруппа из G.
5. Силовские 2-подгруппы из M сопряжены.

Доказательство. По построению B = 〈w〉 × 〈j〉 < Mn для любого
n. Из леммы 13 вытекает, что для любого n NMn(B) < T (NG(B)) =
T (CG(B))⋋ V1, где V1 изоморфна группе V . Покажем, что

CM1
(B) < CM2

(B) < · · · < CMn(B) < . . . .
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Действительно, CMn(A) < CMn+1
(A) < T (CA) для любого n. По лемме

9, Ag = B для некоторого g ∈ G. Поскольку

(CMn(A))
g < (CMn+1

(A))g < T (CA)
g,

(CMn(A))
g = CM

g
n
(Ag) = CM

g
n
(B),

(CMn+1
(A))g = CM

g
n+1

(Ag)) = CM
g
n+1

(B),

T (CA)
g = CGg(Ag) = T (CG(B)),

то
CM

g
n
(B) < CM

g
n+1

(B) < T (CG(B)).

Так как CMn(B) ≃ CMn(A) ≃ CM
g
n
(B) и CMn(B) < T (CG(B)), то

CMn(B) = CM
g
n
(B) для любого n. Следовательно, CMn(B) < CMn+1

(B)
для любого n, что и требовалось. В силу бесконечности последователь-
ности {M1,M2, ...Mn, ...} можно считать, что для любого n Mn не изо-
морфна U3(5). Следовательно, Mn = 〈NMn(A), CMn(B)〉 (предложение
5 (пункт 9) из [15]) и с учетом леммы 13 (пункт 2)

M1 < M2 , · · · < Mn , · · · .

По теореме 2 из [14] M =
⋃∞

n=1Mn ≃ U3(Q) для подходящего бесконеч-
ного локально конечного поля Q нечетной характеристики.

Пункт 1 доказан.
2. Данный пункт очевиден.
3. Поскольку A и F сопряжены в M , то для некоторого x ∈ M ,

A = F x и NM (A) = NM (F x) = (NM (F ))x. Из равенства M =
⋃∞

n=1Mn

и леммы 13 (свойство 3) получаем, что NM (A) = T (N). Следовательно,
T (N) = (NM (F ))x,

NM (F ) = T (N)x
−1

= 〈ax−1 | a ∈ N〉 = T (NG(F )).

Пункт 3 доказан.
4. Предположим обратное. Пусть SM < S, где S — некоторая силов-

ская 2-подгруппа группы G. Если S — конечная группа, то она либо
вида 1, либо вида 2 из леммы 1. Поскольку полудиэдральная группа не
может содержать в качестве собственной подгруппы полудиэдральную
группу, то S — сплетенная 2-группа вида 2 из леммы 1 порядка не
менее 32, и S < T (NG(F )) для некоторой четверной подгруппы F из S.
Так как все четверные подгруппы в G сопряжены (лемма 9), то можно
считать. что F < M. По пункту 3 S < M. Следовательно, SM = S.
Противоречие с выбором S.

Если S — бесконечная группа, то она вида 8 из леммы 1, её полная
часть S̃ является полной абелевой группой ранга 2, и S < T (NG(F ))
для четверной подгруппы F из в S̃. Так как все четверные подгруппы
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в G сопряжены, то можно считать, что F < M. По пункту 3 S < M .
Следовательно, SM = S. Противоречие с выбором S.

Пункт 4 доказан.
5. Пусть S1, S2 — две различные силовские 2-подгруппы группы M.

Если одна из них конечна, то вторая конечна и сопряжена c другой по
предложению 20 из [3]. Если они бесконечны,то они сопряжены как си-
ловские 2-подгруппы из нормализаторов четверных подгрупп, лежащих
в их полных абелевых подгруппах группы M .

Пункт 5 доказан.

Лемма 15. Пусть R ∈B(1), и R∩M содержит четверную подгруппу
C. Тогда R < M.

Доказательство. Аналогично доказательству леммы 17 из [15].

Лемма 16. Пусть z — инволюция из M , h — элемент нечетного
порядка из CG(z). Тогда h ∈M.

Доказательство. Предположим обратное.
1. Рассмотрим случай, когда |h| = p — простое число. Для любой

отличной от z инволюции x ∈ CM (z) группа 〈z, h, x〉 конечна. По усло-
вию насыщенности и лемме 8 〈h, x, z〉 < K, где K ∈ M(1). Если для
некоторого x K ≃ U3(q), где q — нечетное, и 〈x, z〉 < M ∩K, то K < M
(лемма 15). Следовательно, h ∈M, и в этом случае все доказано. Пусть
для всех инволюций x ∈ CM (z),K ≃ L2(r), где r — нечетное больше 3.
Тогда CK(z) — группа диэдра. Следовательно, 〈h〉 = 〈hx〉 = 〈h〉x, и 〈h〉
— нормальная подгруппа в 〈h〉I(CM (z)), где I(CM (z)) — подгруппа из
CM (z), порожденная всеми ее инволюциями. Возьмем в CM (z) подгруп-
пу K1, содержащую z, и K1 ≃ GU2(q). Рассмотрим подгруппу I(K1),
порожденную всеми инволюциями из K1. По условию насыщенности
конечная группа 〈h〉I(K1) < K2 ∈ B(1), и K2 ∩M содержит четверную
группу. Следовательно, K2 < M (лемма 15). Но тогда h ∈M .

2. Рассмотрим случай, когда |h| = pl, l > 1. Пусть P — максимальная
характеристическая подгруппа из CG(z), порожденная инволюцией z и
элементами нечетных порядков из M . По пункту 1, доказанному выше,
1 6= P < M. Ясно, что P — локально конечная характеристическая под-
группа в CG(z). Без ограничения общности можно считать, что hp ∈ P.
Возьмем в CM (z) конечную неразрешимую подгруппу W ≃ SL2(q). Так
какW порождается элементами простых нечетных порядков, тоW < P.
Как отмечалоь выше, P — локально конечная характеристическая под-
группа в CG(z). Так как 〈z, h,W 〉 — конечная группа, то по условию
насыщенности и лемме 8 〈z, h,W 〉 < K, где K ∈M(1). Ввиду того, что
〈z, h,W 〉 < CK(z), K ≃ U3(q1) для некоторого нечетного q1. Так как
CK(z) = Z · L · 〈f〉, где L ≃ SL2(q1), и L — нормальная подгруппа в
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CK(z), Z = Z(CK(z)) — циклическая группа,

|Z| =
(

q + 1

(3, q + 1)

)

,

| Z ∩ L |= 2, f2 ∈ Z. Так как L порождается элементами простых
нечeтных порядков, то по лемме 16 L ∈ P < M. Следовательно, h не
лежит в L, и p делит q+1. Следовательно, в CK(z) найдется подгруппа
〈z〉 × 〈dp〉 × 〈hp〉, где |h| = |d|. Ясно, что 〈z〉 × 〈dp〉 × 〈hp〉 лежит в
CK(F )∩P < M, где F — некоторая четверная группа из K, содержащая
инволюцию z. В этом случае F < M . По лемме 15 K < M . Так как
h ∈ K, то h ∈M .

Лемма 17. Пусть z — инволюция из M .Тогда все инволюции из CG(z)
лежат в M.

Доказательство. Пусть P — подгруппа из CG(z), порожденная всеми
элементами нечетных порядков из CG(z) и инволюцией z. По доказан-
ному выше, P — характеристическая подгруппа в CG(z), и P < M.
Возьмем в P такую конечную подгруппу L, что z ∈ L, и L ≃ SL2(r)
(r — нечетное больше 3). Возьмем в CM (z) инволюцию y 6= z. Пусть
x — произвольная инволюция из CG(z). Так как G — группа Шункова,
то 〈x, y〉 — конечная группа, и P 〈x, y〉 — локально конечная группа. По
условию насыщенности конечная группа 〈L, y, x〉 ≤ R, где R ≃ U3(q)
для некоторого нечетного q. Так как M ∩ R содержит четверную под-
группу 〈z〉×〈y〉. то по лемме 15 R < M , и x ∈M. В силу произвольности
выбора x, как инволюции, из CG(x), получаем, что все инволюции из
CG(z) лежат в M.

Завершим доказательство теоремы. Пусть X ∈ M(1), и X не ле-
жит ни в каком Y ∈ B(1). Следовательно, X ≃ L2(r) для некоторого
нечетного r (лемма 8). По леммам 9, 14 (пункт 3) можно считать, что

NX(F ) < X ∩M,

где F = 〈x〉 × 〈y〉 — четверная подгруппа из X. Если X не изоморфна
A5, то из списка максимальных подгрупп X ( [23], стр. 377) и леммы 17
вытекают равенство X = 〈CX(x), CX (y)〉 и включение X < M . Следо-
вательно, X < K ∈ B(1). Противоречие с выбором X. Пусть X ≃ A5.
Возьмем элемент h порядка 3 из NX(A) и инволюции v ∈ NX(〈h〉),
w ∈ NM (〈b〉) такие, что bv = b−1, bw = b−1. Ясно, что 〈h, v〉 6= 〈h,w〉. По
условию насыщенности конечная группа 〈v,w, h〉 < R, R не лежит в M
и R не изоморфна A5 (поскольку 〈h, v〉 6= 〈h,w〉). Если R ≃ L2(q) для
некоторого нечетного q, то R = 〈CR(bw), CR(b

2w)〉, и по лемме 17 R <
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M. Противоречие. Следовательно, R ∈ B(1). Так как CR(w) ≃ GU2(q)
для некоторого нечетного q, то R ∩M содержит четверную подгруппу,
и по лемме 15 R < M. Противоречие с выбором R. Таким образом, для
любого X ∈M(1) найдется Y ∈ B(1) такой, что X < Y. Следовательно,
без ограничения общности можно считать, что B(1) — насыщающее
множества для G, и по теореме 2 из [14] G обладает периодической
частью T (G) ≃ U3(Q) для некоторого локально конечного поля Q.
Противоречие с тем, что G — контрпример.

Теорема доказана. �
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A. A. Shlepkin

On a Sufficient Condition for the Existence of a Periodic Part in 
the Shunkov Group

Abstract. The group G is saturated with groups from the set of groups if any a finite 
subgroup K of G is contained in a subgroup of G, which is isomorphic to some group in 
X. The set X from the above definition is called the saturating set for the group. By the 
Shunkov group G we mean a group in which for any of its finite subgroup H in the factor 
group NG(H)/H any two conjugate elements of prime order generate a finite subgroup. 
The Shunkov group does not have to be periodic. Therefore, the problem of the location 
of elements of finite order in the Shunkov group with the saturation condition must be 
solved separately. If in a group G all elements of finite orders are contained in a periodic 
subgroup of the group G, then it is called the periodic part of the group G. It was proved 
that a periodic Shunkov group, saturated with finite simple non-abelian groups of Lie 
type of rank 1, is isomorphic to a group of Lie type of rank 1 over a suitable locally finite 
field. In this paper we consider arbitrary Shunkov groups (not necessarily periodic). It 
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is proved that the Shunkov group G, saturated with groups from the set of finite simple
groups of Lie type of rank 1, has a periodic part that is isomorphic to a simple group of
Lie type of rank 1 over a sutable locally finite field.

Keywords: groups saturated with the set of groups, Shunkov group
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