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Изучение функциональных клонов (совокупностей функций на фик-
сированном множестве, замкнутых относительно суперпозиций и вклю-
чающих в себя все селекторные функции вида ein(x1, . . . , xn) = xi явля-
ется актуальной проблематикой как для дискретного анализа, теории
управления, так и для универсальной алгебры. Последнее связано с
тем, что любой функциональный клон K на множестве A является
совокупностью Tr(A) термальных функций для некоторой универсаль-
ной алгебры A = 〈A;σ〉 (в частности, в случае включения в сигнатуру
σ всех функций из K) и наоборот. Решетки клонов LA (относитель-
но теоретико-множественного включения) на множестве A являются
бесконечными (счетными, для двухэлементных A — Пост [8], и кон-
тинуальными, для конечных A в случае |A| � 3 — Янов и Мучник
[6]), в силу чего одним из подходов к изучению этих решеток является
рассмотрение различных естественных (в том числе алгебраически зна-
чимых) операций замыкания на LA и совокупностей клонов замкнутых
относительно этих операций замыкания. Одной из подобных операций
замыкания и посвящена настоящая работа.
Функцию g(x) на множестве A назовем точечно термальной для

алгебры A = 〈A;σ〉, если для любого a ∈ An существует терм ta(x) ∈
Tr(A), такой что

g(a) = ta(a).

Тем самым, функция g(x) точечно термальна для A, если все подал-
гебры алгебры A замкнуты относительно g (если g сохраняет одно-
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местные отношения на A, соответствующие подалгебрам алгебры A).
В частности, точечно термальными для любой алгебры A будут все
ее термальные, условно термальные, позитивно и элементарно условно
термальные (см., к примеру, [2, 3]) функции, неявные, абстрактные опе-
рации на A и т. д. Через PTr(A) обозначим совокупность всех точечно
термальных для A функций. Очевидным образом совокупность PTr(A)
является клоном функций на множестве A.
Для любого клона функций K на множестве A через AK = 〈A;K〉

обозначим алгебру с основным множеством A, сигнатурные функции
которой суть функции из K. Через KP обозначим клон PTr(AK). Име-
ют место следующие очевидные свойства оператора K → K

P на решет-
ке LA:

1) K ⊆ K
P
(Tr(A) ⊆ PTr(A));

2) KP
(K

P
) = K

P
(PTr(〈A; PTr(A)〉) = PTr(A))

3) если K1 ⊆ K2 (если Tr(A1) ⊆ Tr(A2)), то K
P
1 ⊆ K

P
2 (то PTr(A1) ⊆

PTr(A2)).

Заметим также, что для любой алгебры A, любого гомоморфизма ϕ
алгебры A на алгебру B и любой точечно термальной для A функции
g(x1, . . . , xn) будет точечно термальным для B ϕ-сопряжение функции
g(x) (функция ϕg(ϕ−1(x1), . . . ϕ

−1(xn))).
Клоны вида KP будем называть точечно термальными замыкани-

ями клонов K, а клоны K, удовлетворяющие равенству K = K
P , —

точечно термально полными. Совокупность всех точечно термально
полных клонов на множестве A обозначим как PCLA.
Без труда, непосредственно замечается, что теоретико-множествен-

ное пересечение любого числа точечно термально полных клонов явля-
ется точечно термально полным. Тем самым, совокупность всех точечно
термально полных клонов на A является полной решеткой с операци-
ей ∧, совпадающей с теоретико-множественным пересечением клонов.
При этом, как показывает следующий пример, операция ∨ на решетке
〈PCLA;∧,∨〉, вообще говоря, не совпадает ни с операцией теоретико-
множественного объединения клонов, ни с операцией ∨ из решетки
〈LA;∧,∨〉 всех клонов на множестве A.
Действительно, пусть A = {0, 1, 2}, K0 — клон всех функций на

A, сохраняющих множество {0, 1}, K1 — клон всех функций на A,
сохраняющих множество {2}, F (A) — совокупность всех функций на
A (единица решеток 〈LA;∧,∨〉 и 〈PCLA;∧,∨〉). Тогда очевидно, что
K0,K1 ∈ PCLA и в решетке 〈PCLA;∧,∨〉 имеет место равенство K0 ∨
K1 = F (A), но K0 ∨K1 не совпадает с F (A) в решетке 〈LA;∧,∨〉.
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Далее, через ∧P (∨P ) будем обозначать операции inf и sup в реше-
точно упорядоченном множестве 〈PCLA;⊆〉. Тем самым, для любых
K1,K2 ∈ PCLA имеет место K1 ∧P K2 = K1 ∧K2 = K1 ∩K2, в то время
как, вообще говоря, K1 ∨P K2 �= K1 ∨K2 �= K1 ∪K2.
Через Sel(A) будем далее обозначать совокупность всех селекторных

функций на множестве A — нулевой элемент решетки 〈LA;∧,∨〉. Через
PSel(A) обозначим совокупность всех точечно селекторных функций
на A, т.е. функций g(x1, . . . , xn) на A, таких что для любого кортежа
a1, . . . , an элементов из A имеет место включение

g(a1, . . . , an) ∈ {a1, . . . an}.

Очевидно, что Sel(A)
P

= PSel(A) и последняя совокупность есть ну-
левой элемент решетки 〈PCLA;∧P∨P 〉.
Через SubK будем далее обозначать решетку подалгебр SubAK ал-

гебры AK . Заметим, что для любого K ∈ LA имеет место равенство
SubK = SubK

P .
Далее, под решеткой подмножеств множества A будем понимать

решеточно упорядоченную отношением ⊆ некоторую совокупность S
подмножеств множества A, включающую в себя {A} и замкнутую от-
носительно произвольных пересечений. Тем самым, соответствующая
решетка 〈S;∧,∨〉 является полной. Хорошо известен ([7], см., также
[4]) критерий, когда решетка S подмножеств множества A совпадает с
решеткой подалгебр некоторой алгебры A = 〈A;σ〉: объединение любой
направленной вверх (относительно ⊆) совокупности S-множеств так же
лежит в S. Через SubA обозначим совокупность всех решеток подалгебр
алгебр вида 〈A;σ〉. В силу известного соответствия Галуа (см., к приме-
ру, [4]) между функциональными клонами и клонами сохраняемых ими
отношений на A и того, что одноместные предикаты из клона отноше-
ний, порожденного совокупностью одноместных предикатов, замкнутой
относительно произвольных конъюнкций и направленных вверх объ-
единений, суть предикаты из этой порождающей совокупности, эле-
менты совокупности SubA (решетки подалгебр алгебр вида A = 〈A;σ〉)
являются инвариантами точечно термально полных клонов.
Тем самым, совокупность Sub(A), частично упорядоченная отноше-

нием ⊆, является двойственной решетке 〈PCLA;∧P ,∨P 〉 и значит сама
является решеточно упорядоченной. Через ∧S (∨S) обозначим опера-
ции inf (sup) в решеточно упорядоченной совокупности 〈SubA;⊆〉. При
этом, для K1,K2 ∈ PCLA имеют место равенства Sub(K1 ∨P K2) =
SubK1 ∧S SubK2 = SubK1 ∩ SubK2. Действительно, непосредственно
замечается, что совокупность SubK1 ∩ SubK2 подмножеств множества
A удовлетворяет критерию “быть решеткой подалгебр некоторой ал-
гебры A = 〈A;σ〉”. С другой стороны, так же непосредственно про-
веряется, что наименьшей совокупностью подмножеств множества A,
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включающей в себя совокупности SubK1 и SubK2 и удовлетворяющей
критерию ”быть решеткой подалгебр некоторой алгебры A = 〈A;σ〉”
является совокупность объединений направленных вверх (относительно
⊆) семейств подмножеств множества A, имеющих вид B ∩ C (где B ∈
SubK1, C ∈ SubK2). Далее подобную совокупность будем обозначать
как ∪ ↑ ∩(SubK1, SubK2). Тем самым, для K1,K2 ∈ PCLA выполнено
Sub(K1 ∧P K2) = SubK1 ∨S SubK2 = ∪ ↑ ∩(SubK1, SubK2). Представ-
ляет естественный интерес вопрос о строении и свойствах решеток вида
〈PCLA;∧P ,∨P 〉.
Теорема 1. Любая (конечная) решетка изоморфно вложима в решет-
ку вида 〈PCLA;∧P ,∨P 〉 для подходящего (конечного) множества A.

Доказательство. Через 〈PartA;∧,∨〉 обозначим решетку разбиений
множества A с традиционно определяемыми на ней операциями ∧ и ∨.
Для любого разбиения T = {Bi | i ∈ I} множества A через SubT обозна-
чим совокупность {⋃i∈J Bi | J ⊆ I} подмножеств множества A, очевид-
ным образом удовлетворяющую критерию “быть решеткой подалгебр
некоторой алгебры A = 〈A;σ〉 и, тем самым, существует, причем един-
ственный, клон KT ∈ PCLA, такой что SubKT = SubT . При этом
непосредственно замечается, что для любых T1, T2 ∈ PartA выполнены
равенства

Sub(T1 ∧ T2) = ∪ ↑ ∩(SubT1, SubT2)
= SubT1 ∨S SubT2 = Sub(KT1 ∧P KT2)

и Sub(T1 ∨ T2) = SubT1 ∩ SubT2
= SubKT1 ∩ SubKT2 = Sub(KT1 ∨KT2).

Тем самым, отображение ϕ : PartA → PCLA, такое что ϕ(T ) = KT

является изоморфным вложением решетки 〈PartA;∧,∨〉 в решетку
〈PCLA;∧P ,∨P 〉.

Как было доказано в [10] ([9]), любая (конечная) решетка вложима в
решетку вида 〈PartA;∧,∨〉 для некоторого (конечного) множества A,
что и доказывает утверждение теоремы.

Следствие 1. Никакое нетривиальное решеточное тождество не яв-
ляется истинным на классе всех решеток точечно термально полных
клонов.

Очевидно, что коатомами решетки 〈PCLA;∧P ,∨P 〉 являются клоны
K, такие что SubK = {∅, B,A} для некоторого ∅ ⊂ B ⊂ A. В силу
же того, что любое подмножество множества A представимо как пере-
сечение подмножеств множества A, имеющих одноэлементное дополне-
ние, атомами решетки 〈PCLA;∧P ,∨P 〉 являются клоны K, такие что
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SubK = P (A)\{B}, где P (A) — совокупность всех подмножеств мно-
жества A и B — подмножество множества A, имеющее одноэлементное
дополнение.
Далее остановимся на некоторых свойствах решеток 〈PCLA;∧P ,∨P 〉

для конечных A. Традиционно под n (n ∈ ω) будем понимать множество
{0, 1, . . . , n − 1}. Очевидно, что решетка 〈PCL2;∧P ,∨P 〉, двойственная
решетке 〈Sub2;∧S ,∨S〉, является четырехэлементной не линейно упо-
рядоченной. Непосредственно вычисляется, что решетка 〈Sub3;∧S ,∨S〉,
а значит и решетка 〈PCL3;∧P ,∨P 〉 состоит из 45 элементов, имеет 3
атома, 6 коатомов и длину 6.
Без труда замечается, что длина решетки 〈PCLn;∧P ,∨P 〉 равна 2n−

2. Действительно, через Pm(n) обозначим совокупность всех m-элемен-
тных подмножеств множества n и пусть Pm(n) = {Dm

1 , . . . , D
m
Cm

n
}, а

R0 = {∅, n}, R1 = {∅, n,D1
1}, R2 = {∅, n,D1

1, D
1
2}, . . . , RC1

n
= {∅, n} ∪

P1(n), RC1
n+1 = RC1

n
∪ {D2

1}, . . . , RC1
n+C2

n
= {∅, n} ∪ P1(n) ∪ P2(n),

. . . , RC1
n+C2

n+···+Cn−1
n

= Pn(n). Так как |Ri+1\Ri| = 1 для любого i,
R0 ⊆ R1 ⊆ · · · ⊆ RC1

n+···+Cn−1
n

будет цепью в интервале [{∅, n}, P (n)]
частично упорядоченного множества 〈P (n);⊆〉, состоящей из решеток
подмножеств множества n, имеющей максимальную в нем длину, т. е.
длина 〈PCLn;∧P ,∨P 〉 равна C1

n + · · ·+ Cn−1
n = 2n − 2.

Отметим теперь, что решетка 〈PCLm;∧P ,∨P 〉 является ретрактом
решетки 〈PCLn;∧P ,∨P 〉 для любого n > m. Достаточно доказать это
для n = m+1. Определяя ϕ(S), как {{m},m∩B |B ∈ S} для любого S ∈
Subm+1, получаем гомоморфизм решетки 〈Subm+1;∧C ,∨C〉 на главный
фильтр F этой решетки, порожденный ее элементом {{m},m}, тожде-
ственный на этом фильтре F . А так как решетка 〈Subm;∧C ,∨C〉 изо-
морфна фильтру F , а решетки 〈PCLn;∧P ,∨P 〉 и 〈Subn;∧C ,∨C〉 двой-
ственны, решетка 〈PCLn;∧P ,∨P 〉 действительно является ретрактом
решетки 〈PCLn+1;∧P ,∨P 〉.
Отметим теперь, что графы решеток 〈PCLn;∧P ,∨P 〉, при n � 3 не

являются плоскими. Для этого, в силу того, что решетка 〈PCL3;∧P ,∨P 〉
является ретрактом решетки 〈PCLn;∧P ,∨P 〉, достаточно по теореме
Понтрягина — Куратовского указать в графе решетки 〈PCL3;∧P ,∨P 〉
(или, что то же самое, в графе решетки 〈Sub3;∧C ,∨C〉) подграф изо-
морфный графу K3,3 (полному двудольному графу, см., к примеру, [5])
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Роль такого подграфа очевидным образом играют следующие эле-
менты из Sub3:

S0 = {{0}}, S1 = {{1}}, S2 = {{2}}, S01 = {{0}, {1}, {2}, {0, 1}},
S02 = {{0}, {1}, {2}, {0, 2}} и S12 = {{0}, {1}, {2}, {1, 2}}.
Очевидно, что любая перестановка π на множестве n индуцирует

соответствующий автоморфизм ϕπ на решетке 〈Subn;∧C ,∨C〉 (а зна-
чит и на решетке 〈PCLn;∧P ,∨P 〉): для S ∈ Subn полагаем ϕπ(S) =
{π(B) |B ∈ S}. На самом деле все автоморфизмы 〈Subn;∧C ,∨C〉 ис-
черпываются автоморфизмами вида ϕπ.
Определим равенство rank(x) = k как элементарную формулу ре-

шеточной сигнатуры утверждающую, что для элемента x рассматрива-
емой решетки длина интервала [0, x] равна k (здесь 0 — наименьший
элемент рассматриваемой решетки, а k — натуральное число). Через
At(x), Coat(x) обозначим элементарные формулы, утверждающие, x —
атом, x — коатом, соответственно.
Пусть ψ1(x) = At(x)& ∀y(At(y) → rank(x ∨C y) = 2). Очевидно,

что 〈Subn;∧C ,∨c〉 |= ψ1(S) тогда и только тогда, когда S = Si для
некоторого i � n, где Si = {∅, n, {i}}. Пусть элементарная формула
ψ2(x) утверждает, что x— атом и существуют ровно два элемента x1, x2,
такие что &2

i=1
ψ1(xi) и для любого атома y, такого что rank(x∨Cy) = 3,

один из этих xi � x∨C y. Очевидно, что 〈Subn;∧C ,∨C〉 |= ϕ2(S) тогда и
только тогда, когда S = {∅, n, B} и |B| = 2. Пусть ψ′

2(x, z) утверждает,
что ψ2(x)&ψ1(z) и z играет роль одного из xi в написании формулы
ψ2(x). Таким образом, 〈Subn;∧C ,∨C〉 |= ψ′

2(S1, S2) тогда и только тогда,
когда S1 = {∅, n, B}, |B| = 2, S2 = {∅, n, {i}} и i ∈ B.
Пусть

ψ(x, y) =ψ(x)&At(y)& ∀z, u(Coat(z)&u ∧ z = 0&u ∨ z = 1&

∀v((ψ2(v)&ψ′
2(v, x) → rank(z ∨ u) = 3) → y � z).

Легко видеть, что для любых S′, S′′ ∈ Subn выполнено

〈Subn;∧C ,∨C〉 |= ψ(S′, S′′)

тогда, и только тогда, когда S′ = Si, S′′ = {∅, n, B} для некоторых
i ∈ n, B ⊆ n и i �∈ B.
Пусть теперь ϕ — некоторый автоморфизм решетки 〈Subn;∧C ,∨C〉.

Т.к. ϕ сохраняет формульные подмножества, существует перестановка
π множества n, такая что ϕ(Si) = Sπ(i), а т.к.

ψ(S′, S′′) ⇔ ψ(ϕ(S′), ϕ(S′′)),

для любого S = {∅, n, B} (B ⊆ n) имеет место равенство ϕ(S) =
{∅, n, {π(i) | ∈ B}}. Тем самым, ϕ совпадает на решетке 〈Subn;∧C ,∨C〉
с автоморфизмом ϕπ, индуцированном перестановкой π.
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Формулы ψ1(x) и ψ(x, y) позволяют проинтерпретировать в элемен-
тарной теории решеток 〈Subn;∧C ,∨C〉 модели вида 〈n∪P (n);∈〉, состо-
ящие из элементов множества n, его подмножеств и отношения теоре-
тико-множественной принадлежности. Последнее же, в свою очередь,
позволяет элементарной формулой выделить в решетках 〈Subn;∧C ,∨C〉
элементы z вида SubT для T ∈ Part n (см., доказательство теоремы 1).
Достаточно записать, что для каждого элемента x решетки

〈Subn;∧C ,∨C〉,
удовлетворяющего формуле ψ1(x) под элементом z существует атом zx,
такой что соответствующее ему подмножество множества n минималь-
но по включению среди подмножеств, соответствующих атомам решет-
ки, лежащим под z, x ∈ zx, при этом если zx1 и zx2 — два различных
подобных элемента, то соответствующие им подмножества множества
n дизъюнктны и кроме того, подмножества, соответствующие атомам,
лежащим под z, являются объединениями подмножеств, соответству-
ющих элементам вида zx. Фиксация любых двух подобных элементов
SubT1, SubT2 позволяет проинтерпретировать в элементарных теориях
моделей 〈Subn;∧C ,∨C〉 модели вида 〈n;∼1,∼2〉 с двумя произвольны-
ми отношениями эквивалентности. Хорошо известная же (см., к при-
меру, [1]) наследственная неразрешимость элементарной теории этого
класса влечет неразрешимость элементарной теории класса решеток
вида 〈Sub;∧C ,∨C〉, а значит и класса решеток вида 〈PCLA;∧P ,∨P 〉.
Резюмируем отмеченные свойства решеток 〈PCLA;∧P ,∨P 〉 в следу-

ющем утверждении.

Теорема 2. а) Длина решетки 〈PCLn;∧P ,∨P 〉 равна 2n − 2, число ее
коатомов так же равно 2n − 2, число атомов — n;
б) решетки 〈PCLm;∧P ,∨P 〉 являются ретрактами решеток

〈PCLn;∧P ,∨P 〉
при n � m;
в) графы решеток 〈PCLn;∧P ,∨P 〉 не планарны, при n � 3;
г) все автоморфизмы решеток 〈PCLn;∧P ,∨P 〉 индуцируются пере-
становками множества n;
д) элементарная теория класса решеток {〈PCLn;∧P ,∨P 〉} наследст-
венно неразрешима.

Среди вопросов, связанных с решетками вида 〈PCLn;∧P ,∨P 〉 есте-
ственными, но остающимися открытыми представляются оценки (в том
числе и асимптотические) числа элементов в этих решетках.
Остановимся еще на одном вопросе, связанном с клонами вида

PTr(A). Включения
Tr(A) ⊆ PTr() ⊆ F (A)
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для любой алгебры A = 〈A;σ〉 инициируют интерес к случаям ра-
венств PTr(A) = F (A) и Tr(A) = PTr(A) соответственно. В первом
случае алгебру A назовем точечно термально примальной и очевидно,
что A является таковой тогда и только тогда, когда A не содержит
собственных подалгебр. Во втором случае алгебру A назовем точечно
термально полной. Очевидно, что если A точечно термально полна, то
она не обладает нетривиальными внутренними гомоморфизмами. На-
помним, что внутренний гомоморфизм алгебры A— это любой гомомор-
физм одной подалгебры алгебры A на другую и подобный гомоморфизм
нетривиален, если он нетождественен и если его образ неодноэлементен.
Напомним также, что для любой алгебры A = 〈A;σ〉 неиндексиро-

ванной прямой степенью A(I) алгебры A называется алгебра 〈AI ;σ(I)〉,
сигнатура которой состоит из функций fϕ(x1, . . . , xn), где ϕ — любое
отображение множества I в совокупность Trn(A) всех n-местных термов
сигнатуры σ. При этом для g1, . . . , gn ∈ AI имеет место

fϕ(g1, . . . , gn)(i) = ϕ(i)(g1(i), . . . , gn(i))

для любого i ∈ I.
Очевидно, что условие точечно термальной полноты алгебры A =

〈A;σ〉 равносильно тому, что

основные множества подалгебр алгебр AAn
и A(An) совпадают. (∗)

Столь же очевидно, что необходимое условие отсутствия нетривиаль-
ных внутренних гомоморфизмов точечно термально полных алгебр есть
частный случай критерия (∗).
Наконец, естественным, в свете определения точечно термальных

функций представляется и следующее понятие. Функцию f(x1, . . . , xn)
на основном множестве A алгебры A = 〈A;σ〉 назовем локально тер-
мальной, если для любого натурального m и любых a1, . . . , am ∈ An

существует терм ta1,...,am(x1, . . . , xn) алгебры A, такой что для всех i �
m имеют место равенства

f(ai) = ta1,...,am(ai).

Через LTr(A) обозначим совокупность всех локально термальных для
A функций.
Для любого функционального клона K на множестве A через KL

обозначим клон LTr(Ak). Очевидно, что оператор K → K
L является

оператором замыкания на решетке всех функциональных клонов на
множестве A. Клоны вида KL будем называть локально термальными
замыканиями клонов K.
Далее для любого натурального n и любого клона K через Kn будем

обозначать совокупность n-местных функций из K. Очевидно, что для
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любого n ∈ ω при рассмотрении n-местных функций на A, как элемен-
тов множества AAn , множество KL

n является замыканием совокупности
Kn в тихоновской топологии на множестве AAn при исходной дискрет-
ной топологии на A. Клоны K, удовлетворяющие равенству KL

= K,
будем называть локально термально полными.
Локально термально полными являются любые клоны на конечных

множествах. Безусловно точечно термально полные клоны являются
и локально полными. Примером локально термально полных клонов
на бесконечных множествах являются, в частности, совокупности тер-
мальных функций любой бесконечной булевой алгебры. На самом деле
очевидно следующее более общее утверждение.

Теорема 3. Если алгебра A = 〈A;σ〉 порождает локально конечное
многообразие, то клон Tr(A) является локально термально полным
на множестве A.

Утверждение теоремы очевидно в силу того, что на A в условиях
теоремы имеется лишь конечное число попарно различных термальных
функций алгебры A от n переменных для любого натурального n.
Столь же очевидно, что условия локальной конечности лишь самой

алгебры A не достаточно. Действительно, пусть An (n ∈ ω) дизъюнкт-
ные n-элементные множества, σ = 〈fm(x) |m ∈ ω〉 и fm являются
циклами на множествах Am для m � n и fm тождественны на A при
m > n. Очевидно, что клон термальных функций локально конеч-
ной алгебры A, являющейся дизъюнктным объединением алгебр An =
〈An;σ〉, не является локально термально полным.
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