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Пусть z = (z1, . . . , zn) — точки n-мерного комплексного простран-
ства C

n, а β = (β1, . . . , βn) — точки n-мерной целочисленной решетки
Z
n. Подмножество этой решетки, состоящее из точек с целыми неот-
рицательными координатами, обозначим Z

n
+. Далее обозначим |β| =

β1 + · · · + βn, zβ = zβ1
1 · · · · · zβn

n и, если β ∈ Z
n
+, то β! = β1! · · ·βn!.

Полиномиальные коэффициенты определяются для β ∈ Z
n
+ следующей

формулой

|β|!
β!

=
(β1 + · · ·+ βn)!

β1! · · ·βn! .

Фиксируем s ∈ Z
n
+ и μ ∈ {1, 2, . . . , n}. Для j = μ, μ+ 1, . . . , n обозначим

Bs
μ,j = {β ∈ Z

n
+ : βμ ≤ sμ, . . . , βj−1 ≤ sj−1, βj = sj , βj+1 ≤ sj+1, . . . , βn ≤

sn}.
Заметим, что для μ = 1 множество Bs

μ,j состоит из конечного числа
точек, а для μ > 1–из бесконечного.
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Теорема 1. Если |z1|+ · · ·+ |zμ−1| < 1 и z1 + z2 + · · ·+ zn = 1, то для
μ = 1, . . . , n справедливы следующие тождества

n∑
j=μ

zj
∑

β∈Bs
µ,j

|β|!
β!
zβ ≡ 1. (1.1)

Прежде чем доказывать теорему, прокомментируем «крайние» слу-
чаи μ = 1 и μ = n.
Если μ = 1, то ситуация следующая. Конструирование вейвлетов с

компактными носителями (Daubechies wavelets) приводит к необходи-
мости решить функциональное уравнение

(1− z)NP (z) + zNP (1− z) ≡ 1, 0 ≤ z ≤ 1

относительно неизвестной функции P (z). Многочлен наименьшей сте-
пени, удовлетворяющий данному уравнению, имеет вид

PN (z) =
N−1∑
k=0

(N − 1 + k)!

(N − 1)!k!
zk,

т.е. справедливо тождество (см. [9], [6])

(1− z)N
N−1∑
k=0

(N − 1 + k)!

(N − 1)!k!
zk + zN

N−1∑
k=0

(N − 1 + k)!

(N − 1)!k!
(1− z)k = 1. (1.2)

Это тождество получается из теоремы 1 при n = 2 и s1 = s2 = N − 1.
Многочлены PN (z) используются далее в вейвлет-теории для построе-
ния фильтров Добеши.
Цайльбергер Д. (Zeilberger D.,[10]) дал вероятностную интерпрета-

цию тождества 1.2 и привел вариант его обобщения на многомерный
случай. Относительно теоремы 1 этот вариант означает, что рассмотрен
случай s1 = s2 = · · · = sn. Случай же произвольных sj , т.е. формула 1.1
для μ = 1 доказан в работе Г.П. Егорычева [2]. Отметим, что наряду
с теорией вейвлетов и теорией вероятностей тождество, аналогичное
тождеству 1.2, использовалось в работе [7] при исследовании асимпто-
тических распределений В.К. Иванова. Кроме того, в работе [3] был
получен набор тождеств с биномиальными коэффициентами, одно из
которых совпадает с 1.2. В последнем случае источником тождеств
оказалось интегральное представление функций, голоморфных в огра-
ниченных линейно выпуклых областях с кусочно-регулярной границей
(см. [4]). В данном представлении функция выражается через сумму
интегралов по множествам различных размерностей с ядрами, постро-
енными с помощью кратной геометрической прогрессии. Их разложение
в ряды и последующее почленное интегрирование и приводит к тож-
дествам с биномиальными коэффициентами. Как оказалось структура
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ядер этих интегральных представлений аналогична ядру интегрального
представления композиции Адамара кратных степенных рядов (см. [5]).
Применение же конструкции композиции Адамара позволяет не только
существенно упростить доказательство тождества для μ = 1 в n-мерном
случае, но и естественным образом получить тождества для остальных
значений μ.
Другой «крайний» случай μ = n связан с бесконечными последо-

вательностями испытаний Бернулли. Тождество 1.1 при n = 2 можно
записать в виде

z2

∞∑
β1=0

(β1 + s2)!

β1!s2!
zβ1
1 zs22 = 1, (1.3)

которое в отрицательном биномиальном распределении допускает сле-
дующую интерпретацию.
Пусть z1−вероятность успеха, а z2−вероятность неудачи в схеме Бер-

нулли. Тогда (β1+s2)!
β1!s2!

zβ1
1 z

s2
2 − это вероятность того, что в серии (β1 + s2)

испытаний произойдет β1 успех и s2 неудач. Проводим испытания до тех
пор, пока не наступит ровно s2+1 неудача, тогда левая часть равенства
1.3 есть вероятность того, что s2+1 неудача наступила после конечного
числа испытаний.
Таким образом (см. [8], стр. 181) равенство 1.3 означает, что воз-

можностью существования бесконечной последовательности испытаний
с числом неудач меньшим, чем (s2 + 1) можно пренебречь.
Приведем конструкцию композиции Адамара кратных степенных ря-

дов ([5]).
Пусть даны два степенных ряда кратности n и m соответственно:

f(ξ) =
∑
α≥0

a(α)ξα, (1.4)

g(η) =
∑
β≥0

b(β)ηβ , (1.5)

где α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βm), а «векторное» неравенство α ≥ 0
означает, что αj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n. Пусть, кроме того, дано линейное
отображение D : Zm → Z

n с матрицей, которую мы будем обозначать
той же буквой

D = ‖dij‖m×n, (1.6)

где dij ∈ Z, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.
Определим композицию рядов 1.4 и 1.5 следующим образом

h(z) =
∑
β≥0

a(βD + s)b(β)zβ . (1.7)
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Здесь s ∈ Z
n и s фиксировано, а мультииндекс β умножается слева на

матрицу 1.6 обычным образом. Если m = n = 1, d11 = 1, s1 = 0, то 1.7
— классическая адамаровская композиция рядов (см. [1]). Поскольку в
формулах 1.4, 1.5 мультииндексы α и β принимают неотрицательные
значения, то 1.7 можно (и удобнее) записать в виде

h(z) =
∑

βD+s≥0
β≥0

a(βD + s)b(β)zβ , (1.8)

т.е. в виде суммы с линейными ограничениями на индексы суммирова-
ния.
Приведем интегральное представление для композиции Адамара.

Лемма 1. Пусть функция 1.4 голоморфна в замкнутом полицилиндре
U = {ξ ∈ C

n : |ξ| ≤ rk, k = 1, . . . , n}, а функция 1.5 — в замкнутом
полицилиндре V = {η ∈ C

m : |ηi| ≤ Ri, i = 1, . . . ,m}. Тогда функция 1.8
голоморфна в полицилиндре W = {z ∈ C

m : |zi| < ρi, i = 1, . . . ,m}, где
ρi = rdi11 ·· · ··rdinn Ri, i = 1, . . . ,m, и для z ∈W справедливо интегральное
представление

h(z) = (2πi)−n

∫
γ
f(ξ)g(

z

ξD
) · dξ

ξs+I
, (1.9)

где ξD = (ξd111 · · · · · ξd1nn , . . . , ξdm1
1 · · · · · ξdmn

n ), γ = {ξ ∈ C
n : |ξk| = rk,

k = 1, . . . , n}, I = (1, . . . , 1), dξ = dξ1 ∧ · · · ∧ dξn.
Доказательство.
Разложим подинтегральные функции 1.4 и 1.5 в равномерно сходя-

щиеся на γ ряды, перемножим их и почленно проинтегрируем, учиты-
вая свойство ∫

γ
ξα · dξ

ξ
=

{
(2πi)−n, α = 0,
0, α �= 0.

Получим

(2πi)−n

∫
γ
f(ξ)g(

z

ξD
) · dξ

ξs+I
=

= (2πi)−n

∫
γ
(
∑
α≥0

a(α)ξα)(
∑
β≥0

b(β)
zβ

ξβD
) · dξ

ξs+I
=

= (2πi)−n

∫
γ

∑
α,β≥0

a(α)b(β)zβξα−βD−s · dξ

ξs+I
=

=
∑

βD+s≥0
β≥0

a(βD + s)b(β)zβ = h(z).
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Доказательство теоремы 1. Рассмотрим функции

fj(ξ) =
1∏n

k=1
k 	=j

(1− ξk)
, g(ξ) =

1

(1− ξ1 − · · · − ξn)
, j = 1, . . . , n.

Коэффициенты aj(α) и b(β) разложения в степенной ряд функций
fj(ξ) =

∑
α≥0 aj(α)ξ

α и g(ξ) =
∑

β≥0 b(β)ξ
β соответственно равны

aj(α) =

{
1, αj = 0,
0, αj �= 0,

и b(β) = |β|!
β! , где α, β ∈ Z

n
+, j = 1, . . . , n.

Для фиксированного μ в качестве матрицы D выберем квадратную
(m = n) с нулями всюду, кроме главной диагонали, причем d11 = · · · =
dμ−1,μ−1 = 0, dμ,μ = · · · = dnn = −1. Из выбора D и равенства aj(α) = 0
при αj = 0 следует, что множество целых решений системы неравенств{
βD + s ≥ 0,
β ≥ 0

совпадает с Bs
μ,j , т.е. композиция Адамара hj(z) степен-

ных рядов fj и g в данном случае равна hj(z) =
∑

β∈Bs
µ,j

|β|!
β! z

β , а нужное
нам тождество примет вид

∑n
j=μ zjhj(z) = 1.

Если z = (z1, . . . , zn) удовлетворяет условию |z1| + · · · + |zμ−1| < 1,
то всегда можно найти положительные r1, . . . , rn такие, что |rj | < 1 и
|z1|+ · · ·+ |zμ−1|+ |zμ|rμ+ · · ·+ |zn|rn < 1. Возьмем R = (R1, . . . , Rn) та-
ким образом, чтобы R1 > |z1|, . . . , Rμ−1 > |zμ−1|, Rμ > |zμ|rμ, . . . , Rn >
|zn|rn, но при этом R1 + · · · + Rn < 1. Функции fj(ξ) голоморфны в
полицилиндре U = {ξ ∈ C

n : |ξk| ≤ rk, k = 1, . . . , n}, а функция g(η)
голоморфна в полицилиндре V = {η ∈ C

n : |ηk| ≤ Rk, k = 1, 2, . . . , n}.
Тогда композиция по Адамару hj(z) этих функций голоморфна в поли-
цилиндре W = {|z1| < R1, . . . , |zμ−1| < Rμ−1, |zμ| < Rµ

rµ
, . . . , |zn| < Rn

rn
} и

для z ∈W справедливо (см. формулу 1.9) интегральное представление

hj(z) = (2πi)−n

∫
γ

n∏
k=1
k 	=j

(1− ξk)
−1 1

1−∑μ−1
p=1 zp −

∑n
p=μ zpξp

· dξ

ξs+I
.

Если точка z удовлетворяет условиям теоремы, то по построению по-
лицилиндра W эта точка лежит в W . Учитывая равенство

∑n
p=μ zp(1−
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ξp) =
∑n

p=μ zj −
∑n

p=μ zpξp и условие
∑n

p=μ zp = 1−∑μ−1
p=0 zp найдем, что

n∑
j=μ

zjhj(z) =

(2πi)−n

∫
γ

n∑
j=μ

zj

n∏
k=1
k 	=j

(1− ξk)
−1 1

1−∑μ−1
p=1 zp −

∑n
p=μ zpξp

· dξ

ξs+I
=

= (2πi)−n

∫
γ

∑n
j=μ zj(1− ξj)∏n
k=1(1− ξk)

1

1−∑μ−1
p=1 zp −

∑n
p=μ zpξp

· dξ

ξs+I
=

= (2πi)−n

∫
γ

n∏
k=1

(1− ξk)
−1 dξ

ξs+I
= 1.

Отметим, что последнее равенство получается из интегральной форму-
лы Коши и оно завершает доказательство.
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V. P. Krivokolesko, E. K. Leinartas

On identities with polynomial coefficients

Abstract. By using methods of the generating functions and properties of Hadamars
composition of multiple power series we get a series of identities with polynomial coeffi-
cients which are similar to identities of Daubeacheis-Zielberger-Egorychev.
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