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Аннотация. В статье для задачи оптимального управления нелинейным волно-
вым уравнением с нелинейными граничными условиями приводятся конструкции
численных методов, основанных на необходимом условии оптимальности в виде
вариационного принципа максимума.
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Введение

Численные методы, основанные на необходимых условиях оптималь-
ности, занимают видное место в теории численного решения задач опти-
мального управления. Получение необходимого условия оптимальности
в виде вариационного принципа максимума для задачи оптимального
управления волновыми процессами [2] сделало возможным применение
к ней соответствующих численных методов. Схема предлагаемых ме-
тодов в общем стандартна. Нестандартными являются конструкции,
позволяющие использовать данные методы для решения задач опти-
мального управления волновыми процессами.

∗ Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Федеральной Целевой
Программы "Научные и научно-педагогические кадры инновационной России" на
2009–2013гг и РФФИ, проект 11-01-00713 на 2011–2013гг.
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1. Постановка задачи

В прямоугольнике Π = S × T, S = (s0, s1), T = (t0, t1) плоскости пе-
ременных (s, t) определим связь между управлением u = u(s, t), u(s, t) ∈
R, и состоянием x = x(s, t), x(s, t) ∈ R, дифференциальным уравнением
с частными производными второго порядка

xtt − a2(s)xss = f(x, xt, xs, u, s, t), (1.1)

с начальными

x(s, t0) = x0(s), xt(s, t0) = x1(s), s ∈ S. (1.2)

и граничными условиями

xt(s0, t) = q0(x(s0, t), v
0, t), xs(s1, t) = q1(x(s1, t), v

1, t), t ∈ T. (1.3)

Здесь функции vi = vi(t), i = 0, 1, служат управлениями. Допустимыми
управлениями будем считать измеримые и существенно ограниченные
функции u = u(s, t) и vi = vi(t), i = 0, 1, стесненные ограничениями

u(s, t) ∈ U, vi(t) ∈ V i, i = 0, 1, (1.4)

для почти всех (s, t) ∈ Π, t ∈ T.
Требуется найти такие допустимые управления u, v0 и v1, которые

доставляют минимум целевому функционалу

J(u, v) =

∫
∂Π
ϕ(x, xt, xs, v, s, t)dω +

∫∫
Π
Φ(x, xt, xs, u, s, t)dsdt (1.5)

на решениях смешанной задачи (1.1)-(1.3). В функционале (1.5) первое
слагаемое является интегралом первого рода по границе ∂Π прямо-
угольника Π, dω =

√
ds2 + dt2. В нем естественно считать ϕ ≡ 0 на

нижней границе прямоугольника Π, т.е. при s ∈ S, t = t0.
Наложим следующие предположения на задачу (1.1)-(1.5):

− функция a = a(s) абсолютно непрерывна на замкнутом отрезке
[s0, s1], отделима от нуля числом a0 и ограничена сверху числом
a∞ : 0 < a0 ≤ a(s) ≤ a∞ < +∞, s ∈ S = [s0, s1];

− функции f = f(x, xt, xs, u, s, t), q
i = qi(x, vi, t), i = 0, 1, ϕ = ϕ(x, xt,

xs, v, s, t), Φ = Φ(x, xt, xs, u, s, t) непрерывны по совокупности своих
аргументов и непрерывно дифференцируемы по фазовым перемен-
ным x, xt, xs всюду в области своего определения;

− функция x0 = x0(s) абсолютно непрерывна на S, функция x1 =
x1(s) измерима и существенно ограничена на S;

− для любого набора допустимых управлений u, v0, v1 существует
ограниченное решение x, имеющее ограниченные производные xt,
xs почти всюду в Π.
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2. Эквивалентная задача

В работе [2] доказано существование и единственность обобщенно-
го решения волнового уравнения (1.1) с начально-краевыми условиями
(1.2)-(1.3). Исследование свойств решения ведется путем сведения ис-
ходной волновой задачи к эквивалентной ей гиперболической системе
четырех дифференциальных уравнений первого порядка со смешанны-
ми условиями. Сведение осуществляется путем введения понятия ха-
рактеристики s = s±(ξ, τ, t) волнового уравнения как решения обыкно-
венного дифференциального уравнения ds/dt = ±a(s), проходящего че-
рез точку (ξ, τ), дифференциального оператора D±x являющего собой
производную вдоль характеристики: D±x(s, t) = [ d

dτ x(s
±(s, t; τ)]|t=τ , и

двух новых функций r± = r±(s, t), равных по определению r± = xt ∓
axs. В итоге имеем задачу:

D±x = r∓, D±r± = g(x, r−, r+, u, s, t), (2.1)

x(s, t0) = x0(s), r±(s, t0) = x1(s)∓ a(s)x0′(s), s ∈ S, (2.2)

r+(s0, t) = −r−(s0, t) + 2q0(x(s0, t), v
0, t),

r−(s1, t) = r+(s1, t) + 2a(s1)q
1((x(s1, t), v

1, t), t ∈ T.
(2.3)

Здесь

g(x, r−, r+, u, s, t) = f(x, (r−+r+)/2, (r−−r+)/2a, u, s, t)−a′(r−−r+)/2,
а обратная замена, естественно, выглядит следующим образом: xt =
(r− + r+)/2, xs = (r− − r+)/2a. Таким образом, задача оптимального
управления (1.1)-(1.5) редуцируется к задаче оптимального управле-
ния для системы (2.1) с начальными (2.2) и смешанными граничными
условиями (2.3), при этом целевой функционал (1.5) на допустимых
управлениях (1.4) остается тем же с точностью до замены переменных.

3. Вариационный принцип максимума

Введем в рассмотрение вариации управления на узких полосках
вдоль соотвествующих характеристик:

Δ±u(s, t) =
{
u(t)− u(s, t), (s, t) ∈ Π̌±

ε (ξ, τ),
0, (s, t) ∈ Π\Π̌±

ε (ξ, τ),

Π̌±
ε (ξ, τ) = {(s, t) ∈ Π : s±(ξ − ε, τ ; t) < s < s±(ξ, τ ; t)}.

Определим

Ť+
ε (ξ, τ) = (ť+(ξ, τ), ť+(ξ − ε, τ)), Ť−

ε (ξ, τ) = (ť−(ξ − ε, τ), ť−(ξ, τ)),
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Ŝ±
ε (ξ, τ) = (s±(ξ − ε, τ ; t1), s

±(ξ, τ ; t1))

и в случае, если Ť±
ε (ξ, τ) �= ∅, положим

Δ+v0(t) =

{
v0 − v0(t), t ∈ Ť+

ε (ξ, τ),
0, t ∈ T\Ť+

ε (ξ, τ),
Δ+v1(t) = 0, t ∈ T,

Δ−v1(t) =
{
v1 − v1(t), t ∈ Ť−

ε (ξ, τ),
0, t ∈ T\Ť−

ε (ξ, τ),
Δ−v0(t) = 0, t ∈ T.

Здесь ť±(s, t) – момент начала характеристики s±(s, t; ·), проходящей
через точку (s, t), ť± ∈ [t0, t1].
Далее для простоты наложим предположение, что время t1 доста-

точно мало, чтобы характеристика, стартующая на левой границе пря-
моугольника Π, завершилась на его правой границе:

t1 ≤ t = t0 +

s1∫
s0

ds

a(s)
.

Обозначим за t̂+(ξ, τ) (t̂−(ξ, τ)) момент прихода характеристики
s+(ξ, τ ; ·) (s−(ξ, τ ; ·)) на правую s = s1 (левую s = s0) границу пря-
моугольника Π.
Анализ приращения целевого функционала на таких вариациях до-

пустимых управлений [2] приводит к паре семейств (для каждой точки
(ξ, τ) задача своя) задач оптимального управления составными обык-
новенными дифференциальными уравнениями:

ẏ = g(x, r−, y, ū, s+(ξ, τ ; t), t), t ∈ (ť+(ξ, τ), t̂+(ξ, τ)),

y(ť+(ξ, τ)) =

{
r+(s+(ξ, τ ; t0), t0), ť

+(ξ, τ) = t0,
−r−(s0, ť+(ξ, τ)) + 2q0(x, v̄0, ť+(ξ, τ)), ť+(ξ, τ) > t0,

ż = g(x, z, r+, u, s−(s0, t̂+(ξ, τ); t), t), t ∈ (t̂+(ξ, τ), t1),
z(t̂+(ξ, τ)) = y(t̂+(ξ, τ)) + 2a(s1)q

1(x, v1, t̂+(ξ, τ)),

ū(t) ∈ U, t ∈ (ť+(ξ, τ), t̂+(ξ, τ)), v̄0 ∈ V 0, (3.1)

I+ξτ (ū, v̄
0) = −α+ϕ(x, r−, y, v̄0, s0, ť+(ξ, τ))−

−β+ϕ(x, r−, y, s+(ξ, τ ; t1), t1)a(s+(ξ, τ ; t1))−
−(1− β+)ϕ(x, r−, y, v1, s1, t̂+(ξ, τ))−

−(1− β+)ϕ(x, z, r+, s−(s1, t̂+(ξ, τ); t1), t1)a(s−(s1, t̂+(ξ, τ); t1)+

+
t̂+(ξ,τ)∫
ť+(ξ,τ)

H(ψ−, 0, ζ−, 0, x, r−, y, ū, s, t)a(s))|s=s+(ξ,τ ;t)dt+

+
t1∫

t̂+(ξ,τ)

H(0, ψ+, 0, ζ+, x, z, r+, u, s, t)a(s)|s=s−(s1,t̂+(ξ,τ);t)dt→ max,
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ẏ = g(x, y, r+, ū, s−(ξ, τ ; t), t), t ∈ (ť−(ξ, τ), t̂−(ξ, τ)),

y(ť−(ξ, τ)) =
{
r−(s−(ξ, τ ; t0), t0), ť−(ξ, τ) = t0,
r+(s1, ť

−(ξ, τ)) + 2a(s1)q
1(x, v̄1, ť−(ξ, τ)), ť−(ξ, τ) > t0,

ż = g(x, r−, z, u, s+(s0, t̂−(ξ, τ); t), t), t ∈ (t̂−(ξ, τ), t1),
z(t̂−(ξ, τ)) = −y(t̂−(ξ, τ)) + 2q0(x, v0, t̂−(ξ, τ)),

ū(t) ∈ U, t ∈ (ť−(ξ, τ), t̂−(ξ, τ)), v̄1 ∈ V 1, (3.2)

I−ξτ (ū, v̄
1) = −α−ϕ(x, y, r+, v̄1, s1, ť−(ξ, τ))−

−β−ϕ(x, y, r+, s−(ξ, τ ; t1), t1)a(s−(ξ, τ ; t1))−
−(1− β−)ϕ(x, y, r+, v0, s0, t̂−(ξ, τ))−

−(1− β−)ϕ(x, r−, z, s+(s0, t̂−(ξ, τ); t1), t1)a(s+(s0, t̂−(ξ, τ); t1))+

+
t̂−(ξ,τ)∫
ť−(ξ,τ)

H(0, ψ+, 0, ζ+, x, y, r+, ū, s, t)a(s)|s=s−(ξ,τ ;t)dt+

+
t1∫

t̂−(ξ,τ)

H(ψ−, 0, ζ−, 0, x, r−, z, u, s, t)a(s)|s=s+(s0,t̂−(ξ,τ);t)dt→ max .

Здесь параметры α± и β± определены соотношениями

α± =

{
0, ť±(ξ, τ) = t0,
1, ť±(ξ, τ) > t0,

β± =

{
1, t̂±(ξ, τ) = t1,
0, t̂±(ξ, τ) < t1

а функции ψ±, ζ± являются решениями сопряженной задачи:

D±ψ± ± a′ψ± = −Hx± ; D±ζ± ± a′ζ± = −Hr± , (s, t) ∈ Π,

ψ±(s, t1) = −ϕx± [s, t1]; ζ
±(s, t1) = −ϕr± [s, t1], s ∈ S,

ψ−(s0, t) = ψ+(s0, t)−
−(ϕx[s0, t] + 2q0x[s0, t](ϕr+ [s0, t]− a(s0)ζ

+(s0, t)))/a(s0),

ζ−(s0, t) = −ζ+(s0, t)− (ϕr− [s0, t]− ϕr+ [s0, t])/a(s0),

ψ+(s1, t) = ψ−(s1, t)−
−ϕx[s1, t]/a(s1)− 2q1x[s1, t](ϕr− [s1, t]− a(s1)ζ

−(s1, t)),

ζ+(s1, t) = ζ−(s1, t)− (ϕr− [s1, t] + ϕr+ [s1, t])/a(s1), t ∈ T,

(3.3)

где функция Понтрягина

H(ψ−, ψ+, ζ−, ζ+, x, r−, r+, u, s, t) = ψ+r− + ψ−r++
+(ζ− + ζ+)g(x, r−, r+, u, s, t, )− Φ(x, r−, r+, u, s, t). (3.4)

Можно показать, что для всех точек (ξ, τ) ∈ Π справедливы равенства

Δ+J(u∗, v∗) = −ΔI+ξτ (u
∗, v0∗)ε/a(ξ) + o(ε),

Δ−J(u∗, v∗) = −ΔI−ξτ (u
∗, v1∗)ε/a(ξ) + o(ε),

(3.5)

откуда следует вариационный принцип максимума.



68 Е. А. ЛУТКОВСКАЯ

Теорема 1. Пусть управления u∗(s, t) и v∗(t) оптимальны в задаче
(1.1)-(1.5). Тогда для почти всех (ξ, τ) ∈ Π след u∗(t) = u∗(s+(ξ, τ ; t), t)
и число v0∗ = v0∗(ť+(ξ, τ)) доставляют максимум функционалу I+ξτ в
задаче оптимального управления (3.1), а след u∗(t) = u∗(s−(ξ, τ ; t), t)
и число v1∗ = v1∗(ť−(ξ, τ)) доставляют максимум функционалу I−ξτ в
задаче оптимального управления (3.2).

4. Численные методы

Заметим, что решения u∗, v∗ задач (3.1),(3.2) вариационного прин-
ципа максимума не меняются, если в них точку (ξ, τ), исполняющую
роль параметра семейства задач (3.1),(3.2), заменить на любую другую
точку (ξ̃, τ̃) той же характеристики, т.е. такую, что ξ̃ = s±(ξ, τ, τ̃).
Определять конкретную характеристику можно разными способами.

Например, "номером" характеристики можно считать значение τ ∈ T,
при этом вторая координата ξ(τ) вычисляется по τ так, чтобы точка
(ξ(τ), τ) принадлежала соответствующей диагонали прямоугольника.
Далее для удобства введена в рассмотрение точка t̄+, которая отде-

ляет характеристики, берущие начало на нижней границе прямоуголь-
ника Π, от характеристик, стартующих с левой границы.
Таким образом, функционалы, введенные в рассмотрение в задачах

(3.1), (3.2), фиксируются для одной характеристики, т.е. будем рассмат-
ривать функционалы I±τ (ūτ , v̄τ ). Они определены для функций ū±(t) и
чисел v̄0, v̄1, которые являются следами управлений u и v на соот-
ветствующую характеристику. Тогда вспомогательная задача метода,
основанного на вариационном принципе максимума, имеет вид

I±τ (ūτ , v̄τ ) = max
u ∈ U
v ∈ V

I±τ (u(s±(ξ±(τ), τ, ·), ·), v(ť±(ξ±(τ), τ))). (4.1)

Ее решения для любого τ обозначим за ūτ , v̄τ . Совокупность решений
задач вида (4.1) сформирует распределенное управление

¯̄u±(s, t) : ¯̄u±(s±(ξ±(τ), τ ; t) = ū±τ (t), τ ∈ T,
t ∈ (ť±(ξ±(τ), τ); t̂±(ξ±(τ), τ)), (4.2)

и граничные управления:

¯̄v(t) : ¯̄v+(ť+(ξ+(τ), τ) = v̄0τ , τ ∈ (t̄+, t1), (4.3)(
¯̄v−(ť−(ξ−(τ), τ) = v̄1τ , τ ∈ (t̄−, t1)

)
.

Теперь определим функции

ω±
(u,v)(τ) = I±τ (ū±τ , v̄τ )− I±τ (u(s±(ξ±(τ), τ, ·), ·), v(ť±(ξ±(τ), τ))). (4.4)
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По построению ω± ≥ 0, τ ∈ T, причем если ω± = 0, то соответствующая
задача вариационного принципа максимума для базового управления
выполнена. В этом смысле числа

μ±(u, v) =
1

t1 − t0

∫
T

ω±
(u,v)(t)dt (4.5)

естественно трактовать как невязку выполнения принципа максимума.
Если μ > 0, проверяемое управление не оптимально. Опишем схему его
улучшения. Рассмотрим семейство измеримых подможеств отрезка T с
мерой ε :

T(u,v)(ε) ⊆ T, mes T(u,v)(ε) = ε, ε ∈ [0, t1 − t0]. (4.6)

На этом множестве определим однопараметрическое семейство варьи-
рования по правилу

uε(s, t) =

⎧⎨⎩
¯̄u(s, t), s = s±(ξ±(τ), τ ; t), τ ∈ T(u,v)(ε),

t ∈ (ť±(ξ±(τ), τ); t̂±(ξ±(τ), τ)),
u(s, t), s = s±(ξ±(τ), τ ; t), τ ∈ T \ T(u,v)(ε);

(4.7)

v+ε (t) =

{
¯̄v+(t), t = ť+(ξ+(τ), τ), τ ∈ T(u,v)(ε) ∩ (t̄+, t1),
v0(t), t = ť+(ξ+(τ), τ), τ ∈ T \ T(u,v)(ε), (4.8)(

v−ε (t) =
{

¯̄v−(t), t = ť−(ξ−(τ), τ), τ ∈ T(u,v)(ε) ∩ (t̄−, t1),
v1(t), t = ť−(ξ−(τ), τ), τ ∈ T \ T(u,v)(ε)

)
,

где ¯̄u(s, t), ¯̄v±(t) берутся из формул (4.2),(4.3). Приведенные конструк-
ции позволяют использовать методы последовательных приближений,
описанные в [1].
Проведем описание метода на основе семейства задач (3.1) вариа-

ционного принципа максимума. Схема метода на базе семейства задач
(3.2) строится аналогично.
Пусть на k-ой итерации метода для допустимых управлений uk =

uk(s, t) и v0k = v0k(t) найдены соответствующие решения xk = xk(s, t),
r±k = r±k(s, t) и ψ±k = ψ±k(s, t), ζ±k = ζ±k(s, t) задач (2.1)-(2.3) и (3.3).
Для каждого значения τ ∈ T определим решения ū+τ = ū+τ (t) и v̄τ задачи
(3.1) с функционалом I+τ , что позволит сконструировать функции ¯̄u+ и
¯̄v0 по правилу (4.2),(4.3).
Вычислим функцию ω+

k по формуле (4.4) и определим ее среднее зна-
чение μ+k = μ+k (u

k, vk) согласно (4.5). Если μ+k = 0, то (uk, vk) являются
решениями задачи. Иначе управление (uk, vk) можно улучшить.
Опишем способ построения улучшающего управления. Выберем се-

мейство измеримых подмножеств Tk(ε) ∈ T, удовлетворяющее (4.6).
Определим варьированные управления ukε(s, t), v

0k
ε (t) на множестве

Tk(ε) по правилу (4.7)-(4.8).
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Следующее приближение будем искать в виде:

uk+1(s, t) = ukεk(s, t), v
0k+1(t) = v0kεk (t).

где шаг εk обеспечивает уменьшение функционала

J(ukε , v
0k
ε ) < J(uk, v0k). (4.9)

Таким образом, общая схема методов, основанных на вариационном
принципе максимума, для решения задачи (2.1)-(2.3), (1.4)-(1.5) опи-
сана. Для обеспечения условия убывания (4.9) функционала J(u, v)
и обоснования сходимости методов необходимо конкретизировать вид
множества Tk(ε) и выбор шага εk. На множество Tk(ε) наложим следу-
ющее условие: ∫

Tk(ε)

ω+
k (t)dt ≥ εμk, ε ∈ [0, t1 − t0], (4.10)

Оно означает, что семейство Tk(ε) строится таким образом, чтобы для
любого ε ∈ (0, t1 − t0) среднее значение функции ω+

k (t) на множестве
Tk(ε) было не меньше ее среднего значения на всем отрезке T. Выбор
шага εk будем осуществлять в соответствии с правилом наискорейшего
спуска

εk : min J(ukε , v
k
ε ), ε ∈ [0, t1 − t0],

или исходя из менее жесткого условия, которое более удобно при прак-
тической реализации:

εk = δj , j = 0, 1, . . . ,
J(uk

δj
, vk

δj
)− J(uk, vk) ≤ −μk

2 δ
j .

Здесь δ ∈ (0, 1) – параметр метода, j – минимальный номер, при кото-
ром выполняется данное неравенство.
В [1] доказано, что при указанном способе выбора множества Tk(ε),

дополнительном условии непрерывности по Липшицу частных произ-
водных от функций ϕ,Φ, f по фазовым переменным, а также при усло-
вии ограниченности снизу целевого функционала, последовательности
{uk}, {vk} являются релаксационными и сходятся в смысле μ+k (uk, vk) →
0, k → ∞.
Важный момент реализации метода связан с построением семейства

множеств варьирования Tk(ε), удовлетворяющих условиям (4.6),(4.10).
Эта задача решена для обыкновенных динамических систем. В работах
[3; 4] и др. приведены разнообразные способы формирования множеств
Tk(ε), которые могут быть применены и в рамках предлагаемой схемы
варьирования распределенных управлений. Представим два из них. В
способе [4] используется деление отрезка Tk на два подмножества:

T+
k = {τ ∈ T : ω+

k (τ) ≥ θk}, T−
k = {τ ∈ T : ω+

k (τ) < θk}.
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Предполагается, что каждое подмножество является конечным объеди-
нением отрезков и имеет вид

T+
k =

lk⋃
1

T i
k, T

−
k =

mk⋃
lk+1

T i
k, T

i
k = [ti0, t

i
1], i = 1, 2, . . . ,mk.

Далее произвольным образом выбираются точки ti ∈ T i
k и вводятся

семейства множеств Tk(ε) по правилу:

Tk(ε) = [ti − αi(ε)(t
i − ti0), t

i + αi(ε)(t
i
1 − ti)], i = 1, 2, . . . ,mk,

αi(ε) =
ε mes T

mes T+
, i = 1, 2, . . . , lk,

αi(ε) =
ε mes T −mes T+

mes T −mes T+
, i = lk + 1, . . . ,mk.

Полагается T+
k (ε) =

⋃lk
1 T

i
k(ε), T

−
k (ε) =

⋃mk
lk+1 T

i
k(ε), и основное множе-

ство варьирования определяется как

Tk(ε) =

{
T+
k (ε), ε ∈ [0,mes T+/mes T ],
T+
k ∪ T−

k (ε), ε ∈ [mes T+/mes T, 1].

В способе [3] используется деление отрезка Tk на совокупность от-
резков невозрастания и неубывания функции ω+

k (τ) :

Tk(ε) =

mk⋃
1

T i
k, ε ∈ (0, 1),

T i
k(ε) = [ti0, t

i
0 + ε(ti1 − ti0)], i = 1, 2, . . . , lk,

T i
k(ε) = [ti1 − ε(ti1 − ti0), t

i
1], i = lk + 1, . . . ,mk,

где T i
k = [si0, s

i
1], i = 1, 2, . . . , lk, – семейство отрезков невозрастания

функции ω+
k (τ), а T

i
k = [ti0, t

i
1], i = lk+1, . . . ,mk, – семейство промежут-

ков, на которых функция ω+
k (τ) не убывает.
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Abstract. In the paper numerical methods based on the necessary optimality condi-
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of nonlinear wave equation with nonlinear boundary conditions are presented.
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