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Аннотация. В работе методами теории фундаментальных оператор-функций вы-
рожденных интегро-дифференциальных операторов в банаховых пространствах
исследована однозначная разрешимость одной начальной задачи в классах распре-
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Введение

Рассмотрим линейный интегро-дифференциальный оператор

LN (u(t)) = Bu(N)(t)−Au(t)−
t∫

0

g(t− s)Au(s)ds,

где B, A — замкнутые линейные операторы, действующие из банахова
пространства E1 в банахово пространство E2, причем D(B) = D(A) =

E1, D(B) ⊆ D(A), оператор B фредгольмов, т. е. R(B) = R(B) и
dimN(B) = dimN(B∗) < +∞, ядро g(t) : R+ → R— числовая функция.
В этих предположениях будем исследовать однозначную разрешимость
задачи Коши

LN (u(t)) = f(t), u(0) = u0, u
′(0) = u1, . . . , u

(N−1)(0) = uN−1. (0.1)
∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Федеральной целевой программы
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Интегральная часть рассматриваемого уравнения представляет со-
бой сверточное вольтерровское интегральное возмущение последнего
слагаемого Au(t) дифференциальной части. Именно такая ситуация
возникает в задачах математической теории вязкоупругости при мо-
делировании движения вязкоупругих сред наследственного типа, опи-
сании колебаний вязкоупругих тел [3, 6, 14] и т. д. Эти процессы описы-
ваются уравнениями в частных производных, которые являются кон-
кретными реализациями абстрактной задачи (0.1). Некоторые из таких
задач были рассмотрены в работах [10, 5, 11, 12]. Тем самым специ-
альный вид исследуемого объекта выбран неслучайно и продиктован
соответствующими приложениями.
Впервые класс абстрактных уравнений Вольтерра с фредгольмовым

оператором в главной части был рассмотрен в пионерской работе про-
фессора Н. А. Сидорова [7]. Методы последовательных приближений
для нелинейных интегро-дифференциальных уравнений с вырождени-
ем в окрестностях точек ветвления были предложены в работах [8, 9],
где также рассмотрены приложения из теории полупроводников.
С помощью конструкции фундаментальной оператор-функции ранее

проводились исследования начальных задач типа (0.1) для линейных
интегро-дифференциальных уравнений. Например, в работе [12] при
N = 2 была изучена такая задача и некоторые ее приложения. В [11]
подробно исследован случай спектральной ограниченности оператор-
ного пучка. При N = 1 в [10] и при N ≥ 1 в условиях отсутствия
A-присоединенных элементов фредгольмова оператора B [5] исследо-
валась начальная задача с ядром интегральной части более общего
вида. В работе [13] рассмотрена задача с ядром g(t)B и некоторые ее
конкретные реализации.

1. Обобщенные жордановы наборы фредгольмовых
операторов

Пусть E1, E2 — вещественные банаховы пространства, B — замкну-
тый линейный плотно определенный фредгольмов оператор, действую-
щий из E1 в E2.
Обозначим n — размерность N(B), {ϕi}ni=1 и {ψi}ni=1 — базисы в

N(B) и N(B∗) соответственно, {γi}ni=1 ⊂ E∗
1 и {zi}ni=1 ⊂ E2 — биорто-

гональные им системы элементов, т. е.

〈ϕi, γj〉 = 〈zi, ψj〉 = δij , i, j = 1, . . . , n.
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Введем проекторы P : E1 → N(B), Q : E2 → span {zi}ni=1, действия
которых задаются формулами

P =

n∑
i=1

Pi =

n∑
i=1

〈·, γi〉ϕi, Q =

n∑
i=1

Qi =

n∑
i=1

〈·, ψi〉 zi,

и ограниченный оператор Γ : E2 → D(B),

Γ = B̃−1 =

(
B +

n∑
i=1

〈·, γi〉 zi
)−1

,

называемый регуляризатором Треногина [1]. Справедливы равенства
Γzi = ϕi, Γ

∗γi = ψi, ΓB = I1 − P, BΓ = I2 −Q. Здесь и далее в работе
I1, I2 — тождественные операторы в пространствах E1 и E2.
Пусть A — замкнутый линейный оператор из E1 в E2, D(A) = E1.

Будем называть A-жордановой цепочкой длины pi ∈ N базисного век-
тора ϕi ∈ N(B) конечный набор элементов

{
ϕ
(1)
i , ϕ

(2)
i , . . . , ϕ

(pi)
i

}
⊂ E1,

удовлетворяющих уравнениям

Bϕ
(1)
i = 0, Bϕ

(k+1)
i = Aϕ

(k)
i , k = 1, . . . , pi − 1,

которые, в соответствии с альтернативой Фредгольма [1], разрешимы,
если

〈
Aϕ

(k)
i , ψj

〉
= 0, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi − 1. Вектор ϕ(k+1)

i при-
нято называть A-присоединенным элементом k-го порядка к элементу
ϕi, причем справедлива формула ϕ

(k+1)
i = ΓAϕ

(k)
i . Условие обрыва це-

почки присоединенных элементов на pi-м шаге состоит в том, что не
все числа

〈
Aϕ

(pi)
i , ψj

〉
равны нулю. Построив по описанному правилу

для каждого ϕi ∈ N(B) свою A-жорданову цепочку, получим систему
элементов {

ϕ
(k)
i , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi

}
⊂ E1,

называемую A-жордановым набором фредгольмова оператора B и яв-
ляющуюся полной, если det

∥∥∥〈Aϕ(pi)
i , ψj

〉∥∥∥ �= 0. Базис в N(B∗) можно
выбрать таким, что условие полноты A-жорданова набора эквивалентно
соотношению

〈
Aϕ

(pi)
i , ψj

〉
= δij , i, j = 1, . . . , n, тогда zi = Aϕ

(pi)
i .

В цикле работ Б. В. Логинова (см., например, статью [4] и библиогра-
фию к ней) показано, что, если оператор B имеет полный A-жорданов
набор, то существует полный A∗-жорданов набор оператора B∗, кото-
рый строится по тем же правилам, причем базисы в N(B) и N(B∗)
можно выбрать так, что элементы ϕi и ψi с одинаковыми номерами
имеют обобщенные жордановы цепочки одинаковой длины. В дальней-
шем без ограничения общности будем предполагать, что все указанные
перестройки базисов уже выполнены.
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Полным A∗-жордановым набором оператора B∗ называется система
элементов ψ(k)

i ∈ E∗
2 , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi, которые удовлетворяют

уравнениям

B∗ψ(1)
i = 0, B∗ψ(k+1)

i = A∗ψ(k)
i , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi − 1,

условиям разрешимости〈
ϕi, A

∗ψ(k)
j

〉
= 0, i, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pj − 1,

и полноты 〈
ϕi, A

∗ψ(pj)
j

〉
= δij , i, j = 1, . . . , n,

Для восстановления A∗-присоединенных элементов справедливы фор-
мулы

ψ
(k+1)
i = Γ∗A∗ψ(k)

i , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi − 1,

а из последнего соотношения следует, что γi = A∗ψ(pi)
i , i = 1, . . . , n.

Следует отметить, что условия разрешимости уравнений для опре-
деления A- и A∗-присоединенных элементов могут быть записаны в
следующем эквивалентном виде:〈

ϕ
(k+1)
i , γj

〉
=
〈
zj , ψ

(k+1)
i

〉
= 0, i, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi − 1,

и справедливо свойство цикличности A- и A∗-жордановых наборов,
выражаемое следующими равенствами

ϕ
(k+1)
i = (ΓA)qpi+kϕ

(1)
i , ψ

(k+1)
i = (Γ∗A∗)qpi+kψ

(1)
i ,

∀ q ∈ {0} ∪ N, k = 1, . . . , pi − 1.

2. Обобщенные функции в банаховых пространствах

Пусть E — вещественное банахово пространство, E∗ — сопряженное
к нему банахово пространство. Отнесем к множеству K(E∗) основных
функций все финитные бесконечно дифференцируемые функции s(t)
со значениями в E∗. Носителем supp s(t) основной функции s(t) на-
зывается замыкание в R множества значений t, при которых s(t) �= 0.
Cходимость в K(E∗), которая вводится следующим образом: говорят,
что последовательность функций {sn(t)} сходится к s(t) в K(E∗), если
а) ∃ R > 0 такое, что ∀ n ∈ N supp sn(t) ⊂ [−R, R] ;
б) ∀ α ∈ N выполняется sup

t∈[−R, R]

∥∥∥s(α)n (t)− s(α)(t)
∥∥∥
E∗

n→+∞−−−−−→ 0;
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наделяет векторное пространство K(E∗) топологической структурой.
Обобщенной функцией (распределением) f(t) со значениями в банахо-
вом пространстве E называется всякий линейный непрерывный функ-
ционал (f, s(t)), заданный на K(E∗). Обозначим K ′(E) множество всех
обобщенных функций со значениями в E, которое относительно введен-
ной в нем слабой сходимости: {fn} ⊂ K ′(E) сходится к f ∈ K ′(E), если
(fn, s(t))

n→+∞−−−−−→ (f, s(t)), ∀ s(t) ∈ K(E∗); является полным векторным
пространством и называется пространством обобщенных функций. По-
нятия нулевого множества и носителя распределения, равенства двух
обобщенных функций, операции сложения, умножения на бесконечно
дифференцируемую числовую функцию, дифференцирования (послед-
ние две непрерывны из K ′(E) в K ′(E)) определяются так же, как и
для классических обобщенных функций Соболева — Шварца, множе-
ство которых, следуя монографии В. C. Владимирова [2], будем обозна-
чать D′. Всякая локально интегрируемая по Бохнеру функция f(t) со
значениями в E порождает распределение

(f(t), s(t)) =

+∞∫
−∞

〈f(t), s(t)〉 dt, s(t) ∈ K(E∗).

Все обобщенные функции, которые можно задать по приведенному пра-
вилу, принято называть регулярными, остальные — сингулярными.
Примеры регулярной и сингулярной обобщенных функций из K ′(E)
доставляют аналоги функции Хевисайда и дельта-функции Дирака

(aθ(t− t0), s(t)) =

+∞∫
t0

〈a, s(t)〉 dt, (aδ(t− t0), s(t)) = 〈a, s(t0)〉 ,

соответственно, где a ∈ E, t0 ∈ R, s(t) ∈ K(E∗). При этом легко
показать, что (aθ(t − t0))

′ = aδ(t − t0). Через K ′
+(E), K ′

+(E) ⊂ K ′(E),
будем обозначать пространство распределений с ограниченным слева
носителем.
Пусть K(t) — сильно непрерывная оператор-функция со значения-

ми в L(E1, E2), h(t) ∈ D′, тогда произведение K(t)h(t) (формальное
выражение) назовем обобщенной оператор-функцией. Далее интегро-
дифференциальному оператору вида

LN (u(t)) = Bu(N)(t)−Au(t)−
t∫

0

g(t− s)Au(s)ds

поставим в соответствие следующую обобщенную оператор-функцию:

LN (δ(t)) = Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t).
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Пусть f(t) ∈ K ′
+(E1), h(t) ∈ D′

+, тогда сверткой обобщенной опера-
тор-функции K(t)h(t) и обобщенной функции f(t) называется распре-
деление K(t)h(t) ∗ f(t) ∈ K ′

+(E2) определяемое равенством

(K(t)h(t) ∗ f(t), s(t)) = (h(t), (f(τ), K∗(t)s(t+ τ))) , ∀ s(t) ∈ K(E∗
2).

Корректность этого определения гарантируется ограниченностью слева
носителей функций h(t) ∈ D′

+ и f(t) ∈ K ′
+(E1) и доказывается по

схеме, аналогичной применяемой в [2] при доказательстве существо-
вания свертки в алгебре D′

+. Отметим, что в классах распределений с
ограниченным слева носителем операция свертки ассоциативна.
Далее введем ключевое понятие. Фундаментальной оператор-функ-

цией интегро-дифференциального оператора LN (δ(t)) назовем обобщен-
ную оператор-функцию E(t), удовлетворяющую равенствам

E(t) ∗ LN (δ(t)) ∗ v(t) = v(t), ∀ v(t) ∈ K ′
+(E1),

LN (δ(t)) ∗ E(t) ∗ w(t) = w(t), ∀ w(t) ∈ K ′
+(E2).

Смысл этой конструкции состоит в следующем: если известна фун-
даментальная оператор-функция E(t) интегро-дифференциального опе-
ратора LN (δ(t)), то, в силу второго равенства, сверточное уравнение
вида LN (δ(t)) ∗ u(t) = f(t), где f(t) ∈ K ′

+(E2), имеет своим решением
обобщенную функцию u(t) = E(t) ∗ f(t) ∈ K ′

+(E1), причем это реше-
ние единственно. Действительно, если существует v(t) ∈ K ′

+(E1) такая,
что v(t) �= u(t) и LN (δ(t)) ∗ v(t) = f(t), то, с учетом первого равен-
ства из определения фундаментальной оператор-функции и свойства
ассоциативности свертки, получим

v(t) =
(E(t)∗LN (δ(t))

)∗v(t) = E(t)∗(LN (δ(t))∗v(t)) = E(t)∗f(t) = u(t),

противоречие, доказывающее единственность решения u(t) = E(t)∗f(t)
исходного сверточного уравнения в классе K ′

+(E1).

3. Обобщенное и классическое решения: условия
существования и единственности

Определение 1. Классическим решением начальной задачи (0.1) бу-
дем называть функцию u(t) класса C(t ≥ 0;E1) ∩ CN (t > 0;E1), об-
ращающую в тождество уравнение и удовлетворяющую начальным
условиям.

Задача Коши (0.1) в обобщенных функциях принимает вид следую-
щего сверточного уравнения:

(Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) ∗ ũ(t) = g̃(t), (3.1)
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где g̃(t) ∈ K
′
+(E2) имеет вид

g̃(t) = f(t)θ(t) +BuN−1δ(t) +BuN−2δ
(N−2) + . . .+Bu0δ

(N−1)(t) (3.2)

Определение 2. Решение уравнения (3.1) в классе K ′
+(E1) называ-

ется обобщенным решением задачи Коши (0.1).

Далее приведем и докажем некоторые утверждения, необходимые в
дальнейшем.

Лемма 1. Пусть B, A — замкнутые линейные операторы, действую-
щие из E1 в E2, D(B) = D(A) = E1, оператор B фредгольмов и имеет
полный A-жорданов набор, тогда справедливо равенство

Qq(AΓ)
kQi =

⎧⎪⎨⎪⎩
O2, k = αpi, i �= q,

Qq, k = αpi, i = q,

O2, k �= αpi;

q, i = 1, . . . , n, k, α ∈ N.

Доказательство. Поскольку Qq = 〈·, ψq〉 zq, то, согласно п. 1,

Qq(AΓ)
kQi = 〈·, ψi〉

〈
(AΓ)kzi, ψq

〉
zq =

= 〈·, ψi〉
〈
A(ΓA)k−1Γzi, ψq

〉
zq = 〈·, ψi〉

〈
A(ΓA)k−1ϕi, ψq

〉
zq.

Пусть k = αpi, где α ∈ N, тогда из свойства цикличности A-жорданова
набора и zi = Aϕ

(pi)
i получим

Qq(AΓ)
kQi = Qq(AΓ)

αpiQi = 〈·, ψi〉
〈
A(ΓA)αpi−1ϕi, ψq

〉
zq =

= 〈·, ψi〉
〈
A(ΓA)(α−1)pi+pi−1ϕi, ψq

〉
zq = 〈·, ψi〉

〈
Aϕ

(pi)
i , ψq

〉
zq =

= 〈·, ψi〉 〈zi, ψq〉 zq = 〈·, ψi〉 δiqzq.
Таким образом,

Qq(AΓ)
kQi =

{
O2, k = αpi, i �= q,

Qq, k = αpi, i = q.

Пусть k �= αpi, тогда k = (α−1)pi+β, α ∈ N, β = 1, . . . , pi−1. Принимая
во внимание вновь свойство цикличности A-жорданова набора, а также
условия

〈
Aϕ

(β)
i , ψq

〉
= 0, i, q = 1, . . . , n, β = 1, . . . , pi − 1, имеем

Qq(AΓ)
kQi = Qq(AΓ)

(α−1)pi+βQi =

= 〈·, ψi〉
〈
A(ΓA)(α−1)pi+β−1ϕi, ψq

〉
zq =

= 〈·, ψi〉
〈
Aϕ

(β)
i , ψq

〉
zq = O2.

Тем самым доказательство леммы завершено.
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Введем в рассмотрение оператор вида

Q̃ =
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ

(pi+1−j)
i . (3.3)

Справедлива следующая

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1, тогда справедливо
равенство

Q(AΓ)k(I2 − Q̃) = O2, ∀ k ∈ N.

Доказательство. Для доказательства требуемого достаточно показать,
что Qq(AΓ)

k(I2 − Q̃) = O2, ∀ k ∈ N при каждом q = 1, . . . , n.
Заметим, что

Q̃ =
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ

(pi+1−j)
i =

n∑
i=1

pi∑
j=1

(AΓ)pi−j+1Qi(AΓ)
j−1.

Тогда

Qq(AΓ)
k(I2 − Q̃) = Qq(AΓ)

k −
n∑

i=1

pi∑
j=1

Qq(AΓ)
pi−j+1+kQi(AΓ)

j−1.

Так как k ∈ N, справедливо разложение k = αipi + βi, i = 1, . . . , n,
где αi ∈ {0}∪N, βi = 0, . . . , pi− 1, α2

i +β2i �= 0 (поскольку k �= 0), тогда

Qq(AΓ)
k(I2 − Q̃) =

= Qq(AΓ)
αqpq+βq −

n∑
i=1

pi∑
j=1

Qq(AΓ)
(αi+1)pi−j+1+βiQi(AΓ)

j−1.

Далее рассмотрим операторы вида

Qq(AΓ)
γiQi = Qq(AΓ)

(αi+1)pi−j+1+βiQi.

При каждом i = 1, . . . , n показатель γi пробегает значения подряд от
αipi + 1 до (αi + 2)pi − 1. В силу леммы 1, Qq(AΓ)

γiQi = O2 при всех
этих значениях γi, за исключением случая γi = (αi + 1)pi и i = q, при
котором Qq(AΓ)

γiQi = Qq, что возможно, когда j = βi + 1, i = q.
Значит, с учетом свойства цикличности A∗-жорданова набора, имеет
место цепочка равенств

Qq(AΓ)
k(I2 − Q̃) = Qq(AΓ)

αqpq+βq −Qq(AΓ)
βq =

=
〈
·, (Γ∗A∗)αqpq+βqψ(1)

q

〉
zq −

〈
·, (Γ∗A∗)βqψ(1)

q

〉
zq =

=
〈
·, ψ(βq+1)

q

〉
zq −

〈
·, ψ(βq+1)

q

〉
zq = O2,

которая и доказывает требуемое.
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Замечание 1. Равенство из леммы 2 справедливо и при k = 0. Т. е.

Q(I2 − Q̃) = O2.

Кроме того, отсюда следует еще одно полезное равенство

(I2 −Q)(I2 − Q̃) = I2 − Q̃. (3.4)

Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 1, тогда справедливо
равенство

P + ΓQ̃B =

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, A∗ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−j+1)
i .

Доказательство. Исходя из вида проектора P и оператора Q̃, получаем

P + ΓQ̃B =
n∑

i=1

〈·, γi〉ϕi +
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈
·, B∗ψ(j)

i

〉
ΓAϕ

(pi−j+1)
i .

Поскольку B∗ψ(1)
i = 0, i = 1, . . . , n, то

P + ΓQ̃B =
n∑

i=1

〈·, γi〉ϕi +
n∑

i=1

pi∑
j=2

〈
·, B∗ψ(j)

i

〉
ΓAϕ

(pi−j+1)
i =

=
n∑

i=1

〈·, γi〉ϕi +
n∑

i=1

pi−1∑
j=1

〈
·, B∗ψ(j+1)

i

〉
ΓAϕ

(pi−j)
i .

Далее, используя B∗ψ(j+1)
i = A∗ψ(j)

i и ϕ(j+1)
i = ΓAϕ

(j)
i , j = 1, . . . , pi − 1,

i = 1, . . . , n, а также γi = A∗ψ(pi)
i , i = 1, . . . , n, получим

P + ΓQ̃B =
n∑

i=1

〈
·, A∗ϕ(pi)

i

〉
ϕ
(1)
i +

n∑
i=1

pi−1∑
j=1

〈
·, A∗ψ(j)

i

〉
ΓAϕ

(pi−j+1)
i =

=
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈
·, A∗ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−j+1)
i .

Тем самым лемма доказана.

Замечание 2. На основе доказанного в лемме 3 нетрудно заметить,
что справедливо равенство

Q̃A−AΓQ̃B = AP. (3.5)
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Теорема 1. Пусть B, A — замкнутые линейные операторы из E1

в E2, причем D(B) = D(A) = E1, D(B) ⊆ D(A), ядро g(t) : R+ →
R — непрерывная функция, оператор B фредгольмов и имеет пол-
ный A-жорданов набор, тогда интегро-дифференциальный оператор
Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t) имеет на классе K ′

+(E2) фундаментальную
оператор-функцию вида

EN (t) = Γ
+∞∑
k=1

(δ(t) + g(t)θ(t))k−1 ∗ tkN−1

(kN − 1)!
θ(t)(AΓ)k−1(I2 − Q̃)−

−
n∑

i=1

⎡⎣ pi∑
k=1

pi−k+1∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i δ((k−1)N)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k

⎤⎦ ,

где Γ — регуляризатор Треногина, Q̃ =
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ

(pi+1−j)
i ,{

ϕ
(j)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi

}
— полный A-жорданов набор опера-

тора B,
{
ψ
(j)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi

}
— полный A∗-жорданов на-

бор оператора B∗, r(t) — резольвента ядра −g(t), под k-ой степенью
обобщенной функции (δ(t) + g(t)θ(t)) ∈ D′

+ понимается ее повторная
k-кратная свертка, т. е.

(δ(t) + g(t)θ(t))k = (δ(t) + g(t)θ(t)) ∗ · · · ∗ (δ(t) + g(t)θ(t))︸ ︷︷ ︸
k раз

,

причем (δ(t) + g(t)θ(t))0 = δ(t).

Доказательство. Согласно определению фундаментальной оператор-
функции, требуется проверить два сверточных равенства

(Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) ∗ EN (t) = I2δ(t),

EN (t) ∗ (Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) = I1δ(t).

Поскольку BΓ = I2 −Q, Bϕ
(1)
i = 0, i = 1, . . . , n, и

(δ(t) + g(t)θ(t)) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k = (δ(t) + r(t)θ(t))k−1,
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в первом равенстве имеем

(Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) ∗ EN (t) =

= (I2 −Q)(I2 − Q̃)δ(t)+

+
+∞∑
k=1

(δ(t) + g(t)θ(t))k ∗ tkN−1

(kN − 1)!
θ(t)(I2 −Q)(AΓ)k(I2 − Q̃)−

−
+∞∑
k=1

(δ(t) + g(t)θ(t))k ∗ tkN−1

(kN − 1)!
θ(t)(AΓ)k(I2 − Q̃)−

−
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=1

pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Bϕ

(pi−k+2−j)
i δ(kN)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k

⎤⎦+
+

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ

(pi+1−j)
i δ(t)+

+
n∑

i=1

⎡⎣ pi∑
k=2

pi−k+1∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ

(pi−k+2−j)
i δ((k−1)N)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k−1

⎤⎦ .

Далее учтем равенство (3.4), результат леммы 2, вид оператора Q̃ и
Bϕ

(j+1)
i = Aϕ

(j)
i , j = 1, . . . , pi − 1, i = 1, . . . , n (см. п. 1).

(Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) ∗ EN (t) = (I2 − Q̃)δ(t)−
+∞∑
k=1

(δ(t) + g(t)θ(t))k ∗ tkN−1

(kN − 1)!
θ(t)Q(AΓ)k(I2 − Q̃) + Q̃δ(t)−

−
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=1

pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Bϕ

(pi−k+2−j)
i δ(kN)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k

⎤⎦+
+

n∑
i=1

⎡⎣pi−1∑
k=1

pi−k∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
Aϕ

(pi−k+1−j)
i δ(kN)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k

⎤⎦ =

= I2δ(t).
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Теперь докажем второе равенство. Так как B∗ψ(1)
i = 0, i = 1, . . . , n, то

EN (t) ∗ (Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) =

= Γ(I2 − Q̃)Bδ(t)+

+
+∞∑
k=1

(δ(t) + g(t)θ(t))k ∗ tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗ δ(N)(t)Γ(AΓ)k(I2 − Q̃)B−

−
+∞∑
k=1

(δ(t) + g(t)θ(t))k ∗ tkN−1

(kN − 1)!
θ(t)Γ(AΓ)k−1(I2 − Q̃)A−

−
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=1

pi−k+1∑
j=2

〈
·, B∗ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i δ(kN)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k

⎤⎦+
+

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, A∗ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−j+1)
i δ(t)+

+

n∑
i=1

⎡⎣ pi∑
k=2

pi−k+1∑
j=1

〈
·, A∗ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i δ((k−1)N)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k−1

⎤⎦ .
Используя равенства ΓB = I1−P и (3.5), результат леммы 3 и уравнения
B∗ψ(j+1)

i = A∗ψ(j)
i , j = 1, . . . , pi − 1, i = 1, . . . , n, получим

EN (t) ∗ (Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) = (I1 − P − ΓQ̃B)δ(t)+

+
+∞∑
k=1

(δ(t) + g(t)θ(t))k ∗ tkN−1

(kN − 1)!
θ(t) ∗ δ(N)(t)Γ(AΓ)k−1×

× (A−AP −AΓQ̃B −A− Q̃A)−

−
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=1

pi−k∑
j=1

〈
·, B∗ψ(j+1)

i

〉
ϕ
(pi−k+1−j)
i δ(kN)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k

⎤⎦+
+

n∑
i=1

⎡⎣pi−1∑
k=1

pi−k∑
j=1

〈
·, A∗ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−k+1−j)
i δ(kN)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k

⎤⎦+
+

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, A∗ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−j+1)
i δ(t) = I1δ(t),

что и завершает доказательство теоремы.
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Замечание 3. Фундаментальная оператор-функция может быть за-
писана в следующем виде:

EN (t) = Γ
tN−1

(N − 1)!
θ(t) ∗ (I2δ(t) +MN (t)θ(t))(I2 − Q̃)−

−
n∑

i=1

⎡⎣ pi∑
k=1

pi−k+1∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i δ((k−1)N)(t) ∗ (δ(t) + r(t)θ(t))k

⎤⎦ ,
где MN (t) — резольвента ядра AΓ

(
tN−1

(N−1)! +
t∫
0

(t−s)N−1

(N−1)! g(s)ds

)
, которая

представляет собой операторно-функциональный ряд, сходящийся в то-
пологии L(E2) равномерно на любом компакте [0, T ], причем имеет
место оценка

‖MN (t)‖L(E2)
≤ C expCT ,

здесь C = ‖AΓ‖L(E2)
· max
t∈[0, T ]

∣∣∣∣ tN−1

(N−1)! +
t∫
0

(t−s)N−1

(N−1)! g(s)ds

∣∣∣∣. Отметим также,
что справедливы равенства

MN (t) =
tN−1

(N − 1)!
AΓ +

t∫
0

(t− τ1)
N−1

(N − 1)!
g(τ1)dτ1AΓ+

+

t∫
0

(t− τ1)
N−1

(N − 1)!
AΓMN (τ1)dτ1+

+

t∫
0

t−τ1∫
0

(t− τ1 − τ2)
N−1

(N − 1)!
g(τ2)AΓMN (τ1)dτ2dτ1 (3.6)

и
QMN (t)(I2 − Q̃) = O2, (3.7)

первое из которых следует из определения резольвенты ядра, второе —
из леммы 2.

Замечание 4. В соответствии с п. 2 единственным обобщенным ре-
шением задачи Коши (0.1) является распределение ũ(t) = EN (t) ∗ g̃(t),
где g̃(t) ∈ K ′

+(E2) имеет вид (3.2). Введем обозначения

p(t)=u0+u1t+· · ·+uN−1
tN−1

(N − 1)!
, h0(t)=f(t)+Ap(t)+

t∫
0

g(t−s)Ap(s)ds,
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тогда справедливо равенство

g̃(t) = f(t)θ(t) + (Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) ∗ p(t)θ(t)−

−
⎡⎣Bp(N)(t)−Ap(t)−

t∫
0

g(t− s)Ap(s)ds

⎤⎦ θ(t),
или, поскольку p(N)(t) ≡ 0,

g̃(t) = (Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) ∗ p(t)θ(t) + h0(t)θ(t). (3.8)

Рассмотрим последовательность регулярных обобщенных функций
из K ′

+(E2) вида

hk(t)θ(t) = (δ(t) + r(t)θ(t))k ∗ h0(t)θ(t), k ∈ N,

где r(t) — резольвента ядра (−g(t)). Поскольку

h0(t)θ(t) = f(t)θ(t) + (δ(t) + g(t)θ(t)) ∗Ap(t)θ(t),

для hk(t) справедливо иное представление

hk(t)θ(t) = (δ(t) + r(t)θ(t))k ∗ f(t)θ(t) + (δ(t) + r(t)θ(t))k−1 ∗Ap(t)θ(t),

и соотношение

(δ(t) + g(t)θ(t)) ∗ hk(t)θ(t) = hk−1(t)θ(t), k ∈ N.

Последнее имеет место в классическом смысле, а именно:

hk(t) +

t∫
0

g(t− s)hk(s)ds = hk−1(t). (3.9)

Заметим также, что в случае f(t) ∈ Cα(t ≥ 0;E2) и g(t) ∈ Cα(t ≥ 0),
α ∈ N справедливо еще одно соотношение

h
(α)
k (t) +

t∫
0

g(t− s)h
(α)
k (s)ds = h

(α)
k−1(t)−

α∑
q=1

h
(q−1)
k (0)g(α−q)(t), (3.10)

которое получается из (3.9) путем замены в интеграле и дифференци-
рования.

Справедлива следующая
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, тогда задача Коши
(0.1) имеет единственное обобщенное решение, и, если

g(t) ∈ C(p−1)N (t ≥ 0), f(t) ∈ C(p−1)N (t ≥ 0; E2), p = max
i=1,...,n

pi,

то оно имеет вид

ũ(t) =

⎡⎣p(t) + t∫
0

(t− s)N−1

(N − 1)!
Γ(I2 − Q̃)h0(s)ds +

+

t∫
0

t−s∫
0

(t− s− τ)N−1

(N − 1)!
ΓMN (τ)(I2 − Q̃)h0(s)dτds−

−
n∑

i=1

pi∑
k=1

pi−k+1∑
j=1

〈
h
((k−1)N)
k (t), ψ

(j)
i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i

⎤⎦ θ(t)−
−

n∑
i=1

pi∑
k=2

pi−k+1∑
j=1

(k−1)N∑
q=1

〈
h
((k−1)N−q)
k (0), ψ

(j)
i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i δ(q−1)(t),

где используются обозначения последнего замечания.

Доказательство. Если выполняются условия теоремы 1, то известен
вид фундаментальной оператор-функции, указанный в этой теореме,
поэтому задача Коши (0.1) имеет единственное обобщенное решение
вида ũ(t) = EN (t) ∗ g̃(t). Теперь восстановим его вид. Сначала подста-
вим (3.8), с учетом второго равенства из определения фундаментальной
оператор-функции

ũ(t) = EN (t) ∗ g̃(t) =
= EN (t) ∗ (Bδ(N)(t)−Aδ(t)−Ag(t)θ(t)) ∗ p(t)θ(t) + h0(t)θ(t) =

= I1δ(t) ∗ p(t)θ(t) + EN (t) ∗ h0(t)θ(t) =
= p(t)θ(t) + EN (t) ∗ h0(t)θ(t).

Далее, используя обозначения замечания 4, получим

EN (t) ∗ h0(t)θ(t) =
⎡⎣ t∫

0

(t− s)N−1

(N − 1)!
Γ(I2 − Q̃)h0(s)ds +

+

t∫
0

t−s∫
0

(t− s− τ)N−1

(N − 1)!
ΓMN (τ)(I2 − Q̃)h0(s)dτds

⎤⎦ θ(t)−
−

n∑
i=1

pi∑
k=1

pi−k+1∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i δ((k−1)N)(t) ∗ hk(t)θ(t).
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Поскольку выполняются условия гладкости

g(t) ∈ C(p−1)N (t ≥ 0), f(t) ∈ C(p−1)N (t ≥ 0; E2), p = max
i=1,...,n

pi,

имеет место равенство

δ((k−1)N)(t) ∗ hk(t)θ(t) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
h1(t)θ(t), k = 1,

h
((k−1)N)
k (t)θ(t) +

(k−1)N∑
q=1

h
((k−1)N−q)
k (0)δ(q−1)(t), k = 2, . . . , pi.

Подставляя его, в предыдущее выражение, получим требуемую форму-
лу.

Замечание 5. Условие сильной гладкости порядка ((p−1)N)функции
f(t) в теореме 2 можно ослабить, заменив следующим:〈

f(t), ψ
(j)
i

〉
∈ C(pi−j)N (t ≥ 0),

j = 1, . . . , pi, i = 1, . . . , n.

Замечание 6. Обобщенное решение представляет собой следующее
распределение ũ(t) = u(t)θ(t) + ω(t), в котором ω(t) ∈ K ′

+(E1) — сингу-
лярная обобщенная функция, являющаяся линейной комбинацией дель-
та-функции Дирака и ее производных, u(t)θ(t) — регулярная составля-
ющая обобщенного решения. Если ω(t) ≡ 0, что возможно, в силу линей-
ной независимости системы элементов

{
ϕ
(j)
i , j = 1, . . . , pi, i = 1, . . . , n

}
,

тогда и только тогда, когда выполняется условие〈
h
(q−1)
k (0), ψ

(j)
i

〉
= 0, (3.11)

q = 1, . . . , (k − 1)N, k = 2, . . . , pi, j = 1, . . . , pi − k + 1, i = 1, . . . , n,

то ũ(t) = u(t)θ(t). Здесь

u(t) = p(t) +

t∫
0

(t− s)N−1

(N − 1)!
Γ(I2 − Q̃)h0(s)ds+

+

t∫
0

t−s∫
0

(t− s− τ)N−1

(N − 1)!
ΓMN (τ)(I2 − Q̃)h0(s)dτds−

−
n∑

i=1

pi∑
k=1

pi−k+1∑
j=1

〈
h
((k−1)N)
k (t), ψ

(j)
i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i (3.12)
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принадлежит классу функций CN (t ≥ 0;E1), когда g(t) ∈ CpN (t ≥ 0),
f(t) ∈ CpN (t ≥ 0;E2), p = max

i=1,...,n
pi.

Кроме того, функция u(t) обращает в тождество уравнение (0.1).
Последовательно используя (3.6), (3.7), (3.9) и (3.10), с учетом обозна-
чений, введенных в замечании 4, получим

Bu(N)(t)−Au(t)−
t∫

0

g(t− s)Au(s)ds =

= f(t)− Q̃h0(t)−
n∑

i=1

pi−1∑
k=1

pi−k∑
j=1

〈
h
(kN)
k (t), ψ

(j)
i

〉
Bϕ

(pi−k+2−j)
i +

+
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈
h0(t), ψ

(j)
i

〉
Aϕ

(pi+1−j)
i +

+
n∑

i=1

pi∑
k=2

pi−k+1∑
j=1

〈
h
((k−1)N)
k−1 (t), ψ

(j)
i

〉
Aϕ

(pi−k+2−j)
i −

−
n∑

i=1

pi∑
k=2

pi−k+1∑
j=1

(k−1)N∑
q=1

〈
h
(q−1)
k (0), ψ

(j)
i

〉
g((k−1)N−q)(t)Aϕ

(pi−k+2−j)
i .

А так как Bϕ(j+1)
i = Aϕ

(j)
i , j = 1, . . . , pi − 1, i = 1, . . . , n и выполнено

(3.11), действительно, имеем результатом тождество.
Продолжая анализ, заметим, что

u(0) = u0 −
n∑

i=1

pi∑
k=1

pi−k+1∑
j=1

〈
h
((k−1)N)
k (0), ψ

(j)
i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i ,

u′(0) = u1 −
n∑

i=1

pi∑
k=1

pi−k+1∑
j=1

〈
h
((k−1)N+1)
k (0), ψ

(j)
i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i ,

. . . ,

u(N−1)(0) = uN−1 −
n∑

i=1

pi∑
k=1

pi−k+1∑
j=1

〈
h
((k−1)N+N−1)
k (0), ψ

(j)
i

〉
ϕ
(pi−k+2−j)
i .

Следовательно, (3.11) удовлетворяет начальным условиям задачи (0.1)
тогда и только тогда, когда выполнены условия〈

h
(q−1)
k (0), ψ

(j)
i

〉
= 0,

q = (k− 1)N +1, . . . , kN, k = 1, . . . , pi, j = 1, . . . , pi− k+1, i = 1, . . . , n.
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Таким образом, доказана следующая

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и

g(t) ∈ CpN (t ≥ 0), f(t) ∈ CpN (t ≥ 0; E2), p = max
i=1,...,n

pi,

тогда, если 〈
h
(q−1)
k (0), ψ

(j)
i

〉
= 0,

q = 1, . . . , kN, k = 1, . . . , pi, j = 1, . . . , pi − k + 1, i = 1, . . . , n,

то задача Коши (0.1) имеет единственное классическое решение вида
(3.11).

Замечание 7. Условие сильной гладкости порядка pN функции f(t)
можно заменить следующим〈

f(t), ψ
(j)
i

〉
∈ C(pi+1−j)N (t ≥ 0),

j = 1, . . . , pi, i = 1, . . . , n.

Замечание 8. Представленные здесь результаты согласуются со слу-
чаем g(t) ≡ 0, исследованным ранее в [15]

Пример 1. Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравне-
ний вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẍ1(t) = x1(t) + x2(t)−
t∫

0

sin(t− s)(x1(s) + x2(s))ds+ f1(t),

0 = x2(t)−
t∫

0

sin(t− s)x2(s)ds+ f2(t);

с начальными условиями(
x1(0)
x2(0)

)
=

(
x10
x20

)
,

(
ẋ1(0)
ẋ2(0)

)
=

(
x11
x21

)
.

Здесь E1 = E2 = R
2, B =

(
1 0
0 0

)
, A =

(
1 1
0 1

)
, g(t) = − sin t.

Очевидно, что

dimN(B) = dimN(B∗) = 1 и ϕ = ψ =

(
0
1

)
.

Заметим также, что (Aϕ, ψ) = 1, а, значит, ϕ не имеет A-присоединен-
ных векторов или p = 1. Нетрудно найти

z = Aϕ =

(
1
1

)
и γ = A∗ψ = tAψ =

(
0
1

)
.
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А затем и

Γ = (B̃)−1 =

(
1 −1
0 1

)
, I2 − Q̃ =

(
1 −1
0 0

)
,

AΓ
(
t+

t∫
0

(t− s)g(s)ds
)
=

(
sin t 0
0 sin t

)
.

Резольвентами ядер AΓ
(
t+

t∫
0

(t− s)g(s)ds
)
и (−g(t)) являются

M2(t) =

(
t 0
0 t

)
и r(t) = t

соответственно. Таким образом, фундаментальная оператор-функция
интегро-дифференциального оператора имеет вид:

E2(t) =
(

(t+ t3

3! )θ(t) −(t+ t3

3! )θ(t)
0 δ(t) + tθ(t)

)
.

Поскольку

g̃(t) =

(
g̃1(t)
g̃2(t)

)
=

(
f1(t)
f2(t)

)
θ(t) +

(
x11
0

)
δ(t) +

(
x10
0

)
δ′(t),

обобщенное решение имеет вид

x̃(t) = E2(t) ∗ g̃(t) =
(
x1(t)
x2(t)

)
θ(t) =

=

[(
x10
0

)
+

(
x11
0

)
t+

(
x10
0

)
t2

2!
+

(
x11
0

)
t3

3!
+

+

⎛⎜⎜⎝
t∫
0

(
(t− s) + (t−s)3

3!

)
)(f1(s)− f2(s))ds

f2(t) +
t∫
0

(t− s)f2(s)ds

⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎦ θ(t).

И оно станет классическим, если f2(t) ∈ C2(t ≥ 0) и будут выполнены
условия

f2(0) = x20, ḟ2(0) = x21,

которые можно получить из второго уравнения исходной системы, не
выполняя данного исследования, что позволяет сделать вывод о согла-
сованности представленного подхода с классическими методами реше-
ния подобных задач.
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of fundamental operator-functions of integro-differential operators in Banach spaces.

Keywords: Banach space, Fredholm operator, Jordan set, distribution, fundamental
operator-function

Орлов Сергей Сергеевич, старший преподаватель, Институт матема-
тики, экономики и информатики, Иркутский государственный универ-
ситет, 664003, Иркутск, ул. К. Маркса, 1 тел.: (3952)242210
(orlov_sergey@inbox.ru)

Orlov Sergey, Irkutsk State University, 1, K. Marks St., Irkutsk, 664003
senior lecturer, Phone: (3952)242210 (orlov_sergey@inbox.ru)


