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Аннотация. Алгебры распределений бинарных изолирующих и полуизолирую-
щих формул являются производными структурами для данной теории. Эти алгебры
отражают бинарные связи между реализациями 1-типов, определяемые формулами
исходной теории. Тем самым возникает два вида взаимосвязанных классификаци-
онных вопросов: 1) по данному классу теорий определить, какие алгебры соответ-
ствуют теориям из этого класса, и классифицировать эти алгебры; 2) классифици-
ровать теории из класса в зависимости от определяемых этими теориями алгебр
изолирующих и полуизолирующих формул. При этом описание конечной алгебры
бинарных изолирующих формул однозначно влечет и описание алгебры бинарных
полуизолирующих формул.
В статье дано описание алгебр распределений бинарных изолирующих формул

теорий унаров с одноместными предикатами, основанное на таблицах умножения
для этих алгебр. Доказано, что любая теория унара с одноместными предикатами
определяет на множестве реализаций 1-типа алгебру распределений бинарных изо-
лирующих формул, которая задается алгеброй, изоморфной ровно одной из следую-
щих алгебр: 1) аддитивная группа целых чисел; 2) циклическая группа; 3) цикличе-
ская алгебра с заданным числом компонент связности; 4) алгебра свободного унара
с заданным числом прообразов для каждого элемента; 5) аддитивный моноид нату-
ральных чисел; 6) алгебра нижних конусов. В частности, если одноместная функция
унара является подстановкой, то алгебра распределений бинарных изолирующих
формул задается алгеброй, изоморфной ровно одной из следующих алгебр: адди-
тивная группа целых чисел, циклическая группа, циклическая алгебра с заданным
числом компонент связности. Указанные алгебры по своей структуре позволяют
классифицировать исходные теории подстановок. Конечные алгебры исчерпываются
следующим списком: циклические группы, циклические алгебры с заданным числом
компонент связности, алгебры нижних конусов.

Ключевые слова: алгебра распределений бинарных формул, унар, элементарная
теория, одноместный предикат.
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В настоящей работе продолжается изучение алгебр распределений
бинарных изолирующих формул [2; 8; 11]: описываются такие алгебры
для теорий унаров, а также их некоторые обобщения для полуизолиру-
ющих формул.

Напомним, что унаром называется алгебраическая система 〈A; f〉 с
одной одноместной операцией f . Теории унаров изучались в ряде ра-
бот, включая [1; 3; 7; 9]. Мы будем рассматривать унары, обогащенные
одноместными предикатами.

1. Предварительные сведения

Приведем необходимые сведения и результаты из [2; 4; 5; 6; 10; 11; 12].
Пусть T — полная теория, M |= T . Рассмотрим типы p(x), q(y) ∈

S(∅), реализуемые в M, а также всевозможные (p, q)-устойчивые, или
(p, q)-полуизолирующие, формулы ϕ(x, y) теории T , т. е. формулы, для
которых найдутся элементы a ∈ M такие, что |= p(a) и ϕ(a, y) � q(y).
Напомним, что если |= p(a) и |= ϕ(a, b) для (p, q)-полуизолирующей
формулы ϕ(x, y), то говорят, что a полуизолирует b. Определим для
каждой такой формулы ϕ(x, y) двухместное отношение Rp,ϕ,q � {(a, b) |
M |= p(a) ∧ ϕ(a, b)}. При условии (a, b) ∈ Rp,ϕ,q пара (a, b) называется
(p, ϕ, q)-дугой. Если ϕ(a, y) — главная формула (над a), то (p, ϕ, q)-дуга
(a, b) также называется главной.

Если ϕ(x, y) является (p↔ q)-формулой, т. е. одновременно (p, q)-
и (q, p)-устойчивой, то множество [a, b] � {(a, b), (b, a)} называется
(p, ϕ, q)-ребром. Если (p, ϕ, q)-ребро [a, b] состоит из главных (p, ϕ, q)-
и (q, ϕ−1, p)-дуг, где ϕ−1(x, y) обозначает ϕ(y, x), то [a, b] называется
главным (p, ϕ, q)-ребром.

Будем называть (p, ϕ, q)-дуги и (p, ϕ, q)-рëбра дугами и рëбрами со-
ответственно, если из контекста ясно, о какой формуле идëт речь, или
речь идëт о некоторой формуле ϕ(x, y). Дуги (a, b), у которых пары
(b, a) не являются дугами ни по каким (q, p)-формулам, будем называть
необращаемыми.

Для типов p(x), q(y) ∈ S(∅) обозначим через PF(p, q) множество

{ϕ(x, y) | ϕ(a, y) — главная формула,

ϕ(a, y) � q(y), где |= p(a)}.
Пусть PE(p, q) — множество пар (ϕ(x, y), ψ(x, y)) формул из PF(p, q)

таких, что для любой (некоторой) реализации a типа p совпадают мно-
жества решений формул ϕ(a, y) и ψ(a, y).

(проект НШ-6848.2016.1) и Комитета науки Министерства образования и науки
Республики Казахстан (грант №0830/ГФ4).
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Очевидно, что PE(p, q) является отношением эквивалентности на
множестве PF(p, q). Заметим, что каждому PE(p, q)-классу E соответ-
ствует либо главное ребро, либо необращаемая главная дуга, связываю-
щая реализации типов p и q посредством любой (некоторой) формулы из
E. Таким образом, фактор-множество PF(p, q)/PE(p, q) представляет-
ся в виде дизъюнктного объединения множеств PFS(p, q) и PFN(p, q),
где PFS(p, q) состоит из PE(p, q)-классов, соответствующих главным
рëбрам, а PFN(p, q) состоит из PE(p, q)-классов, соответствующих необ-
ращаемым главным дугам.

Множества PF(p, p), PE(p, p), PFS(p, p) и PFN(p, p) обозначаются
соответственно через PF(p), PE(p), PFS(p) и PFN(p).

Зафиксируем полную теорию T , не имеющую конечных моделей.
Пусть U = U− ∪̇ {0} ∪̇U+ — некоторый алфавит мощности ≥ |S(T )|,
состоящий из отрицательных элементов u− ∈ U−, положительных
элементов u+ ∈ U+ и нуля 0. Как обычно, будем писать u < 0 для лю-
бого элемента u ∈ U− и u > 0 для любого элемента u ∈ U+. Множество
U− ∪ {0} обозначается через U≤0, а U+ ∪ {0} — через U≥0. Элементы
множества U будем называть метками.

Рассмотрим инъективные меточные функции

ν(p, q): PF(p, q)/PE(p, q)→ U,

p(x), q(y) ∈ S(∅), при которых классам из PFN(p, q)/PE(p, q) соответ-
ствуют отрицательные элементы, а классам из PFS(p, q)/PE(p, q) —
элементы неотрицательные так, что значение 0 определяется лишь для
p = q и задаëтся по формуле (x ≈ y), ν(p) � ν(p, p). При этом будем
считать, что ρν(p)∩ρν(q) = {0} для p �= q (где, как обычно, через ρf обо-
значается область значений функции f) и ρν(p,q)∩ρν(p′,q′) = ∅, если p �= q
и (p, q) �= (p′, q′). Любые меточные функции с указанными свойствами, а
также семейства таких функций будем называть правильными и далее
рассматривать только правильные меточные функции и их правильные
семейства.

Через θp,u,q(x, y) будут обозначаться формулы из PF(p, q), представ-
ляющие метку u ∈ ρν(p,q). Если тип p фиксирован и p = q, то формула
θp,u,q(x, y) обозначается через θu(x, y).

Отметим, что если θp,u,q(x, y) и θq,v,p(x, y) — формулы, свидетель-
ствующие о том, что для реализаций a и b типов p и q соответственно
пары (a, b) и (b, a) являются главными дугами, то формула θp,u,q(x, y)∧
θq,v,p(y, x) свидетельствует о том, что [a, b] является главным ребром.
При этом обратимой метке u однозначно соответствует (неотрицатель-
ная) метка v и наоборот. Метки u и v будем называть взаимно обрат-
ными и обозначать через v−1 и u−1 соответственно.
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Для типов p1, p2, . . . , pk+1 ∈ S1(∅) и множеств меток X1, . . . ,Xk ⊆ U
обозначим через

P (p1,X1, p2,X2, . . . , pk,Xk, pk+1)

множество, состоящее из всех меток u ∈ U , соответствующих формулам
θp1,u,pk+1

(x, y), которые для реализаций a типа p1 и некоторых u1 ∈
X1 ∩ ρν(p1,p2), . . . , uk ∈ Xk ∩ ρν(pk,pk+1) удовлетворяют условию

θp1,u,pk+1
(a, y) � θp1,u1,p2,u2,...,pk,uk,pk+1

(a, y),

где
θp1,u1,p2,u2,...,pk,uk,pk+1

(x, y) �
� ∃x2, x3, . . . , xk(θp1,u1,p2(x, x2) ∧ θp2,u2,p3(x2, x3) ∧ . . .

. . . ∧ θpk−1,uk−1,pk(xk−1, xk) ∧ θpk,uk,pk+1
(xk, y)).

Тем самым, на булеане P(U) множества U образуется алгебра рас-
пределений бинарных изолирующих формул с k-местными операциями

P (p1, ·, p2, ·, . . . , pk, ·, pk+1),

где p1, . . . , pk+1 ∈ S1(∅). Эта алгебра имеет естественное обеднение на
любое семейство R ⊆ S1(∅).

Очевидно, что биективно заменяя множество меток, мы получаем
изоморфную алгебру. В частности, имеется каноническая алгебра, у
которой метки представлены элементами⋃

p,q

PF(p, q)/PE(p, q).

Тем не менее, мы будем использовать абстрактное множество меток
U , отражающее знаки меток и проясняющее алгебраические свойства
операций на P(U).

Заметим, что если хотя бы одно из множеств Xi не пересекается с
ρν(pi,pi+1) и, в частности, если оно пусто, справедливо равенство

P (p1,X1, p2,X2, . . . , pk,Xk, pk+1) = ∅.

Отметим также, что если Xi �⊆ ρν(pi,pi+1) для некоторого i, то

P (p1,X1, p2,X2, . . . , pk,Xk, pk+1) =

= P (p1,X1 ∩ ρν(p1,p2), p2,X2 ∩ ρν(p2,p3), . . . , pk,Xk ∩ ρν(pk,pk+1), pk+1).

На основании последнего равенства в дальнейшем при рассмотрении
значений

P (p1,X1, p2,X2, . . . , pk,Xk, pk+1)

Известия Иркутского государственного университета.
2016. Т. 17. Серия «Математика». С. 23–36
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будем предполагать, что Xi ⊆ ρν(pi,pi+1), i = 1, . . . , k.
Если каждое множество Xi состоит лишь из одного элемента ui, то

в записи
P (p1,X1, p2,X2, . . . , pk,Xk, pk+1)

вместо множеств Xi будем использовать элементы ui и писать

P (p1, u1, p2, u2, . . . , pk, uk, pk+1).

По определению справедливо следующее равенство:

P (p1,X1, p2,X2, . . . , pk,Xk, pk+1) =

= ∪{P (p1, u1, p2, u2, . . . , pk, uk, pk+1) | u1 ∈ X1, . . . , uk ∈ Xk}.
Таким образом, задание множества

P (p1,X1, p2,X2, . . . , pk,Xk, pk+1)

сводится к заданию множеств P (p1, u1, p2, u2, . . . , pk, uk, pk+1). Отметим
также, что для любого множества X ⊆ ρν(p,q) имеет место P (p,X, q) =
X.

Заметим, что если ui = 0, то pi = pi+1 для непустых множеств

P (p1, u1, p2, u2, . . . , pi, 0, pi+1, . . . , pk, uk, pk+1)

и при этом выполняются следующие соотношения:

P (p1, 0, p1) = {0},

P (p1, u1, p2, u2, . . . , pi, 0, pi+1, ui+1, pi+2, . . . , pk, uk, pk+1) =

= P (p1, u1, p2, u2, . . . , pi, ui+1, pi+2, . . . , pk, uk, pk+1).

Если все типы pi совпадают с типом p, то вместо записей

P (p1,X1, p2,X2, . . . , pk,Xk, pk+1)

и
P (p1, u1, p2, u2, . . . , pk, uk, pk+1)

будем писать Pp(X1,X2, . . . ,Xk) и Pp(u1, u2, . . . , uk) соответственно, а
также �X1,X2, . . ., Xk�p и �u1, u2, . . . , uk�p. Будем также опускать ин-
дексы ·p, если из контекста ясно, о каком типе p идет речь. При этом
вместо формул θp,u1,p,u2,...,p,uk,p(x, y) будем писать θu1,u2,...,uk

(x, y).
При наличии модели Mp группоид Pν(p) � 〈P(ρν(p)) \ {∅}; �·, ·�〉, бу-

дучи полуассоциативной (слева) алгеброй, позволяет представить все-
возможные операции �·, ·, . . . , ·� термами сигнатуры �·, ·�. В дальнейшем
операцию �·, ·� будем также обозначать через · и использовать запись
uv вместо u · v. При этом в случае отсутствия полуассоциативности
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справа будем в записи u1u2 . . . uk предполагать следующую расстановку
скобок: (((u1 · u2) · . . .) · uk).

Поскольку по выбору метки 0 для формулы (x ≈ y) справедливы
равенства X · {0} = X и {0} · X = X для любого X ⊆ ρν(p), группоид
Pν(p) имеет единичный элемент {0} и, при выполнении свойства полуас-
социативности справа, является моноидом. В этой системе для любых
множеств Y,Z ∈ P(ρν(p)) \ {∅} справедливо соотношение

Y · Z =
⋃
{yz | y ∈ Y, z ∈ Z}. (1.1)

Для семейства 1-типов R ⊂ S(T ) обозначим через IR (в модели M)
множество

{(a, b) | tp(a), tp(b) ∈ R и a изолирует b},
а через SIR (в модели M) множество

{(a, b) | tp(a), tp(b) ∈ R и a полуизолирует b}.

Очевидно, что IR ⊆ SIR и на любом множестве реализаций типов из
R отношения IR и SIR рефлексивны. Известно, что отношение полуи-
золированности на множестве кортежей произвольной модели транзи-
тивно и, в частности, транзитивно любое отношение SIR. Что касается
отношения IR, оно может быть как транзитивным, так и нетранзитив-
ным:

Предложение 1. [2; 11] Пусть p(x) — полный тип полной тео-
рии T , имеющей модель Mp, ν(p) — правильная меточная функция.
Следующие условия эквивалентны:

(1) отношение Ip (на множестве реализаций типа p в любой модели
M |= T ) транзитивно;

(2) для любых меток u1, u2 ∈ ρν(p) множество Pp(u1, u2) конечно.

Предложение 2. [2; 11] Если p, q ∈ R — главные типы, то ρν(p,q) ∪
ρν(q,p) ⊆ U≥0.

Расширяя множество меток U положительными и отрицательными
метками для полуизолирующих формул, а также нейтральными метка-
ми u′ ∈ U ′ (совмещающими необратимые дуги и главные ребра в мно-
жество решений полуизолирующих формул), получаем SIR-системы
SI для полуизолирующих формул, а также si-ранги, булевы операции
на метках этих формул, отношения доминирования меток, соответству-
ющие отношению �, и POSTCR-системы, включающие все указанные
атрибуты [2; 13].
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Предложение 3. [2; 14] Для любой теории T , непустого семейства
R ⊆ S1(∅) изолированных типов и правильного семейства ν(R) меточ-
ных функций для полуизолирующих формул POSTCR-система Mν(R)

состоит из положительных меток и нуля, и каждая метка u имеет
дополнение ū такое, что u ∧ ū = ∅ и u ∨ ū является максимальным
элементом. Если R = {p}, то моноид SIν(p) = 〈Mν(R), ·〉 порождает-
ся булевой алгеброй, для которой u ∨ ū соответствует изолирующим
формулам типа p.

Следствие 1. [2; 14] Для любой ω-категоричной теории T , непустого
семейства R ⊆ S1(∅) и правильного семейства ν(R) меточных функ-
ций для полуизолирующих формул POSTCR-система Mν(R) конечна,
состоит из положительных меток и нуля, и каждая метка u имеет
дополнение ū.

Теорема 1. [2; 14] Для любой POSTCR-системы M, у которой каж-
дая метка положительная или нулевая и при этом имеет дополнение,
существует теория T , непустое семейство R ⊆ S1(∅) изолированных
типов и правильное семейство ν(R) меточных функций для полуизо-
лирующих формул такие, что Mν(R) = M.

Следствие 2. [2; 14] Для любой конечной POSTCR-системы M, у ко-
торой любая метка положительна или нулевая и имеет дополнение,
существует ω-категоричная теория T , непустое семейство R ⊆ S1(∅)
и правильное семейство ν(R) меточных функций для полуизолирую-
щих формул такие, что Mν(R) = M.

Замечание 1. Отметим, что если u1, . . . , un — все метки, связываю-
щие реализации 1-типов p и q главными дугами, то для любой метки
u = ui1 ∨ . . . ∨ uik еë дополнением является метка ū = uj1 ∨ . . . ∨ ujl ,
где {i1, . . . , ik}, {j1, . . . jl} — разбиение множества {1, . . . , n}. Поэтому в
следствиях 1 и 2 о наличии дополнений можно не упоминать.

Кроме того, поскольку в любой конечной POSTCR-системе M все
метки сводятся к меткам изолирующих формул, эта система однозначно
определяется своей подалгеброй распределений изолирующих формул.

2. Алгебры распределений бинарных изолирующих формул
теорий унаров с одноместными предикатами

Определение 1. Для произвольного значения λ ∈ (ω \ {0, 1}) ∪ {∞}
обозначим через An,λ алгебру 〈An,λ; ∗〉 с носителем An,λ = {0, 1, 2 . . . , n−
1,¬}, задаваемую следующей таблицей:
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∗ Zn ¬
Zn 〈Zn; +〉 ¬
¬ ¬ {0, 1, 2 . . . , n− 1} при λ = 2,

{0, 1, 2 . . . , n− 1,¬} при λ ≥ 3

При наличии на множестве реализаций главного типа p(x) ∈ S(∅)
унара 〈X; f〉, где f — подстановка с λ компонентами связности, λ ∈
(ω \ {0, 1}) ∪ {∞}, каждый элемент k ∈ Zn символизирует взятие для
каждой реализации a типа p(x) ее значения fk(a), ¬(a) — множество
всех реализаций типа p(x), не принадлежащих компоненте связности,
содержащей элемент a.

Таким образом, каждый элемент k ∈ Zn символизирует формулу

θk(x, y) � (y ≈ fk(x)),

θ¬(x, y) � ϕ(x) ∧
∧

k∈Zn

¬θk(x, y),

где ϕ(x) — главная формула типа p(x).
Алгебра An,λ называется циклической алгеброй с λ компонентами.

Определение 2. Для произвольного значения λ ∈ (ω \ {0, 1}) ∪ {∞}
обозначим через Afr,λ алгебру 〈Afr,λ; ∗〉 с носителем Afr,λ = ω2, задавае-
мую следующей таблицей:

∗ (0, m′) (k′, 0) (k′,m′)

(0, m) (0,m+m′) (k′ −m, 0) (k′ −m,m′)

при k′ ≥ m, при k′ ≥ m,
(0,m− k′) (0,m− k′ +m′)

при k′<m при k′<m
(k, 0) (k − i,m′ − i), (k + k′, 0) (k + k′,m′)

0 ≤ i ≤ min(k,m′)

(k,m) (k,m+m′) (k′ −m+ k, 0) при λ = 2: (k,m− k′ +m′)

при k′ ≥ m, при k′<m,
(k,m− k′) (k + k′ −m,m′)

при k′<m при k′>m;
k′=m: (k −m′, 0)

при k ≥ m′,
(0,m′ − k)

при k<m′;
при λ ≥ 3: (k − i,m′ − i),

0 ≤ i ≤ min(k,m′)
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По определению алгебры Afr,λ, каждое из ограничений Afr,λ � ({0} ×
ω), Afr,λ � (ω × {0}) изоморфно алгебре 〈ω; +〉.

При наличии на множестве реализаций типа p(x) ∈ S(∅) λ-свободно-
го унара 〈X; f〉, где λ ∈ (ω \ {0, 1}) ∪ {∞}, т. е. унара, у которого нет
циклов и каждый элемент имеет λ прообразов, в алгебре 〈Af ; ∗〉 каждая
пара (k,m) символизирует взятие для каждой реализации a типа p(x)
ее образа bk относительно fk, а затем всех таких прообразов элемента
bk относительно fm, которые нельзя получить взятием образов bk−i

относительно f (k−i), а затем прообразов элементов bk−i относительно
f (m−i), 0 ≤ i < min{k,m}.

Таким образом, каждая пара (k, 0) символизирует формулу

θk,0(x, y) � (y ≈ fk(x)),

(0,m) —
θ0,m(x, y) � (x ≈ fm(y)),

(k,m), при k > 0 и m > 0, —

θk,m(x, y) � ∃z

⎛⎝(z ≈ fk(x)) ∧ (z ≈ fm(y)) ∧
∧

0≤i<min{k,m}
¬θk−i,m−i(x, y)

⎞⎠ .

Пример 1. [2] Обозначим через Ω множество непустых конечных по-
следовательностей ᾱ = 〈α0, α1, . . . , αn〉 таких, что αi ∈ ω, i ≤ n, l(ᾱ) =
α0 + 2.

Пусть T0 — теория сигнатуры 〈P (1)
ᾱ , Q(2)〉ᾱ∈Ω со следующими аксио-

мами:
1) если ᾱ = ᾱ′ ˆm ∈ Ω, то

�
(
Pᾱ′ ˆ (m+1)(x)→ Pᾱ′ ˆm(x)

)
∧ ∃≥ωx

(
Pᾱ′ ˆm(x) ∧ ¬Pᾱ′ ˆ (m+1)(x)

)
;

2) если ᾱ1 = ᾱ′
1 ˆ 0, ᾱ2 = ᾱ′

2 ˆ 0 — кортежи из Ω и ᾱ′
1 �= ᾱ′

2,
то � ¬∃x (Pᾱ1(x) ∧ Pᾱ2(x));

3) отношение Q образует график свободного (без циклов) унара с
бесконечным числом прообразов у каждого элемента;

4) �∀x,y((P〈0,m〉(x)∧¬P〈0,m+1〉(x)∧Q(x, y))→(P〈0,m〉(y)∧¬P〈0,m+1〉(y))),
m ∈ ω;

5) если |= P〈0,m〉(a) ∧ ¬P〈0,m+1〉(a), то множество реализаций фор-
мулы Q(x, a) состоит из бесконечного числа реализаций формулы
P〈0,m〉(x)∧¬P〈0,m+1〉(x), а также бесконечного числа реализаций формул
P〈1,k,m〉(x) ∧ ¬P〈1,k,m+1〉(x) для каждого k ∈ ω;

6) если ᾱ = k ˆ ᾱ′ ˆ l ˆm — кортеж из Ω, k ≥ 1, то

� ∀x, y
( (

Pk ˆ ᾱ′ ˆ l ˆm(x) ∧ ¬Pk ˆ ᾱ′ l̂ ˆ (m+1)(x) ∧Q(x, y)
)
→
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→
(
P(k−1) ˆ ᾱ′ ˆm(y) ∧ ¬P(k−1) ˆ ᾱ′ ˆ (m+1)(y)

) )
, m ∈ ω;

7) если k �= 0 и |= Pk ˆ ᾱ ˆm(a) ∧ ¬Pk ˆ ᾱ ˆ (m+1)(a), то множество ре-
ализаций формулы Q(x, a) состоит из бесконечного числа реализаций
формул P(k+1) ˆ ᾱ ˆ l ˆm(x) ∧ ¬P(k+1) ˆ ᾱ ˆ l ˆ (m+1)(x) для каждого l ∈ ω;

8) носитель некоторой модели теории T0 состоит из элементов отно-
шений Pᾱ, ᾱ ∈ Ω.

Построение насыщенной модели, удовлетворяющей аксиомам 1–7,
позволяет проверить полноту теории T0.

В силу того, что отношение Q образует график свободного унара с
бесконечным числом прообразов у каждого элемента и при этом для
реализаций a типа p∞(x) = {¬Pᾱ(x) | ᾱ ∈ Ω}, список попарно неэкви-
валентных изолирующих формул ϕ(a, y), где ϕ(a, y) � p∞(y), исчерпы-
вается формулами Qk(a, y), k ∈ ω, алгебра Pν(p∞) изоморфна алгебре
〈ω∗; +〉.

Определение 3. Для произвольных значений n ∈ ω и λ1, λ2, . . . , λn ∈
(ω\{0, 1})∪{∞} обозначим через Bn,λ1,λ2,...,λn алгебру 〈Bn,λ1,λ2,...,λn ; ∗〉 с
носителем Bn,λ1,λ2,...,λn = P({0, 1, 2 . . . , n})\{∅}, задаваемую следующей
таблицей:

· 0 1 2 3 . . . n

0 {0} {1} {2} {3} . . . n

1 {1} {0} при λ1 = 2, {2} {3} . . . {n}
{0, 1} при λ1 > 2

{0, 1}
2 {2} {2} при λ2 = 2, {3} . . . {n}

{0, 1, 2}
при λ2 > 2

{0, 1, 2}
3 {3} {3} {3} при λ3 = 2, . . . {n}

{0, 1, 2, 3}
при λ3 > 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

{0, 1, . . . , n− 1}
n {n} {n} {n} {n} . . . при λn = 2,

{0, 1, . . . , n}
при λn > 2

Очевидно, что Bn,λ1,λ2,...,λn ⊂ Bn+1,λ1,λ2,...,λn,λn+1 .
Положим Bω,(λi)i∈ω

�
⋃
n∈ω

Bn,λ1,λ2,...,λn .

При рассмотрении унаров, у которых однотипные элементы a и b
связаны соотношением fn(a) = fn(b) с минимальным положительным
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n и при наличии λi прообразов у элементов f i(a), алгебра бинарных
изолирующих формул для типа tp(a) представляется одной из алгебр
Bn,λ1,...,λn , Bω,(λi)i∈ω

. Указанные алгебры называются алгебрами ниж-
них конусов.

Теорема 2. Если T — теория унара f с одноместными предиката-
ми, Pν(p) — алгебра распределений бинарных изолирующих формул для
типа p ∈ S1(∅), то алгебра Pν(p) задается ровно одной из следующих
алгебр: группой Z, группой Zn, алгеброй An,λ, алгеброй Afr,λ, алгеброй
〈ω∗; +〉, Bn,λ1,λ2,...,λn, Bω,(λi)i∈ω

.

Доказательство. Выберем некоторую реализацию a типа p. Рассмот-
рим варианты переходов по изолирующим формулам ϕ(a, y), где
ϕ(a, y) � p(y). Напомним, что в теории T каждая формула эквивалентна
булевой комбинации формул с одной свободной переменной, а также
формул вида (fk(x) ≈ fm(y)), k,m ∈ ω. Тогда изолирующие формулы
ϕ(a, y) сводятся к формулам вида (fk(a) ≈ fm(y))δ∧ψ(y), где δ ∈ {0, 1}.

Рассмотрим формулы с (y ≈ fk(a)) � p(y) где k > 0. Если таких
формул нет, то алгебра Pν(p) будет:

1) одноэлементной, т. е. изоморфной одноэлементной группе Z1 при
условии, что тип p имеет единственную реализацию или является не-
главным и никакие две различные реализации a и b типа p не связаны
соотношением fm(a) = fm(b) ∧ ψ(b), m > 0, где fm(a) = fm(y) ∧ ψ(y) �
p(y) для некоторой формулы ψ(x);

2) двухэлементной и изоморфной алгебре A1,λ при условии, что тип
p является главным, имеет λ ≥ 2 реализаций и никакие реализации a и
b не связаны указанным выше соотношением fm(a) = fm(b) ∧ ψ(b);

3) одной из алгебр Bn,λ1,λ2,...,λn , Bω,(λi)i∈ω
, если имеются реализации

a и b, связанные указанным выше соотношением fm(a) = fm(b) ∧ ψ(b).
Предположим, что имеются формулы (y ≈ fk(a)) c условием (y ≈

fk(a)) � p(y), k > 0. Выберем такую формулу с минимальным k. Обо-
значим fk через g. Возможны два случая:

1) gm(a) = a, m > 0;
2) gm(a) �= a, m ∈ ω \ {0}.
В первом случае имеется цикл некоторой положительной длины n и

если такой цикл единственный или p — неглавный тип, то алгебра Pν(p)

будет изоморфна группе Zn. А если тип p является главным и λ ≥ 2,
где λ — число g-циклов, то алгебра Pν(p) будет изоморфна алгебре An,λ.

Во втором случае g-циклов нет и возможны следующие варианты:
a) (g(x) ≈ a) � p(x) и |g−1(a)| = 1;
б) (g(x) ≈ a) � p(x) и |g−1(a)| = λ ≥ 2;
в) (g(x) ≈ a) �� p(x).
В случае а) алгебра Pν(p) изоморфна группе Z, в случае б) — алгебре

Afr,λ, в случае в) — алгебре 〈ω∗; +〉.
Непосредственно из теоремы 2 вытекает
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Следствие 3. Если T — теория одноместных предикатов с под-
становкой σ, Pν(p) — алгебра распределений бинарных изолирующих
формул для типа p ∈ S1(∅), то алгебра Pν(p) задается ровно одной из
следующих алгебр: группой Z, группой Zn, алгеброй An,λ. Алгебра Pν(p)

задается группой Z тогда и только тогда, когда σ не имеет циклов.
Алгебра Pν(p) задается группой Zn тогда и только тогда, когда σ
имеет единственный цикл длины n на множестве реализаций типа p
(возможно после замены подстановки σ на некоторую ее степень σk)
или при наличии такого цикла тип p является неглавным.

Отметим, что из теоремы 2 и утверждений, приведенных в предыду-
щем разделе, вытекает описание алгебры распределений бинарных по-
луизолирующих формул для конечных алгебр бинарных изолирующих
формул. При этом конечные алгебры исчерпываются следующим спис-
ком: циклические группы, циклические алгебры с заданным числом
компонент связности, алгебры нижних конусов.
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D. Yu. Emelyanov

On Algebras of Distributions of Binary Formulas for Theories
of Unars

Abstract. Algebras of distributions of binary isolating and semi-isolating formulas
are derived structures for a given theory. These algebras reflect binary links between
realizations of 1-types defined by formulas of the initial theory. Thus these are two sorts
of interrelated classification problems: 1) to define, for a given class of theories, what
algebras correspond to theories in this class and to classify these algebras; 2) to classify
theories in the class in the dependence of algebras of isolating and semi-isolating algebras
that defined by these theories. For the finite algebras of binary isolating formulas that
description implies the description for the algebra of binary semi-isolating formulas.

In the paper, we give the description for algebras of distributions of binary isolating
formulas for theories of unars with unary predicates, which is based on multiplication
tables for these algebras. It is proved that any theory of unar with unary predicates
defines, on a set of realizations of 1-type, an algebra of of distributions of binary isolating
formulas, which is obtained by an algebra isomorphic to exactly one of the following
algebras: 1) the additive group of integer numbers, 2) a cyclic group, 3) a cyclic algebra
with given number of connected components, 4) an algebra of free unar with given
number of preimages for each element; 5) the additive monoid of natural numbers; 6) an
algebra of low cones. In particular, if the unary function, in the unar, is a substitution,
then the algebra of distributions of binary isolating formulas is defined by an algebra
isomorphic to exactly one of the following algebras: the additive additive group of integer
numbers, a cyclic group, a cyclic algebra with given number of connected components.
The structures of these algebras allow to classify initial theories of substitutions. Finite
algebras are exhausted by the following list: cyclic groups, cyclic algebras with given
number of connected components, algebras of low cones.

Keywords: algebra of distributions of binary formulas, unar, elementary theory,
unary predicate.
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