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Аннотация. В работе предлагается численный метод решения системы дифферен-
циальных уравнений динамики движения экраноплана вблизи подстилающей по-
верхности (экрана). Предложенный численный метод может быть использован в за-
дачах исследования характеристик маневрирования и возмущенного движения, по-
казателей устойчивости и управляемости экраноплана (параметров динамики дви-
жения экраноплана). Рассмотрены работы других исследователей, занимающихся
вопросами динамики движения экраноплана, выполнен краткий анализ предлагае-
мых ими методик. Представлено достаточно полное математическое описание пред-
лагаемой методики. Численный метод решения полной системы дифференциальных
уравнений движения экраноплана основан на модифицированном методе прогноза
и коррекции. Метод позволяет достаточно строго учесть влияние изменения рас-
стояния от поверхности на аэродинамические характеристики экраноплана на этапе
решения системы дифференциальных уравнений динамики движения. В отличие
от ранее использованных подходов расстояние от поверхности рассматривается как
определяющий параметр для всех аэродинамических коэффициентов экраноплана.
Предлагаемый подход, по мнению авторов, более универсален, относительно просто
реализуется, позволяет повысить точность расчета. На базе MatLab+Simulink раз-
работана программа, реализующая предложенный метод решения полной системы
дифференциальных уравнений. Применение программы позволяет качественно и ко-
личественно оценить динамические свойства летательного аппарата (экраноплана).

Ключевые слова: динамика полета экраноплана, уравнения движения экрано-
плана.

Аэродинамические характеристики летательного аппарата сущест-
венно изменяются по мере приближения к поверхности земли (воды).
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В частности, существенно возрастает подъемная сила и уменьшается
лобовое сопротивление, что приводит к увеличению аэродинамического
качества летательного аппарата. Это явление часто называют «экран-
ным эффектом». Существуют летательные аппараты (экранопланы, эк-
ранолеты), у которых режим полета в зоне существования экранного
эффекта является основным и позволяет достигать высоких летных
характеристик [2; 18; 19]. Исследованию аэродинамических характе-
ристик экранопланов (летательных аппаратов и их элементов вблизи
экрана) посвящено большое количество работ (например, [10; 15]).

Широкое распространение в аэродинамике, динамике полета и тео-
рии управления летательными аппаратами получил способ представ-
ления аэродинамических характеристик летательных аппаратов в виде
аэродинамических коэффициентов и их производных [3; 4; 13]. Есте-
ственно, подобный подход стал определяющим при исследовании аэро-
динамики и динамики движения экранопланов [14; 11; 12; 16; 17].

Несмотря на то что экраноплан потенциально обладает высокими
летными данными, основной проблемой при проектировании традици-
онно считается проблема обеспечения его устойчивости и управляе-
мости. Основополагающими работами в области устойчивости экрано-
плана можно считать работы [11; 12]. Р. Д. Иродов [12] показал, что
особенности аэродинамических характеристик экраноплана приводят к
необходимости введения новых критериев устойчивости и к появлению
в связи с этим, дополнительных требований к его аэродинамической
компоновке. Расширил применение подходов работы [12] И. В. Жу-
ков [11].

Следует заметить, что в большинстве работ авторы рассматрива-
ют динамику движения экраноплана при незначительных изменениях
параметров полета (расстояния до экрана, скорости полета) и на отно-
сительно малых промежутках времени рассмотрения движения экра-
ноплана [11; 12]. Такой подход оправдан при решении задач по оценке
устойчивости и управляемости, особенно при использовании подходов
оценки устойчивости и управляемости на основе критериев. Кроме того,
в этом случае приемлемо использование ряда допущений, позволяю-
щих значительно упростить уравнения движения и использовать даже
аналитические методы решения задач [16; 17].

Одним из таких допущений является применение производных аэро-
динамических коэффициентов по расстоянию от поверхности (высоте
полета). Это допущение используется в рамках широко распространен-
ного представления аэродинамических коэффициентов сил и моментов,
действующих на экраноплан, в виде ряда Тейлора. Такой подход пред-
полагает использование производных аэродинамических коэффициен-
тов по кинематическим параметрам полета и параметрам изменения
летательного аппарата. В свою очередь эти параметры должны быть
независимыми по отношению друг к другу [4]. Высота полета экрано-
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плана и скорость ее изменения, как параметры полета, определяется
скоростью полета экраноплана и углом между вектором скорости и
поверхностью экрана (углом наклона траектории).

Задачи проектирования экраноплана предполагают предваритель-
ное исследование его характеристик на режимах с интенсивным ха-
рактером изменения полетных параметров (скорости, угла атаки, вы-
соты полета и т. д.) в процессе возмущенного движения экраноплана
и его энергичного маневрирования. Особенно остро эти задачи стоят
при проектировании систем автоматического управления параметрами
движения и маневрирования экраноплана [6; 7; 8; 9].

Целью настоящей работы является создание численного метода ре-
шения системы дифференциальных уравнений динамики движения
экраноплана вблизи подстилающей поверхности (экрана), который поз-
волит исследовать динамические устойчивость и управляемость экра-
ноплана, параметры его возмущенного движения, маневрирование
экраноплана в пространстве при значительных изменениях параметров
полета, формы экраноплана и режимов работы силовой установки (па-
раметров динамики движения экраноплана). Рассматриваются относи-
тельно продолжительные промежутки времени движения экраноплана.

Рассмотрим движение экраноплана в пространстве, ограниченном
поверхностью экрана. Абсолютное движение экраноплана в инерци-
альной системе отсчета представим как сумму переносного движения
центра масс экраноплана (поступательное движение) и относительного
(вращательное движение экраноплана вокруг центра масс). Используем
системы координат, аэродинамические коэффициенты, форму записи
уравнений и представления кинематических параметров в соответствии
с идеологией работы [5].

Будем считать, что:
1) масса летательного аппарата m = const;
2) экраноплан – твердое тело изменяемой формы;
3) движение летательного аппарата свободное, управляемое;
4) аэродинамические коэффициенты сил и моментов представлены

в виде зависимостей (численного ряда) от параметров движения;
5) главные оси инерции совпадают с осями связанной системы коор-

динат;
6) может быть использовано (при необходимости) разделение общего

случая движения на продольное и боковое движения [5].
Полная система дифференциальных уравнений имеет вид:
– уравнения динамики движения:

m

(
dVx
dt

+ ωyVz − ωzVy

)
=

= P cosϕp − cxqS cosα cos β + cyqS sinα− czqS cosα sin β −G sinϑ;

Известия Иркутского государственного университета.
2015. Т. 14. Серия «Математика». С. 42–54



ДИНАМИКА ДВИЖЕНИЯ ЭКРАНОПЛАНА 45

m

(
dVy
dt

+ ωzVx − ωxVz

)
= P sinϕp + cxqS sinα cos β + cyqS cosα+

+ czqS sinα sin β −G cos ϑ cos γ;

m

(
dVz
dt

+ ωxVy − ωyVx

)
= czqS cos β − cxqS sinβ +G cos ϑ sin γ;

Ix
dωx

dt
− Ixy

dωy

dt
+ (Iz − Iy)ωyωz + Ixyωxωz = mxqSl;

Iy
dωy

dt
− Ixy

dωx

dt
+ (Ix − Iz)ωzωx − Ixyωyωz = myqSl;

Iz
dωz

dt
− Ixy

(
ω2
x − ω2

y

)
+ (Iy − Ix)ωxωy = mzqSbA.

– основные кинематические соотношения:

dXg

dt
= Vx cosϑ cosψ + Vy (sin γ sinψ − cos γ sinϑ cosψ)+

+Vz (cos γ sinψ + sin γ sinϑ cosψ) ;

dH

dt
=
dYg
dt

= Vx sinϑ+ Vy cos ϑ cos γ − Vz cos ϑ sin γ;

dZg

dt
= −Vx cos ϑ sinψ + Vy (sin γ cosψ + cos γ sinϑ sinψ)+

+Vz (cos γ cosψ − sin γ sinϑ sinψ) ;

ψ̇ =
1

cosϑ
(ωy cos γ − ωz sin γ) ; ϑ̇ = ωy sin γ − ωz cos γ;

γ̇ = ωx − tgϑ (ωy cos γ − ωz sin γ) ;

ωx = γ̇ + ψ̇ sinϑ;ωy = ψ̇ cosϑ cos γ + ϑ̇ sin γ;ωz = ϑ̇ cos γ − ψ̇ cos ϑ sin γ;

Vx = V cosα cos β;Vy = −V sinα cos β;Vz = V sin β.

Здесь Vx, Vy, Vz – проекции вектора скорости
−→
V на оси связанной

системы координат; ωx, ωy, ωz – проекции вектора угловой скорости вра-
щения экраноплана вокруг центра масс −→ω на оси связанной системы
координат; cx, cy, cz – безразмерные коэффициенты проекций аэродина-
мических сил на оси связанной системы координат; mx,my,mz – безраз-
мерные коэффициенты проекций аэродинамических моментов на оси
связанной системы координат; Ix, Iy, Iz – моменты инерции относитель-
но осей OX,OY,OZ соответственно; P – тяга двигателей; G – сила
тяжести; ϕp – угол между вектором скорости экраноплана и вектором
силы тяги силовой установки; q – скоростной напор; α – угол атаки; β –
угол скольжения; γ – угол крена; ϑ – угол тангажа; ψ – угол рыскания; S
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– площадь несущей поверхности (крыла); l – размах крыла; H – высота
полета.

Для определения аэродинамических коэффициентов и кинематиче-
ских параметров движения экраноплана использовались подходы, из-
ложенные в работе [4].

Применительно к задаче, решаемой в данной работе, основными па-
раметрами, определяющими правые части уравнений системы явля-
ются c = [cxa , cya , cza ,mx,my,mz] — коэффициенты аэродинамических
сил и моментов и p = [α, β, ωx, ωy, ωz, δв, δэ, δн, h̄] — кинематические
параметры. Здесь cxa , cya , cza — безразмерные коэффициенты проекций
аэродинамических сил на оси скоростной системы координат; δв, δэ, δн
— углы отклонения органов продольного, поперечного, путевого управ-
ления соответственно; h̄ — относительное отстояние от экрана, h̄ =
H/bA, где bA — средняя аэродинамическая хорда; H – высота полета.

В том случае, когда отстояние от экрана h̄ рассматривается в ка-
честве кинематического параметра, типовое разложение коэффициента
c = [cxa , cya , cza ,mx,my,mz] в ряд Тейлора по кинематическим парамет-
рам имеет вид:

c(p, ṗ) = c0 +

9∑
i=1

∂c

∂pi
pi +

9∑
i=1

∂c

∂ṗi
ṗi +

1

2

(
9∑

i=1

9∑
j=1

∂2c

∂pi∂pj
pipj+

+

9∑
i=1

9∑
j=1

∂2c

∂pi∂ṗj
piṗj +

9∑
i=1

9∑
j=1

∂2c

∂ṗi∂pj
ṗipj +

9∑
i=1

9∑
j=1

∂2c

∂ṗi∂ṗj
ṗiṗj

)
+ ... =

= c0 +
9∑

i=1

(
cpipi + cṗi ṗi

)
+

1

2

(
9∑

i=1

9∑
j=1

cpipjpipj +
9∑

i=1

9∑
j=1

cpiṗjpiṗj+

+
9∑

i=1

9∑
j=1

cṗipj ṗipj +
9∑

i=1

9∑
j=1

cṗiṗj ṗiṗj

)
+ ...,

где pimin ≤ pi ≤ pimax , i = 1, ..., 9.
Как уже было отмечено выше, отстояние от экрана h̄ не являет-

ся независимой переменной, а определяется такими параметрами как
скорость V и угол наклона траектории θ (рис. 1):

dh̄

dt
= V sin θ

Предлагается выделить отстояние от экрана h̄ из класса кинематиче-
ских параметров в класс определяющих параметров, тогда разложение
в ряд коэффициента c = [cxa , cya , cza ,mx,my,mz] примет вид:

c(h̄, p, ṗ) = c0 +

8∑
i=1

∂c

∂pi
pi +

8∑
i=1

∂c

∂ṗi
ṗi +

1

2

(
8∑

i=1

8∑
j=1

∂2c

∂pi∂pj
pipj+
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+

8∑
i=1

8∑
j=1

∂2c

∂pi∂ṗj
piṗj +

8∑
i=1

8∑
j=1

∂2c

∂ṗi∂pj
ṗipj +

8∑
i=1

8∑
j=1

∂2c

∂ṗi∂ṗj
ṗiṗj

)
+ ... =

= c0 +

8∑
i=1

(
cpipi + cṗi ṗi

)
+

1

2

(
8∑

i=1

8∑
j=1

cpipjpipj +

8∑
i=1

8∑
j=1

cpiṗjpiṗj+

+
8∑

i=1

8∑
j=1

cṗipj ṗipj +
8∑

i=1

8∑
j=1

cṗiṗj ṗiṗj

)
+ ...,

где pimin ≤ pi ≤ pimax , i = 1, ..., 8, h̄ ≥ h̄min.

OXY Z — связанная система координат;
OXgYgZg — нормальная земная система координат;

OXaYaZa — скоростная система координат;
OXkYkZk — траекторная система координат

Рис. 1. Кинематическая связь между параметрами полета летательного аппарата

В этом случае коэффициенты сил и моментов c и их частные произ-
водные по параметрам p, находящиеся в правых частях полной системы
дифференциальных уравнений, являются функциями отстояния h̄.

Решение полученной полной системы дифференциальных уравнений
возможно только численными методами [1].

Существует обширная теория решения обыкновенных дифференци-
альных уравнений и их систем. Наиболее широкое распространение
получили классические методы решения дифференциальных уравне-
ний, такие методы как метод Эйлера, Эйлера – Коши, методы Рунге –
Кутта.
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Большинство существующих методов, как правило, предполагают,
что параметры правых частей уравнений не изменяются в процессе эле-
ментарного промежутка времени Δt или характер их изменения опре-
деляется значениями производных параметров по времени в начале
или в конце рассматриваемого промежутка Δt. В ряде методов харак-
тер изменения параметров определяется предысторией их изменения по
отношению к рассматриваемому промежутку Δt.

Применительно к поставленной в работе задаче данные методы не
обеспечивают высокой точности решения полной системы дифферен-
циальных уравнений. Это объясняется тем, что коэффициенты правых
частей уравнений существенно зависят от отстояния h̄. Однако, харак-
тер изменения отстояния h̄ от времени также определяется решением
системы уравнений.

Предлагается следующий метод решения дифференциальных урав-
нений (системы дифференциальных уравнений). Метод основан на
идеологии методов прогноза и коррекции решения дифференциальных
уравнений и их систем и интегрирования по правилу прямоугольника
с центральным уточнением.

Алгоритм реализации метода поясняется с помощью геометрической
схемы (рис. 2) и блок схемы расчета (рис. 3) одного шага решения
задачи по времени.

Рис. 2. Геометрическая интерпретация метода решения дифференциального
уравнения

Параметры движения, отстояние h̄ и коэффициенты правых частей
уравнений в момент времени t1 известны. Используя один из явных
методов (например, метод Рунге-Кутта) находим первоначальное ре-
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шение системы уравнений в точке t2 – решение (t2, h̄
(0)
2 ). На втором

этапе (этапе коррекции) вычисляют значение h̄(0)ср с помощью формулы

h̄
(0)
ср =

h̄1+h̄
(0)
2

2 . Принимаем, что в процессе движения экраноплана от
момента времени t1 к моменту времени t2 отстояние от экрана рав-
но h̄(0)ср. Именно для этого отстояния h̄

(0)
ср определяются коэффициенты

правых частей полной системы уравнений с использованием известных
зависимостей.

Далее процесс повторяется итерационно (определяются последова-
тельно h̄(1)2 и h̄(1)ср, h̄

(2)
2 и h̄(2)ср и т. д.) с применением, например, того же

метода Рунге – Кутта. Критерием окончания процесса может являться
достижение заданного достаточно малого значения
εзад = |h̄n2 − h̄n−1

2 |, где n –– номер текущей операции.

Рис. 3. Принципиальная схема расчета одного шага по времени

Метод прошел апробацию при решении задач по определению па-
раметров движения летательного аппарата и показал удовлетворитель-
ную сходимость итерационного процесса. Оценки сходимости метода,
соответствия получаемого решения точному решению, области приме-
нимости метода являются предметом отдельного исследования.
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На базе MatLab+Simulink разработана программа, предназначенная
для расчета параметров собственного и вынужденного движения лета-
тельного аппарата (экраноплана), определения характеристик динами-
ческих устойчивости и управляемости летательного аппарата (рис. 4, 5).

Рис. 4. Окно программы для задания параметров расчета и вывода результатов

Рис. 5. Результаты расчета

Следует заметить, что предлагаемый метод обладает рядом досто-
инств. Так, для решения задачи на одном шаге по времени в качестве
исходных данных используются только значения параметров движения
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и коэффициентов правых частей в момент времени t1. Не использу-
ются значения производных по времени как коэффициентов правых
частей, так и параметров движения. Это делает метод более универ-
сальным, практически реализуемым в различных моделях (системах
дифференциальных уравнений), позволяет в ряде случаев уменьшить
вычислительные затраты за счет отсутствия необходимости расчета
производных и оценки достоверности их расчета.
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Y. F. Vshivkov, S. M. Krivel

The Method of Solving the Problem of the Study of the Dy-
namics of Motion Parameters of WIG near the Underlying Sur-
face

Abstract. In this paper we propose a numerical method for solving a system of
differential equations of motion dynamics of WIG near the underlying surface (screen).
The proposed numerical method can be used to study the characteristics of the tasks of
maneuvering and perturbed motion, stability and handling performance of WIG (parame-
ters of driving dynamics WIG). Consider the work of other researchers involved in
driving dynamics WIG, made a brief analysis of their proposed methods. Presented
fairly complete mathematical description of the proposed methodology. A numerical
method for solving a complete system of differential equations of motion of WIG is
based on the modified method of prediction - correction. The method allows one to
take into account the effect of severely changing the distance from the surface on the
aerodynamic characteristics of WIG at the stage of solving a system of differential
equations of motion dynamics. In contrast to the previously used approaches distance
from the surface is regarded as the defining parameter for all the aerodynamic coefficients
WIG. The proposed approach, according to the authors, more versatile, relatively easy
to implement, can improve the accuracy of calculation. Based on MatLab + Simulink
developed a program that implements the proposed method of solving the complete
system of differential equations. Application of the program allows you to qualitatively
and quantitatively assess the dynamic properties of the aircraft (WIG).

Keywords: flight dynamics WIG, WIG equations of motion.
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