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Аннотация. Построены регуляризирующие уравнения с векторным параметром
регуляризации для линейных уравнений с замкнутым оператором в банаховых про-
странствах. Область значений оператора может быть незамкнутой, однородное урав-
нение может иметь нетривиальное решение. Предполагается, что заданы прибли-
жения оператора и правой части. Даны условия, когда вспомогательное регуля-
ризирующее уравнение имеет единственное решение. Установлены теоремы сходи-
мости регуляризованное решения к В-нормальному решению точного уравнения и
получены оценки погрешности метода как в в детерминированном, так и в стоха-
стическом случаях. Даны рекомендации по выбору стабилизирующего оператора
и векторного параметра регуляризации. Предложенная в работе абстрактная схе-
ма построения регуляризирующих уравнений применена к проблеме устойчивого
дифференцирования.
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Введение

Пусть A — замкнутый линейный оператор с плотной в банаховом
пространстве X областью определения D(A) и с областью значений

∗ Работа выполнена при частичной поддержке программы международного
научно-технического сотрудничества Китая, грант 2015DFR70850.
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R(A) в банаховом пространстве Y. Рассмотрим уравнение

Ax = f, f ∈ R(A). (0.1)

В настоящей статье не предполагается, что N (A) = {0}. Область R(A)
может быть не замкнутой. На практике приходится решать приближен-
ное уравнение

Ãx = f̃ , (0.2)

где Ã и f̃ суть δ-приближения A и f соответственно, понимаемые в
следующем смысле (a > 0) :

||Ãx−Ax|| ≤ δ(||x|| + a||Ax||), ∀x ∈ D, ||f̃ − f || ≤ δ. (0.3)

Если A — ограниченный оператор, то D = X и можно положить a = 0.
Задача построения какого-либо решения уравнения (0.1) в общем слу-
чае является неустойчивой и требует регуляризации при практических
вычислениях. Как известно, основополагающие результаты в теории
регуляризации и методах решения обратных задач были получены в
трудах научных школ академика А. Н. Тихонова, член-корреспондента
В. К. Иванова и академика М. М. Лаврентьева. В настоящее время
соответствующий раздел математики получил большое развитие и поз-
волил решить ряд важных задач, относящихся к наиболее сложным в
современной науке и технике [20; 3; 19; 5; 4; 22; 30]. Разработаны раз-
личные методы регуляризации, в том числе для уравнений вида (0.1).
К числу наиболее эффективных следует отнести метод А. Н. Тихоно-
ва введения стабилизирующего функционала, метод квазирешений В.
К. Иванова, метод невязки, метод возмущений М. М. Лаврентьева и
некоторые другие методы. Важную роль в созданной теории сыграли
вариационные подходы, спектральная теория, теория возмущений, ме-
тоды функционального анализа [21], гл. 3, 5. В этой же плоскости лежит
результат академика В.П. Маслова [7] , установившего эквивалентность
существования решения некорректной задачи и сходимости регуляри-
зационного процесса, результат С. Б. Стечкина относительно прибли-
жений неограниченных операторов [18] и некоторые другие результа-
ты известных математиков ([5] и др.). Особо отметим возрастающую
роль методов регуляризации в междисциплинарных исследованиях и
приложениях, связанных с обработкой сигналов [28], численным диф-
ференцированием [32] и решением обратных задач при моделировании
электроэнергетических систем.

В этой статье, использующей методы и терминологию работ [12; 28;
26], изучается регуляризация линейного уравнения (0.2) посредством
введения возмущенного уравнения

Axα +B(α)xα = f. (0.4)
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Такой метод регуляризации был предложен М.М. Лаврентьевым для
случая, когда A — вполне непрерывный, самосопряженный оператор,
а B(α) ≡ α. Как и ранее, стабилизирующий оператор B(α) (крат-
ко, СО) будем выбирать так, чтобы обеспечить единственность реше-
ния xα и устойчивость вычислений. Параметр α ∈ S ⊂ R

n, где S
— открытое множество, границе которого принадлежит ноль (кратко,
S-секторальная окрестность нуля в R

n), lim
S	α→0

B(α) = 0, назовем век-

торным параметром регуляризации. Параметр α будем согласовывать
с уровнем погрешности δ входных данных.

Отметим, что в монографиях [12], [29] и в работах [9; 10], рассматри-
вался случай скалярного параметра регуляризации α ∈ R

1, а в работах
[10; 26] предполагалось, что A — ограниченный оператор. Случай, когда
известно математическое ожидание погрешности правой части в рабо-
тах [9; 10; 12; 29] не рассматривался. Подробно рассматривался только
простой случай, когда B(α) = B0+αB1, α ∈ R

+. Отметим, что такой СО
с α ∈ R

1 нашел применение в ряде исследований [12; 29]. Например, при
разработке и обосновании итерационных методов вычисления фред-
гольмовых точек λ0, нулей и элементов обобщенных жордановых набо-
ров оператор-функций [6; 11], при построении приближенных методов
в теории ветвления решений нелинейных операторных уравнений с па-
раметрами [29; 14; 16; 15], при построении решений дифференциально-
операторных уравнений с необратимым операторным коэффициентом
в главной части [29]. Предлагаемая в настоящей статье теория постро-
ения регуляризованного процесса с использованием стабилизирующего
оператора B(α) с векторным параметром α позволяет регуляризиро-
вать широкий класс уравнений, расширяя область приложений метода
возмущений.

Перечислим результаты нашей статьи: в п. 1 получены достаточные
условия (см. основную теорему), когда возмущенное уравнение (0.4) по-
рождает регуляризационный процесс; в п. 2 даны рекомендации по вы-
бору стабилизирующего оператора B(α); в п. 3 регуляризирующее урав-
нения вида (0.4) применено в разработке алгоритма регуляризованного
дифференцирования. Важную роль в обосновании регуляризационных
свойств метода возмущений сыграла классическая теорема Банаха –
Штейнгауза о точечной сходимости последовательности операторов.

1. Основная теорема о регуляризации методом возмущений

Наряду с уравнениями (0.1), (0.2), (0.4), введем уравнения

(Ax+B(α))x = f, (1.1)

(Ãx+B(α))x = f̃ . (1.2)
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Ошибки при вычислениях B(α) всегда можно включить в оператор Ã.
Уравнение (1.2) будем называть регуляризованным уравнением (РУ)
для задачи (0.2). Далее везде предполагаются выполненными оценки

||(A+B(α))−1|| ≤ c(|α|), (1.3)

||B(α)|| ≤ d(|α|), (1.4)

где c(|α|) — непрерывная функция, α ∈ S ⊂ R
n, 0 ∈ S,

lim
|α|→0

c(|α|) = ∞, lim
|α|→0

d(|α|) = 0.

Если x∗ — решение уравнения (0.1), то получим тождество

(A+B(α))−1f − x∗ = (A+B(α))−1B(α)x∗.

Поэтому справедлива

Лемма 1. Пусть x∗ — некоторое решение уравнения (0.1), x(α) удо-
влетворяет уравнению (0.4). Тогда для того чтобы xα → x∗ при S �
α→ 0 необходимо и достаточно, чтобы

S(α, x∗) = ||(A+B(α))−1B(α)x∗|| → 0 при S � α→ 0. (1.5)

Следуя [12], введем

Определение 1. Условие (1.5) назовем условием стабилизации, опе-
ратор B(α), удовлетворяющий (1.5), стабилизирующим оператором,
а решение x∗ — B-нормальным решением уравнения (0.1).

Замечание 1. Очевидно, что в силу единственности предела после-
довательности {xα} в нормированных пространствах у уравнения (0.1)
может быть только одно B-нормальное решение.

Из оценок (1.3)–(1.4), вытекает

Лемма 2. Пусть xα и x̂α — решения соответственно уравнений (0.4)
и (1.1). Если параметр α = α(δ) ∈ S выбран так, что при δ → 0

|α(δ)| → 0 и δc(|α(δ)|) → 0, (1.6)

то lim
δ→0

||xα − x̂α|| = 0.

Определение 2. Условие (1.6) назовем условием согласования век-
торного параметра α с уровнем погрешности исходных данных δ.

Далее условие согласования предполагается выполненным и для
краткости факт зависимости α от δ в обозначениях опускается.
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Лемма 3. Пусть выполнены оценки (1.3)–(1.4) и условие согласования
(1.6) параметра регуляризации. Фиксируем q ∈ (0, 1) и найдем δ > 0
такое, чтобы при δ ≤ δ0 выполнялось неравенство

δ(a+ (1 + ad(|α|))c(|α|)) ≤ q. (1.7)

Тогда оператор Ã+B(α) непрерывно обратим и выполнены оценки

||(Ã +B(α))−1|| ≤ ||(A+B(α))−1||
1− q

, (1.8)

||(Ã +B(α))−1f || ≤ (1.9)

≤ ||(A +B(α))−1f ||+ δ
c(|α|)
1 − q

(
a||f ||+ (1 + ad(|α|))||(A +B(α))−1f ||

)
.

Доказательство. На основании оценки (0.3) для ∀f имеем

||(Ã −A)(A +B(α))−1f || ≤

≤ δ
(
||(A+B(α))−1f ||+ a||(A +B(α)−B(α))(A +B(α))−1f ||

)
≤

≤ δ
(
a||f ||+ (1 + a||B(α)||)||(A +B(α))−1f ||

)
≤

≤ δ
(
a||f ||+ (1 + ac(|α|))||(A +B(α))−1f ||

)
. (1.10)

Поэтому, с учетом оценок (1.3), (1.4), (1.7), имеем неравенство

||(Ã −A)(A +B(α))−1f || ≤ δ(a+ (1 + a||B(α)||)c(|α|)) ≤ (1.11)

≤ δ(a + (1 + ad(|α|))c(|α|)) ≤ q||f ||.
Если теперь учесть, что q < 1,

Ã+B(α) = (I + (Ã−A)(A +B(α))−1)(A+B(α)),

то существование обратного оператора (Ã + B(α))−1, а также оценка
(1.8) его нормы следуют из известной теоремы об обратном операторе.
Далее воспользовавшись операторным тождеством

C−1 = D−1 −D−1(I + (C −D)D−1)−1(C −D)D−1

при C = (Ã + B(α)), D = A + B(α) и неравенствами (1.10), (1.11),
придем к оценке (1.9).

Теорема 1 (Основная теорема). Пусть согласно лемме 3 выпол-
нены условия согласования параметра α c величиной δ — уровнем по-
грешности задания входных данных. Тогда регуляризованное уравнение
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(1.2) имеет единственное решение x̃α. Если при этом x∗ — решение
точного уравнения (0.1), то справедлива оценка

||x̃α − x∗|| ≤ S(α, x∗) +
δc(|α|)
1− q

(
1 + a||f ||+ ||x∗||+ ac(|α|)||x∗||+

+(1 + ad(|α|))S(α, x∗)
)
. (1.12)

Если кроме того элемент x∗ — суть B-нормальное решение уравне-
ния (0.1), то последовательность {x̃α} при α → 0 сходится к x∗ со
скоростью, определяемой оценкой (1.12).

Доказательство. Существование и единственность последовательнос-
ти {x̃α}, как решения регуляризованного уравнения (1.2) при α ∈ S,
установлено в лемме 3. Так как

(Ã+B(α))(x̃α − x∗) = f̃ − f − (Ã−A)x∗ −B(α)x∗,

то на основании доказанных оценок (1.8), (1.9) и оценки (1.4), получим
искомое неравенство (1.12):

||x̃α−x∗||≤||(Ã+B(α))−1||(||f̃−f ||+||(Ã−A)x∗||+||(Ã+B(α))−1B(α)x∗||)

≤ δ

1− q
c(|α|)(1 + ||x∗||+ a||x∗||) + S(α, x∗)+

+
δ

1− q
c(|α|)(a||B(α)x∗ ||+ (1 + a||B(α)||))S(α, x∗) ≤

≤ S(α, x∗)+
δc(|α|)
1− q

(
1+a||f ||+||x∗||+ad(|α|)||x∗||+(1+ad(|α|))S(α, x∗)

)
.

Так как x∗ — суть B-нормальное решение, то lim
α→0

S(α, x∗) = 0. При этом
lim
δ→0

δc(|α|) = 0 в силу условия согласования параметра регуляризации α

с уровнем погрешности δ. Следовательно, в силу оценки (1.12) lim
δ→0

||x̃α−
x∗|| = 0. Теорема доказана.

Усиление теоремы 1

Пусть L – линейный оператор и вместо условия стабилизации (1.5)
выполнено условие

lim
α→0

||(A+B(α))−1(B(α)x∗ − ||B(α)||Lf)|| = 0.

Тогда аналогичную теорему можно доказать для единственного реше-
ния x̃α более широкого класса РУ вида

(Ã+B(α))x̃α = f̃ + ||B(α)||Lf̃ . (1.13)
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1.1. Вероятностные оценки нормы погрешности вычислений

Пусть в условиях теоремы 1 известно математическое ожидание по-
грешности задания правой части уравнения (0.1), определяемой экспе-
риментально. Тогда можно оценить математическое ожидание точности
регуляризирующего алгоритма (Ã + B(α))−1f̃ . Для простоты рассуж-
дений, предположим, что A – ограниченный оператор, ||Ã − A|| ≤ δ.
Т.к.

x̃α − x∗ = (Ã+B(α))−1(f̃ − f − (Ã−A)x∗ −B(α)x∗),
то в силу оценки (1.9), в которой в силу ограниченности оператора A
надо положить a = 0, имеем неравенство

||x̃α − x∗|| ≤ ||(A +B(α))−1[· · · ]||+ δ
c(|α|)
1 − q

||(A+B(α))−1[· · · ]||.

Здесь [· · · ] := Δf − ΔAx∗ − B(α)x∗, δc(α) ≤ q < 1, lim
δ→0

δc(|α|) → 0.

В этих оценках все величины, кроме ||Δf || (погрешности задания пра-
вой части в уравнении (0.1)), являются детерминированными. Поэтому,
учитывая свойство линейности математического ожидания, получим
при ∀δ ∈ [0, δ0], где δ0c(|α|) ≤ q < 1, α = α(δ0), lim

δ0→0
δ0(|α(δ0)|) = 0,

неравенство

M(||x̃α − x∗||) ≤ 1

1− q
{δ||x∗||+ S(α, x∗) + (|α|)M(||Δf ||)}. (1.14)

Квазиоптимальное α можно определить из условия минимума правой
части этой оценки. Используя неравенство Маркова P (||x̃0 − x∗|| ≥ ε) ≤
M(||x̃0−x∗||)

ε , получим оценку сверху вероятности погрешности

P(||x̃α − x∗|| ≥ ε) ≤ 1

ε
{q||x∗||+ S(α, x∗) + c(|α|)M(||Δf ||)}

при ∀ε > 0.
Чтобы приведенная оценка вероятности P (||x̃α − x∗|| ≥ ε) была ин-

формативной, параметр регуляризации α следует согласовывать с ве-
личинами ΔA, M(||Δf ||) и ε.

Отметим, что для практических приложений доказанной теоремы
надо иметь рекомендации по выбору стабилизирующего оператора
B(α). Полезно знать необходимые и достаточные условия существова-
ния B-нормального решения x∗ точного уравнения (0.1). Эти вопросы
рассмотрим ниже в п. 2.
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2. Выбор стабилизирующего оператора B(α), необходимые и
достаточные условия существования B-нормального

решения и классы корректности задачи (0.1)

Если A — фредгольмов оператор, {φi}n1 — базис в N (A), {ψi}n1 —
базис в N ∗(A), то, как известно, (см., например, п.22 в [21]), мож-

но положить B(α) ≡
n∑

i=1
〈·, γi〉zi, где {γi}, {zi} выбираются так, чтобы

det[〈φi, γk〉]ni,k=1 �= 0, 〈zi, ψk〉 =
{
1, i = k

0, i �= k.
При этом уравнение

Ax = f −
n∑

i=1

〈f, ψi〉zi (2.1)

будет разрешимо для любых f.
Пусть Ã и f̃ — суть δ-приближения A и f, удовлетворяющие оценкам

(0.3). Тогда возмущенное уравнение

Ãx+

n∑
i=1

〈x, γi〉zi = f̃ −
n∑

i=1

〈f̃ , ψi〉zi

имеет единственное решение x̃. При этом ||x̃ − x∗|| → 0 при δ → 0, где
x∗ — единственное решение точного уравнения (2.1), удовлетворяющее
условиям 〈x∗, γi〉 = 0, i = 1, n.

Таким образом, в случае фредгольмова оператора A в качестве ста-
билизирующего оператора можно брать независящий от параметра α

конечномерный оператор B =
n∑
1
〈·, γi〉zi (см. [21], п. 22). Именно та-

кой способ регуляризации итерационных методов использовался нами
в работах [16; 15], [29; 28] при исследовании бифуркации решений нели-
нейных уравнений 2го рода с параметрами. Конечно при таком выборе
СО B требуется иметь информацию о ядре оператора A и его дефект-
ном подпространстве. Поэтому представляет интерес дать рекоменда-
ции по выбору СО B(α) без использования такой информации. В случае
бифуркации решений некоторые результаты в этом направлении для
уравнений 2го рода см. [12; 29].

Важно изучить вопрос и в более сложной проблеме решения урав-
нений первого рода, когда область значений оператора A незамкнута.
Отметим, что в работах [10; 9] и монографиях [12; 29] СО строился
для уравнений первого рода в виде B0 + αB1, где α ∈ R

+. Ниже мы
приведем обобщение этих результатов на случай, когда B = B(α), где
α ∈ S ⊂ R

n. Из ниже доказанных теорем 2 –4 как частный случай будет
вытекать ряд результатов работ [9; 10; 12; 26].
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Теорема 2. Пусть при α ∈ S ⊂ R
n справедливы оценки

||(A+B(α))−1|| ≤ c(|α|), ||B(α)|| ≤ d(|α|),

c(|α|), d(|α|) — непрерывные функции, lim
|α|→0

c(|α|) = ∞, lim
|α|→0

d(|α|) = 0.

Пусть lim
|α|→0

c(|α|)d(|α|) < ∞, N (A) = {0}, R(A) = Y. Тогда един-

ственное решение x∗ уравнения (0.1) будет B-нормальным решением,
а оператор B(α) — его стабилизирующим оператором.

Доказательство. Пусть сначала B(α)x∗ ∈ R(A) при α ∈ S. Тогда суще-
ствует элемент x1(α) такой, что Ax1(α) = B(α)x∗ и получим тождество

(A+B(α))−1B(α)x∗ = (A+B(α))−1(Ax1(α)+B(α)x1(α)−B(α)x1(α)) =

= x1(α) − (A+B(α))−1B(α)x1(α).

Т.к. B(0) = 0, N (A) = {0}, то lim
S	α→0

x1(α) = 0. Отметим, что по

условию ||(A+B(α))−1B(α)|| ≤ c(|α|)d(|α|), где c(|α|)d(|α|) — непрерыв-
ная функция, для которой предел lim

|α|→0
c(|α|)d(|α|) конечен. Поэтому α-

последовательность {||(A+B(α))−1B(α)x∗||} бесконечно малая при S �
α → 0. При этом последовательность операторов {(A + B(α))−1B(α)}
поточечно сходится к нулевому оператору на линейном многообразии
L0 = {x |B(α)x ∈ R(A)}.

Таким образом, доказано, что теорема справедлива в случае, когда
B(α)x∗ ∈ R(A). Т.к. по условию sup

α∈S
c(|α|)d(|α|) < ∞, то α-последова-

тельность
{
||(A +B(α))−1B(α)||

}
норм линейных операторов является

ограниченной. По доказанному последовательность линейных операто-
ров {(A+B(α))−1B(α)} в пространстве X точечно сходится к нулевому
оператору на линейном многообразии L0 = {x

∣∣B(α)x ∈ R(A)}. Но то-
гда на основании теоремы Банаха–Штейнгауза (см. [21], c. 123) имеем
точечную сходимость этой последовательности операторов к нулевому
оператору и на замыкании L0, т.е., когда B(α)x∗ ∈ R(A). Т.к. R(A) = Y
и B(α) ∈ L(X → Y ), то B(α)x∗ ∈ Y , теорема 2 доказана.

Замечание 2. Множество L = {x|B(α)x ∈ R(A)} в условиях теоремы
2 определяет максимальный класс корректности.

Ограничения, наложенные в условиях теоремы 2, можно ослабить.
Дейставительно, в теореме 2 используется предположение конечности
предела

lim
S	α→0

||(A+B(α))−1||||B(α)||.

Это ограничение не используется в теоремах 3 и 4.

Известия Иркутского государственного университета.
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Теорема 3. Пусть B(α) = αB, ||(A + αB)−1|| ≤ c(α), где c(α) :
(0, α0] → R+ — непрерывная функция. Пусть найдется натуральное
n ≥ 1, такое, что lim

α→0
c(α)αi = ∞, i = 0, n − 1, lim

α→0
c(α)αn < ∞.

Пусть x0 удовлетворяет уравнению (0.1), а в случае n ≥ 2 пусть су-
ществуют элементы x1, · · · , xn−1, удовлетворяющие последователь-
ности уравнений

Axi = Bxi−1, i = 1, · · · , n− 1. (2.2)

Тогда x0 — суть B-нормальное решение уравнения (0.1) тогда и толь-
ко тогда, когда Bxn−1 ∈ R(A).

Доказательство. В силу (2.2) имеем тождество

(A+ αB)−1αBx0 = α(A+ αB)−1(Ax1 + αBx1 − αBx1) =

= αx1 − α2(A+ αB)−1Bx1 = · · · = αx1 − α2x2 + · · · −
−(−1)nαn(A+ αB)−1Bxn−1,

в котором очевидно при α → 0 справа первые n − 2 слагаемых беско-
нечно малые. Используя теорему Банаха–Штейнгауза, убедимся, что и
последовательность

{
αn||(A+ αB)−1Bxn−1||

}
бесконечно малая. Дей-

ствительно, если Bxn−1 ∈ R(A), то существует xn для которого Axn =
Bxn−1. Но тогда

αn(A+ αB)−1Bxn−1 = αn(A+ αB)−1(A+ αB − αB)xn =

= αnxn − αn+1(A+ αB)1Bxn,

где αn+1||(A + αB)1Bxn|| ≤ αn+1c(α)||Bxn||, lim
α→0

αn+1c(α) = 0. Следо-

вательно, последовательность {||αn(A + αB)1Bxn−1||} бесконечно ма-
лая, а последовательность линейных операторов {αn(A + αB)1B} то-
чечно сходится к нулевому оператору на линейном многообразии L =
{x|Bx ∈ R(A)}. При этом последовательность норм {||αn(A+αB)1B||}
ограниченная. Так как I = {x |Bx ∈ R(A)}, то остается завершить
доказательство ссылкой на теорему Банаха – Штейнгауза.

Если параметр α в операторе B(α) — векторный, то справедлива

Теорема 4. Пусть выполнены оценки (1.3)–(1.4) и найдется нату-
ральное n ≥ 1, такое, что lim

α→0
c(|α|)d(|α|)i = ∞, i = 0, 1, . . . , n − 1,

lim
α→0

c(|α|)d(|α|)n <∞. Пусть в случае n ≥ 2 разрешимы уравнения

B(α)Axi = B(α)xi+1, i = 1, . . . , n− 1,

где x0 – решение точного уравнения (0.1). Тогда x0–суть B-нормальное
решение уравнения (0.1) тогда и только тогда, когда B(α)xn−1∈R(A).



92 Н. А. СИДОРОВ, Д. Н. СИДОРОВ, И. Р. МУФТАХОВ

Доказательство теоремы 4 с небольшими изменениями повторяет
доказательство теоремы 3.

В п. 3 метод возмущений проиллюстрируем на примере обоснования
одного регуляризованного алгоритма операции дифференцирования.

3. О регуляризации операции дифференцирования

Пусть функция y : I ⊂ R → R непрерывна и дифференцируема на
интервале I, a на интервале (a, b) ⊂ I производная y′(t) непрерывна.
Тогда y(t)− y(+a)− y′(+a)(t− a) = o(t− a) при t → +a. Пусть задана
ограниченная функция ỹ : [a, b] → R и числа c, d такие, что

sup
a<t<b

|f̃(t)− f(t)| = O(δ),

где f(t) = y(t) − y(+a) − y′(+a)(t − a), f̃ = ỹ(t) − c − d(t − a). В
приложениях обычно известны значения ỹ(ti) при ti = ih ∈ [a, b] та-
кие, что |y(ti) − ỹ(ti)| = O(δ). Требуется по этой информации найти с
ε-точностью значения ỹ′i(ti). С этой целью введем уравнения (α > 0):∫ t

a
x(s) ds = f(t), (3.1)

∫ t

a
x̃(s) ds = f̃(t), (3.2)

∫ t

a
xα(s) ds + αxα(t) = f(t), (3.3)

∫ t

a
x̃α(s) ds + αx̃α(t) = f̃(t). (3.4)

Таким образом, в соответствии с использованными ранее обозначения-
ми имеем A :=

∫ t
a [·] ds, R(A) =

{
f(t) ∈ C(1)

[0,T ], f(0) = 0
}
,

R(A) =
◦
C[0,T ], B(α) := αI, X = Y = C[a,b]. Обратный оператор (A +

αI)−1 ∈ L(C[a,b] → C[a,b]) строится в явном виде (A + αI)−1 = 1
α −

1
α2

∫ t
a e

− t−s
α [·] ds. По построению f(t) ∈ R(A) и точное уравнение (3.2)

имеет единственное решение x∗(t) = A−1f = y′(t) − y′(+a). Заметим,
что

||(A+ αI)−1||L(C[a,b]→C[a,b]) ≤
1

α

(
1 +

1

α
max
a≤t≤b

∫ t

a
e−

t−s
α ds

)
=

=
1

α
(2− e−

a−b
α ) <

2

α
.
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Поэтому условия согласования параметра регуляризации α с δ выпол-
нятся, если, например, положить α =

√
δ. Т.к. ||B(α)|| = α, c(α) =

2
α , N (A) = {0}, то на основании теоремы 2 непрерывная функция
x∗(t) = y′(t) − y′(+a) — суть B-нормальное решение тогда и только
тогда, когда x∗(t) ∈ R(A). В рассматриваемом случае R(A) = {f(t) ∈
C(1)
[a,b], f(a) = 0}. Учитывая, что линейное множество функций L0 =

{f(t) ∈ C(1)
[a,b]

, f(+a) = 0} плотно в множестве

L1 = {f(t) ∈ C[a,b], f(+a) = 0}, x∗(+a) = 0,

получим требуемое включение x∗(t) ∈ R(A). Таким образом, на основа-
нии основной теоремы и теоремы 2 формула

x̃α(t) =
ỹ(t)− c− d(t− a)

α
−

− 1

α2

∫ t

a
e−

t−s
α (ỹ(s)− c− d(s− a)) ds (3.5)

определяет регуляризирующий алгоритм вычисления производной
y′(t). Точнее, для ∀ε > 0 ∃δ0 = δ0(ε) > 0 такое, что если

sup
a<t<b

|ỹ(t)− c− d(t− a)− (y(t)− y(+a)− y′(+a)(t− a))| ≤ δ, δ ≤ δ0(ε),

то max
a≤t≤b

|x̃α(t)− (y′(t)− y′(+a))| ≤ ε. Если положить α =
√
δ, то

lim
δ→0

max
a≤t≤b

|x̃α(t)− (y′(t)− y′(+a))| = 0.

Таким образом, последовательность {x̃α} при δ → 0 равномерно сходит-
ся к y′(t)−y′(+a). Используя формулу (3.5) можно строить равномерно
регуляризирующий по t алгоритм вычисления производной y′(t) при
t ∈ [a, b].

В Таб. 1 и 2 приведены максимальные ошибки метода возмущений
на основе (3.5) применительно к задаче устойчивого дифференцирова-
ния функции y(t) = sin t и функции y(t) = t2, полученные при разном
уровне шума δ при разном выборе параметра регуляризации α.

Приведенные расчеты продемонстрировали равномерность по t ре-
гуляризации предложенного метода.

Заключение

Изложенная в п.п. 1, 2 методика регуляризации, основанная на клас-
сическом методе возмущений, допускает ряд обобщений. Вместо РУ
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δ α ε α ε

1e–002 1e–001 11970e–004 1e–002 73110e–005
1e–003 1e–001 10951e–005 1e–002 80100e–006
1e–004 1e–001 10010e–005 1e–002 17000e–006

Рис. 1. Таблица ошибок для f(t) = sin t.

δ α ε α ε

1e–002 1e–001 29701e–005 1e–002 73610e–005
1e–003 1e–001 20900e–005 1e–002 91001e–006
1e–004 1e–001 20001e–005 1e–002 27000e–006

Рис. 2. Таблица ошибок для y(t) = t2.

(Ã + B(α))x̃ = f̃ можно использовать более общее РУ (1.9), где L —
определенный линейный оператор. В частности, в задаче численного
дифференцирования, при условии f(0) = 0 можно в уравнении (1.9)
положить Lf̃ = f̃ ′(0), т. е. и вместо уравнения (3.4) решать уравнение∫ t
0 x̃α(s) ds + αx̃α(t) = f̃(t) + αf̃ ′(0). На практике, при решении РУ
требуется обосновывать сходимость конкретных приближенных схем.
Хорошо развитая в настоящее время общая теория абстрактных при-
ближенных схем в банаховых пространствах (см. [1; 8], гл. 7 в [21] и
приложения этой теории [23]) наметила единый подход к обоснованию
сходимости разностных и проекционных методов решения регуляри-
зованного операторного уравнения (1.2) при согласовании параметра
регуляризации α. Тем не менее задача получения проверяемых доста-
точных условий сходимости приближенных схем в конкретных задачах
требует учета специфики решаемой проблемы.
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N. A. Sidorov, D. N. Sidorov, I. R. Muftahov

Perturbation Theory and the Banach – Steinhaus Theorem for
Regularization of the Linear Equations of the First Kind

Abstract.
The regularizing equations with a vector parameter of regularization are constructed

for the linear equations with closed operator acting in Banach spaces. Range of the
operator can be an open, and the homogeneous equation may have a non-trivial solution.
It is assumed that only approximations of operator and source are known. The conditions
of solution uniqueness for the auxiliary regularized equation are derived. The convergence
of regularized solution to B-normal solution of the exact equation is proved. The bounds
estimates are derived for both deterministic and stochastic cases. The choice of the
stabilizing operator and vector regularization parameter are provided. The method is
applied to the problem of stable differentiation.

Keywords: Regularizing Equation, δ-approximation, Banach–Steinhaus Theorem,
Perturbation Theory, Inverse Problems, Regularization, Expectation, Perturbation The-
ory, Stable Differentiation.
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