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Аннотация. В статье доказано, что класс монотонных функций многозначной
логики, сохраняющих частично упорядоченное множество с одним минимальным
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Хорошо известно [9], что решетка замкнутых относительно операции
суперпозиции классов функций k-значной логики для любого k � 3 со-
держит континуальное число классов. В силу невозможности ее исчер-
пывающего описания представляется интересным изучение различных
подмножеств этой решетки.
Принципиальная возможность существования замкнутых классов

монотонных функций многозначной логики с бесконечной надструк-
турой (то есть множеством содержащих их классов) была доказана
В. Б. Ларионовым в статье [4]. Как было показано в работе того же
автора [3], минимальной логикой с такими классами функций является
четырехзначная логика P4. В [2] был получен критерий наличия бес-
конечной надструктуры классов монотонных функций, сохраняющих
частично упорядоченные множества с одним минимальным и двумя
максимальными, двумя минимальными и одним максимальным, двумя
минимальными и двумя максимальными элементами. В данной рабо-
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те продолжено изучение надструктуры некоторых из перечисленных
классов монотонных функций и показано, что она может содержать
бесконечное число классов, не являющихся предикатно-описуемыми.
Введем необходимые определения. Обозначим через Ek множество

{0, 1, . . . , k − 1}.
Определение 1. Функция f(x1, . . . , xn) называется функцией k-зна-
чной логики (k � 2), если она определена на En

k и все ее значения
принадлежат Ek.

Будем использовать следующие стандартные обозначения. Множе-
ство всех функций k-значной логики обозначим Pk. Для любого под-
множества A из Pk через [A] будем обозначать замыкание относитель-
но операции суперпозиции (для функций далее везде будет идти речь
именно об этом типе замыкания).
Пусть на Ek задано некоторое отношение частичного порядка r.

Возьмем два произвольных набора ã = (a1, . . . , an) и b̃ = (b1, . . . , bn) из
En

k . Будем говорить, что ã не превосходит b̃ относительно частичного
порядка r и записывать ã �r b̃, если для любого 1 � i � n справедливо
неравенство ai �r bi.

Определение 2. Функция f(x1, . . . , xn) называется монотонной от-
носительно частичного порядка r, если для любых двух наборов ã, b̃ ∈
En

k таких, что ã �r b̃, выполнено f(ã) �r f(b̃). Множество всех
функций из Pk, монотонных относительно r, называется классом мо-
нотонных функций Mr.

Для наглядности везде далее будем задавать частичный порядок
r частично упорядоченным множеством (ЧУМ) H из элементов Ek и
соответствующий класс обозначать MH .

Определение 3. Пусть p(x1, . . . , xm) – некоторый предикат, опре-
деленный на Em

k , f(y1, . . . , yn) – функция из Pk. Говорят, что функ-
ция f(y1, . . . , yn) сохраняет предикат p(x1, . . . , xm), если для любых n
наборов ãi = (ai1, . . . , aim), i ∈ {1, . . . , n}, удовлетворяющих предика-
ту p, набор

(
f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1m, . . . , anm)

)
также удовлетворя-

ет предикату p. По определению будем считать, что тождественно
ложный предикат сохраняет любая функция.

Будем обозначать через Pol(p) множество всех функций, сохраня-
ющих предикат p. Класс MH является замкнутым классом функций,
сохраняющих предикат R(x, y) = TRUE ⇐⇒ x �r y [8]. Везде далее в
выражении

”
монотонный класс задается предикатом R“ подразумева-

ется именно описанный предикат R(x, y).
Одним из семейств предполных классов функций k-значной логики

при k � 3 (везде далее рассматриваются только такие k) является неко-
торое подмножество всех классов монотонных функций [10]. Класс MH
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является предполным тогда и только тогда, когда ЧУМ H обладает в
точности одним максимальным и одним минимальным элементом [5].
На множестве предикатов вводятся следующие операции: отождеств-

ление переменных, конъюнкция и добавление квантора существования
по какой-либо переменной (проекция). Для произвольного множества
предикатов P через [P ] будем обозначать его замыкание относитель-
но указанных операций. Подробное определение этих операций можно
найти в [1] и [6].

Лемма 1 ([1]). Если p1 ∈ [p2], то Pol(p2) ⊆ Pol(p1).

Лемма 2 ([8]). Для произвольного предиката p из представления p =
p1&p2& · · ·&pt, где предикаты p1, . . . , pt не имеют общих переменных
и не являются тождественно ложными, следует

Pol p = Pol p1 ∩ Pol p2 ∩ . . . ∩ Pol pt.

Пусть предикат p задается формулой F над системой {R}, где R —
предикат, задающий класс монотонных функций. Везде далее рассмат-
риваются только формулы с вынесенными вперед кванторами суще-
ствования. Сопоставим F ориентированный граф GF по следующему
правилу: между множеством вершин GF и множеством переменных F
(учитываем и свободные, и связанные) существует взаимно однознач-
ное соответствие. Вершину, соответствующую переменной x, пометим
символом ”x”, если переменная x свободная, и ”∃x”, если связанная.
Данную вершину обозначим vx. В графе GF есть ориентированное реб-
ро (vx, vy) тогда и только тогда, когда в формуле F содержится запись
R(y, x).
Далее нам потребуются некоторые свойства предикатов, доказатель-

ства которых содержатся в [2]. Обозначим через F множество формул
над {R}, графы которых не имеют ориентированных циклов.
Лемма 3 ([2]). Пусть R — предикат, задающий класс монотонных
функций, p1, p2 ∈ [R], Pol p1 ⊆ Pol p2, предикат p2 реализуется над {R}
формулой из F . Тогда p2 ∈ [p1].

Лемма 4 ([2]). Пусть R — предикат, задающий класс монотонных
функций; P1, P2 ⊆ [R] — некоторые множества предикатов, такие
что PolP1 = PolP2. Тогда для любого предиката p ∈ P1, задаваемого
над системой {R} формулой из множества F , справедливо p ∈ [P2].

Определение 4. Предикат p(x1, . . . , xn), где n � 2, назовем невы-
рожденным, если существует набор ã ∈ En

k такой, что p(ã) = FALSE,
но для любого номера i ∈ {1, . . . , n} существует элемент bi ∈ Ek

такой, что p(a1, . . . , ai−1, bi, ai+1, . . . , an) = TRUE. Одноместный пре-
дикат невырожден тогда и только тогда, когда он отличен от тож-
дественно истинного и ложного предикатов. В противном случае на-
зовем предикат вырожденным.
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Рис. 1. Частично упорядоченное множество H5.

Лемма 5 ([2]). Любой класс A = Pol p, где p ∈ [R], A �= PolR, A �=
Pk, представим конечным пересечением A =

⋂
i Pol pi, где все pi —

невырожденные предикаты.

Лемма 6 ([2]). Пусть ЧУМ H имеет единственный минимальный
элемент, R — предикат, задающий класс монотонных функций MH .
Пусть p1(x1, . . . , xn1), . . . , pl(x1, . . . , xnl

) ∈ [R] — невырожденные преди-
каты местностей соответственно n1, . . . , nl, задаваемые формулами
из F , n = max(n1, . . . , nl), Pol pi �= PolR. Тогда любой невырожденный
предикат p′ из множества [p1, . . . , pl] имеет местность r � n.

Пусть H5 — ЧУМ из пяти элементов, изображенное на рисунке 1.

Теорема 1 ([4, 2]). В P5 в решетке замкнутых классов над классом
монотонных функцийMH5 находится бесконечная цепочка замкнутых
классов.

H5 является минимальным ЧУМ, имеющим один минимальный и
два максимальных элемента, таким, что надструктура класса MH5 бес-
конечна. Далее мы покажем, что в этом самом простом случае над-
структура MH5 весьма сложна.

Определение 5. Замкнутый класс A называется предикатно-опи-
суемым, если существует предикат p такой, что справедливо пред-
ставление A = Pol p.

Если класс A не является предикатно-описуемым, это свидетельству-
ет о сложности его надструктуры [7]: либо существует бесконечная це-
почка классов, содержащих A, с пределом, равным A, либо бесконечное
число минимальных надклассов A.

Теорема 2. В P5 в решетке замкнутых классов над классом моно-
тонных функций MH5 находится бесконечное число классов, не явля-
ющихся предикатно-описуемыми.
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Рис. 2. Граф формулы Fl, задающей предикат pl.

Доказательство. Пусть R5 — предикат, задающий класс монотонных
функций MH5 . Определим (2l+2)-местный предикат pl (l � 1), задава-
емый формулой над {R5}, граф которой изображен на рисунке 2. Для
упрощения каждый элемент графа помечен символом соответствующей
переменной, опущены кванторы существования и стрелки (предполага-
ется, что идут сверху вниз). Все переменные xi (находящиеся на нижнем
уровне) являются свободными, а yi — связанными. Указанную форму-
лу обозначим через Fl, а соответствующий граф — GFl

. Отметим, что
именно классы Pol pl образуют бесконечную цепочку из теоремы 1.
Рассмотрим произвольный набор ã ∈ E2h+2

5 , где h � 1. Разрежем
его на h+2 куска: первая компонента {a1}, h кусков {a2(s+1), a1+2(s+1)}
размера 2, где s ∈ {0, . . . , h− 1}, последняя компонента {a2h+2}. Соста-
вим множество Th из таких наборов ã, для которых выполнено хотя бы
одно из следующих условий:

1) в одном куске набора ã содержатся оба элемента 0 и 3;

2) два соседних куска набора ã содержат оба элемента 0 и 3;

3) между двумя кусками набора ã, один из которых содержит элемент
0, а другой — элемент 3, находятся только куски, в каждом из
которых содержатся оба элемента 1 и 2, то есть все такие куски
имеют вид {1, 2} или {2, 1}.

Лемма 7 ([2]). Для произвольного набора b̃ ∈ E2h+2
5 , h � 1, выполнено

ph(b̃) = TRUE тогда и только тогда, когда b̃ /∈ Th.

Для предиката pl обозначим через X1 множество переменных x2,
x4, . . ., x2l, а через X2 — множество переменных x3, x5, . . . , x2l+1 (то
есть из каждой пары переменных {x2, x3}, . . . , {x2l, x2l+1} мы поместили
одну переменную в множество X1, а другую — в множество X2). Обо-
значим через Peq множество предикатов, которые можно получить из
pl произвольными независимыми отождествлениями (возможно, пусты-
ми) переменных внутри множеств X1 и X2. Для произвольного p ∈ Peq
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пусть Xi(p), i = 1, 2, — множество переменных предиката p, которые
получились в результате описанного отождествления из переменных
множества Xi предиката pl. Через si(p) обозначим мощность множества
Xi(p).

Лемма 8. Любой предикат p ∈ Peq является невырожденным.

Доказательство. Предикат p получен из некоторого pl отождествлени-
ем переменных внутри множеств X1 и X2. Отметим, что сам предикат
pl является невырожденным, поскольку с учетом леммы 7 достаточно
в определении 4 рассмотреть набор ã = (0, 1, 2, 1, 2, . . . , 1, 2, 3). Получим
из ã новый набор b̃, отождествив компоненты с номерами, соответству-
ющими номерам отождествляемых переменных при получении преди-
ката p. Это всегда можно сделать, поскольку на ã все переменные из
множества Xi, i = 1, 2, приняли равные значения. Применением опре-
деления 4 к предикату p и набору b̃ получаем, что p — невырожденный
предикат.

Рассмотрим множества предикатов

Pm = {p ∈ Peq : min(s1(p), s2(p)) � m},

где m � 1. Обозначим через Cm классы функций PolPm.

Лемма 9. Все замкнутые классы функций Cm, m � 1, не являются
предикатно-описуемыми.

Доказательство. Предположим, что некоторый класс Cm предикатно-
описуем, и Cm = Pol p для некоторого предиката p. По лемме 5 класс
Cm представим конечным пересечением классов Pol ti, i ∈ {1, . . . , s}, где
предикаты ti являются невырожденными. Обозначим через t предикат,
равный t1& . . .&ts, где конъюнкции осуществляются без отождествле-
ния переменных. По лемме 2 получаем Cm = Pol t.
С другой стороны, Cm = PolPm. Возьмем произвольный предикат

p′ ∈ Pm. Справедливо Cm ⊆ Pol p′, то есть Pol t ⊆ Pol p′. Заметим,
что Fl ∈ F . По лемме 3 выполняется p′ ∈ [t]. Поскольку предикат t
выражается конъюнкцией над системой {t1, . . . , ts}, то p′ ∈ [{t1, . . . , ts}].
Обозначим через N максимальную местность невырожденных преди-
катов t1, . . . , ts. Согласно лемме 6 мы не можем реализовать невырож-
денный предикат p′ местности больше, чем N , формулой над {t}. Но
поскольку местность невырожденных предикатов p′ ∈ Pm (см. лемму
8) не ограничена сверху, получаем противоречие.

Лемма 10. Все классы Cm различны.
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Доказательство. Предположим, что Cm1 = Cm2 для некоторых m1 >
m2 � 1. Напомним, что Cm1 = PolPm1 , Cm2 = PolPm2 . По определению
множества предикатов Pm справедливо Pm1 , Pm2 ⊆ [R5]. Поскольку для
произвольного pm1 ∈ Pm1 выполняется Fpm1

∈ F , то по лемме 4 по-
лучаем, что pm1 ∈ [Pm2 ]. Поскольку формула, реализующая предикат
pm1 над Pm2 , не может быть бесконечной, то существуют предикаты
t1, . . . , tm ∈ Pm2 такие, что pm1 ∈ [{t1, . . . , tm}] = Q.
Рассмотрим формулу, реализующую pm1 над Q:

pm1(x̃) = ∃y1, . . . , ys P1& . . .&Pr, (0.1)

где Pi, i = 1, . . . , r, — некоторый предикат из множества Q. Каждый
Pi зависит от переменных x1, . . . , x2m1+2, y1, . . . , ys. В работе [2] было
показано, что в случае, когда H имеет единственный минимальный
элемент, формулу вида (0.1) можно преобразовать так, чтобы каждая
связанная переменная yi встречалась только в одном сомножителе Pj .
То есть

pm1(x̃) = P ′
1& . . .&P ′

r,

где P ′
j получен из Pj , j = 1, . . . , r, некоторой проекцией. В этой формуле

для каждого j в P ′
j были внесены связанные переменные из множества

{y1, . . . , ys}, от которых зависит Pj .
Рассмотрим набор ã = (0, 1, 2, 1, 2, . . . , 1, 2, 3) ∈ E2m1+2

5 . По лемме
7 справедливо pm1(ã) = FALSE, поэтому среди предикатов P ′

1, . . . , P
′
r

найдется предикат, ложный на ã. Пусть это P ′
i (переобозначим его для

удобства через p). Предикат p получен некоторыми проекциями и отож-
дествлениями переменных из предиката tq ∈ Pm2 , который, в свою
очередь, получен из некоторого pl отождествлением переменных внутри
множеств X1 и X2, при этом min(s1(tq), s2(tq)) � m2. Таким образом, p
получен из pl некоторыми отождествлениями и проекциями. Для произ-
вольной переменной xi предиката pm1 обозначим через U(xi) множество
переменных предиката pl, которые при получении p были отождеств-
лены в xi (оба предиката pm1 и p зависят от набора переменных x̃).

Обозначим U =
2m1+2⋃
i=1

U(xi). По переменным предиката pl, которые не

попали в U , была взята проекция.
Поскольку при рассмотрении набора ã получаем, что предикат pm1

невырожден, то любая проекция pm1 по одной переменной истинна на
соответствующем наборе ã′ (набор ã без той компоненты, по которой
берется проекция). Те же самые рассуждения справедливы и для p,
откуда следует, что предикат p также невырожден. Следовательно, все
переменные p существенны, и все множества U(xi) непустые.
Для произвольного набора c̃ ∈ E2m1+2

5 обозначим через Φ(c̃) множе-
ство тех наборов из E2l+2

5 , у которых все компоненты из U(xi) равны
ci, а остальные принимают произвольные значения.
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Рассмотрим множество Φ(ã). По построению для любого d̃ ∈ Φ(ã)
справедливо pl(d̃) = FALSE. Все такие наборы d̃ имеют общую компо-
ненту из номеров, соответствующих множеству U , и предикат p ло-
жен на таких наборах независимо от того, какие значения приняли
переменные, не принадлежащие множеству U . По лемме 7 получаем,
что указанная общая компонента имеет вид C = [0, 1, 2, 1, 2, . . . , 1, 2, 3].
Итак, в указанном куске C все переменные принадлежат множеству U .
Пусть найдется переменная xi такая, что ни один элемент множества
U(xi) не входит в кусок U . Но тогда проекция предиката p по перемен-
ной xi, а значит и pm1 , ложна на наборе (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , a2m1+2).
Получаем противоречие. Итак, в куске C содержится по крайней мере
по одному элементу из каждого U(xi). Отметим также, что первая (по-
следняя) переменная куска C принадлежит множеству U(x1) (соответ-
ственно U(x2m1+2)), поскольку в наборе ã только x1 (x2m1+2) принимает
значение 0 (соответственно 3).
Рассмотрим (2m1 + 2)-компонентный набор b̃i = (0, 0, 0, . . . , 0, 1, 1, 3,

3, . . . , 3), где (1, 1) стоит в i-м куске (то есть 2i и (2i+ 1)-я компоненты
набора b̃i равны 1). По лемме 7 справедливо pm1(b̃

i) = TRUE, откуда
p(b̃i) = TRUE. Следовательно, должен существовать набор c̃i ∈ Φ(b̃i)
такой, что pl(c̃i) = TRUE. Рассмотрим кусок C на наборе c̃i. Первая
и последняя его компоненты опять будут равны 0 и 3 соответствен-
но. По лемме 7 между ними должна встретиться пара (1, 1), то есть
C = [0, . . . , 1, 1, . . . , 3]. Это означает, что переменные из указанной пары
входят в множество U(x2i)

⋃
U(x2i+1). Но в одно множество эти пере-

менные входить не могут, поскольку на наборах Φ(ã) они принимали
разные значения.
Итак, получаем, что для любой пары компонент (x2i, x2i+1) из x̃ ∈

E2m1+2
5 для pm1 должны найтись такие элементы в множествах U(x2i),

U(x2i+1), которые попадут в одну пару в наборе ỹ ∈ E2l+2
5 для pl.

Таким образом, каждая пара из x̃ ∈ E2m1+2
5 для pm1 требует одной

переменной из X1(tq) и одной из X2(tq), то есть число пар не может
быть больше, чем min(s1(tq), s2(tq)) � m2. Но нам требуется m1 >
m2 пар. Полученное противоречие показывает, что классы Cm1 и Cm2

различны.

Итак, мы построили требуемое множество классов Cm, где m � 1.
Теорема доказана.

Таким образом, доказанная теорема говорит о том, что надструктура
классаMH5 является весьма сложной. Это делает очень трудной задачу
ее полного описания и невозможным ее изображение в виде ЧУМ.
В работе [2] доказан критерий наличия бесконечной надструктуры

у классов монотонных функций, сохраняющих ЧУМ T с единственным
минимальным и двумя максимальными элементами: по сути, это нали-
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чие в T подмножества H5. Теорема 2 остается справедливой для всех
таких классов MT с бесконечной надструктурой, при этом ее доказа-
тельство не меняется. С учетом изученных в [2] конечных надструктур
классов MT , получаем следующий основной результат:

Теорема 3. Если ЧУМ T имеет один минимальный элемент и два
максимальных, то либо класс MT является предпредполным, либо су-
ществует бесконечное число различных классов, не являющихся пре-
дикатно-описуемыми и содержащих MT .

Поскольку класс монотонных функций не меняется при инвертиро-
вании порождающего его ЧУМ [5], то все доказанные результаты спра-
ведливы и для случая, когда ЧУМ имеет два минимальных элемента и
единственный максимальный.
Отметим, что открытым остается вопрос о мощности бесконечной

надструктуры классов MT для описанных видов ЧУМ T .
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Abstract. We consider closed classes of monotone functions in multivalued logic with
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