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А н н о т а ц и я . В работе с использованием метода л и н е й н ы х и н в а р и а н т н ы х п о д -
пространств строятся явные точные решения одномерного уравнения нелинейной 
д и ф ф у з и и . 
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1. В в е д е н и е 

Ранее , в работах [1, 2] а в т о р а м и б ы л и построены семейства н о в ы х 
т о ч н ы х решений одномерного по пространственной переменной у р а в 
нения нелинейной д и ф ф у з и и . М е т о д и к а построения решений основы¬
в а л а с ь на использовании у р а в н е н и я Л и у в и л л я (уравнения неразрывно¬
сти) . В д а н н о й с т а т ь е т е х н и к а построения т о ч н ы х решений у р а в н е н и я 
нелинейной д и ф ф у з и и основывается на методе л и н е й н ы х инвариант¬
н ы х подпространств [3-6, 25]. У к а з а н н ы й метод п о з в о л я е т о т ы с к и в а т ь 
р е ш е н и я э в о л ю ц и о н н ы х у р а в н е н и й в виде обобщенного р а з д е л е н и я пе¬
р е м е н н ы х [7, 8]. А н а л о г о м метода и н в а р и а н т н ы х п о д п р о с т р а н с т в яв¬
л я е т с я метод к о н е ч н ы х с у м м и его ч а с т н ы й с л у ч а й — метод конеч¬
н о м е р н ы х колец р а з в и т ы й в работах [9-13], с использованием которо¬
го н а й д е н ы т о ч н ы е р е ш е н и я у р а в н е н и я нелинейной д и ф ф у з и и в виде 
многочленов по п р о с т р а н с т в е н н ы м п е р е м е н н ы м . 
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2. Т о ч н ы е р е ш е н и я у р а в н е н и я н е л и н е й н о й д и ф ф у з и и б е з 
и с т о ч н и к а ( с т о к а ) 

В этом р а з д е л е п р е д с т а в л е н ы р е з у л ь т а т ы по построению т о ч н ы х ре
шений одномерного у р а в н е н и я нелинейной д и ф ф у з и и со степенной 
нелинейностью без и с т о ч н и к а (стока) 

ut = (ux u^j . (1.1) 

З д е с ь u = u(x, t) — в е щ е с т в е н н а я с к а л я р н а я ф у н к ц и я д в у х п е р е м е н н ы х 
x, t е М 1 , Л е R , Л = 0 — п а р а м е т р у р а в н е н и я . 

П р е ж д е чем перейти к и з л о ж е н и ю основных результатов , н а п о м н и м 
идею метода л и н е й н ы х и н в а р и а н т н ы х п о д п р о с т р а н с т в [5, 6]. Рассмот¬
р и м нелинейное эволюционное у р а в н е н и е 

ut = F [u], (1.2) 

где F[u] = F (x,u,ux,...,Dnu) — нелинейный д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й опе
р а т о р n -го порядка , Dx = д/dx. П у с т ь о п е р а т о р F определен на неко
т о р о м (бесконечномерном) линейном ф у н к ц и о н а л ь н о м п р о с т р а н с т в е W 
и п у с т ь fi(x), fk(x) — линейно н е з а в и с и м ы е ф у н к ц и и из этого про
с т р а н с т в а . И х л и н е й н а я оболочка 

Wk = C{fi(x),...,fk(x)] = \Yj dfi(x) | Сг е М 1 

я в л я е т с я к - м е р н ы м л и н е й н ы м п о д п р о с т р а н с т в о м в W. 

О п р е д е л е н и е 1. Линейное подпространство Wk инвариантно отно
сительно F (F допускается Wk), если F[Wk] С Wk,т.е. существуют 
функции {Ф i} такие, что 

- k "I k 
F ^Cifi(x) = 5 > i ( C i , . . . , C k ) f i ( x ) ( 1 . 3 ) 

J=1 1 i=1 

для любых постоянных C1,...,Ck. 

Л е м м а 1. [6] Если линейное подпространство Wk инвариантно отно
сительно оператора F, то уравнение (1.2) обладает решениями вида 

k 
u(x,t) = Y ai(t)fi(x), (1.4) 

i=1 

где коэффициенты {ai(t)} удовлетворяют динамической системе 

ai(t) = 4>i ((n(t) ,...,ak (t)) ,i = 1,...,k. 
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З д е с ь и д а л е е ш т р и х о з н а ч а е т п р о и з в о д н у ю по переменной t. У р а в н е 
ние (1.2) я в л я ю щ е е с я бесконечномерной д и н а м и ч е с к о й системой после 
с у ж е н и я на конечномерное и н в а р и а н т н о е п о д п р о с т р а н с т в о Wk превра 
щ а е т с я в k - м е р н у ю д и н а м и ч е с к у ю систему. 

П р е о б р а з у е м исследуемое у р а в н е н и е (1.1) ф у н к ц и о н а л ь н о й заменой 

u(x,t) = [v(x,t)]1/x (1.5) 

к э к в и в а л е н т н о м у виду 

vt = F [v], (1.6) 

где д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й о п е р а т о р 

F[v] = vvxx + -\-v2

x (1.7) 

я в л я е т с я к в а д р а т и ч н ы м . О т м е т и м , ч т о р а з л и ч н ы е семейства т о ч н ы х 
решений н е л и н е й н ы х э в о л ю ц и о н н ы х уравнений , с в о д я щ и х с я к уравне¬
н и я м с к в а д р а т и ч н ы м и нелинейностями п о л у ч е н ы в работах [7]. 

Т о ч н ы е р е ш е н и я одномерного у р а в н е н и я нелинейной д и ф ф у з и и (1.6) 
будем с т р о и т ь в виде к о н е ч н ы х п о л и н о м и а л ь н ы х с у м м 

k 

v(x,t) = Y ai(t)xi,k > 3, (1.8) 
i=0 

где ai (t) G С 1 (M+) , (г = 0, n) - ф у н к ц и и п о д л е ж а щ и е определе¬
нию, R+ = (0, оо). В о з м о ж н о с т ь построения т а к и х решений с в я з а н а с 
существованием с о о т в е т с т в у ю щ и х k - м е р н ы х л и н е й н ы х подпространств 
Wk = £{хт1,...,хтк}, (к G N, к > 2, m , G М, г = Т/к, тк ф 0, 1, 2), 
и н в а р и а н т н ы х относительно д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о о п е р а т о р а (1.7). П р и 
этом м ы не р а с с м а т р и в а е м с л у ч а и k = 1, 2, т а к к а к они п р и в о д я т к 
и з в е с т н ы м [14-16] а в т о м о д е л ь н ы м р е ш е н и я м у р а в н е н и я (1.1). 

Р а с с м о т р и м н е к о т о р ы е интересные ч а с т н ы е с л у ч а и . П у с т ь k = 3 . В 
этом с л у ч а е имеет место 

У т в е р ж д е н и е 1. Линейное подпространство W4 = L{1,x, x2,x3} 
инвариантно относительно дифференциального оператора (1.7), тогда 
и только тогда, когда X = —3/2. 

Доказательство. Необходимость . П о к а ж е м , ч т о если п о д п р о с т р а н с т в о 
W4 = L{1,x,x2,x3} и н в а р и а н т н о относительно о п е р а т о р а (1.7), то 
X = —3/2. П у с т ь п о д п р о с т р а н с т в о W4 я в л я е т с я и н в а р и а н т н ы м , т о г д а 
по о п р е д е л е н и ю 1 д о л ж н о в ы п о л н я т ь с я соотношение 

= Фо + * i x + * 2 x 2 + * s x 3 , (1.9) 
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д л я л ю б ы х п о с т о я н н ы х C'i (г = 0, 3), Сз ф 0. Р а с п и с ы в а я л е в у ю ч а с т ь 
р а в е н с т в а (1.9) д л я о п е р а т о р а (1.7) п о л у ч и м 

2 С 0 С 2 + jCf + 6 С 0 С 3 + U + | ) С\С21 х+ 

c'3x4. 

72 + 6 С 0 С 3 + ( 2 + ^ ) слРг 

+ ^2 + ^ С 2 + ( б + ^ С\С3 x4(^8 + ^jC2C3x3+(6 + ^j 

Т а к и м образом , д л я в ы п о л н е н и я с оотношения (1.9) необходимо потре¬
бовать , ч т о б ы слагаемое с о д е р ж а щ е е ч е т в е р т у ю степень переменой x 
т о ж д е с т в е н н о р а в н я л о с ь нулю. Э т о в о з м о ж н о т о л ь к о при X = —3/2, 
поскольку c3 = 0 . 

Д о с т а т о ч н о с т ь . П у с т ь Л = —3/2, в этом с л у ч а е д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й 
о п е р а т о р (1.7) имеет вид 

F[v] = vvxx - 2-v2

x. (1.10) 

П о к а ж е м , что с у щ е с т в у ю т ф у н к ц и и Ф^ ( С о , . . . , Сз) (г = 0, 3) такие , что 

" 3 1 3 

F Y;Ci xi = £ > i (Со,-..,Сз) xi. 
_i=0 J i=0 

Подействуем о п е р а т о р о м (1.10) на полином т р е т ь е й степени V3 (x) = 
Со + С\Х + С2х2

 + С 3 Ж 3 с п р о и з в о л ь н ы м и п о с т о я н н ы м и Сг (г = 0, 3), 
c 3 = 0 . После в ы ч и с л е н и я необходимых ч а с т н ы х п р о и з в о д н ы х и при¬
ведения подобных с л а г а е м ы х п о л у ч и м 

F [V3 (x)] = Фо + Ф ^ + Ф2X 2 + Ф з x 3 , 

где введены обозначения 

Фо = 2 С 0 С 2 - ^ С 2 , Ф ! = 6 С 0 С 3 - \ciC2, 

Ф 2 = 2 d C 3 - ^ С 2

2 , Ф 3 = 0. (1.11) 

С л е д о в а т е л ь н о , в силу о п р е д е л е н и я 1 линейное п о д п р о с т р а н с т в о W4 = 
L{1,x,x2,x3} и н в а р и а н т н о относительно д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о опера
т о р а (1.10). У т в е р ж д е н и е д о к а з а н о . • 

М ы п о к а з а л и , ч т о п о д п р о с т р а н с т в о W4 = L{1,x, x2,x3} инвариант¬
но относительно д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о о п е р а т о р а (1.10). С л е д о в а т е л ь н о , 
в силу л е м м ы 1 уравнение (1.1) с п о к а з а т е л е м степени X = — 3/2 об¬
л а д а е т р е ш е н и я м и вида (1.8). П р и ч е м к о э ф ф и ц и е н т ы сц(£), (г = 0, 3) 
у д о в л е т в о р я ю т системе О Д У 

a'S) = Фг(ао(*), • • •, а 3 ( * ) ) , г = 0, 3, 
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где ф у н к ц и и Фг (Со, С\, С2, Сз) о п р е д е л я ю т с я с о о т н о ш е н и я м и (1.11), 
п р и ч е м ai(t)=Ci(t) (i = 0, 3). Тем с а м ы м , с п р а в е д л и в о 

У т в е р ж д е н и е 2. Уравнение нелинейной диффузии 

ut = {vr3/2u^jx , (1.12) 

обладает точным решением вида 

u(x,t)= [a0(t)+ ai(t)x + a2(t)x2 + a3x3] 2 / 3 , (1.13) 

где а з ф 0 — произвольная постоянная, а функции (ii(t), (i = 0, 2) 
удовлетворяют системе ОДУ 

2 2 2 
а 0 = 2 а о й 2 — - а 1 , а 1 = баоаз — -aia2, а2 = 2а\а3 — - а 2 . (1-14) 

3 3 3 

П р и м е р 1. С и с т е м а О Д У (1-14) н е с л о ж н ы м и п р е о б р а з о в а н и я м и сво
д и т с я к одному нелинейному О Д У третьего п о р я д к а на ф у н к ц и ю a2(t) 

a2" + 4a 2

2 = 0. 

С д е л а в з а м е н у a'2(t)= y(t), понизим п о р я д о к у р а в н е н и я и п о л у ч и м О Д У 
у" _|_ 4 у 2

 = о, и н т е г р и р у я которое , имеем y(t) = — \<р (t + C i , 0, С 2 ) , где 
р (t + C\, 0 , C 2 ) — э л л и п т и ч е с к а я ф у н к ц и я В е й е р ш т р а с с а с и н в а р и а н 
т а м и $2 = 0, $ з = C2 , C i , C2 — п р о и з в о л ь н ы е постоянные . О т с ю д а 
находим 

a2{t) = -^z{t), ai(t) = ^ {z2{t) - z'{t)) , 

ao(t) = т Л {Ht)z'(t) - z"{t) - z3{t)) , (1.15) 

где z(t) = j р (t + Ci, 0,C2) dt — н о р м а л ь н ы й э л л и п т и ч е с к и й и н т е г р а л 

второго рода [17]. О к о н ч а т е л ь н о имеем, что у р а в н е н и е нелинейной д и ф 
ф у з и и (1.12) о б л а д а е т т о ч н ы м решением в и д а (1.13) с ф у н к ц и я м и ai(t) 
(i = 0, 2) о п р е д е л я е м ы м и по ф о р м у л а м (1.15). 

П у с т ь k = 4. В ы я с н и м : будет ли и н в а р и а н т н ы м п о д п р о с т р а н с т в о 
W5 = L{1,x, x 2 , x 3 , x 4 } о тносительно о п е р а т о р а (1.7)? Е с л и да , то при 
к а к и х з н а ч е н и я х Л? 

У т в е р ж д е н и е 3. Линейное подпространство W5 = 
x4} инвариантно относительно дифференциального оператора (1.7), 
тогда и только тогда, когда Л = —4/3. 
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Доказательство. Необходимость . П о к а ж е м , ч т о если п о д п р о с т р а н с т в о 
W 5 = L { 1 , x, x 2 , x3, x4} и н в а р и а н т н о относительно о п е р а т о р а (1.7), то 
Л = —4/3. И т а к , пусть подпространство W5 я в л я е т с я и н в а р и а н т н ы м , 
т о г д а по о п р е д е л е н и ю 1 д о л ж н о в ы п о л н я т ь с я соотношение 

" 4 

F J2Ci xi = Ф 0 + * i x + * 2 x 2 + * 3 x 3 + * 4 x 4 , (1.16) 
_i=0 

д л я л ю б ы х п о с т о я н н ы х Ci (г = 0, 4), С 4 ф 0. Р а с п и с ы в а я л е в у ю ч а с т ь 
р а в е н с т в а (1.16) д л я о п е р а т о р а (1.7) п о л у ч и м 

2 С 0 С 2 + -\с\ + 6 С 0 С 3 + ( 2 + ^ ) с^°2 х + 

+ ( 2 + ^ ) с | + ( 6 +1) C l ° 3 + 1 2 С°С* х2+ 
+ (8 + у ) С 2 С з + ^12 + ^ С1С4 ж 3 + 

+ [ ( б + ^ С 2 + ( 1 4 + ^ ) с 2 С 4 ] ж 4 + 

+ ( l 8 + ^ ) С 3 С 4 ж 5 + ( l 2 + ^ ) C 4 V . 

Д л я с п р а в е д л и в о с т и с о о т н о ш е н и я (1.16) необходимо потребовать , что 
бы с л а г а е м ы е с о д е р ж а щ и е ч е т в е р т у ю и п я т у ю степень переменой x 
т о ж д е с т в е н н о р а в н я л и с ь нулю. Э т о в ы п о л н и м о т о л ь к о при Л = —4/3, 
поскольку C4 = 0. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . П у с т ь Л = —4/3, в этом с л у ч а е д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й 
о п е р а т о р (1.7) имеет вид 

F[v] = v v x x - -Av2

x, (1.17) 

П о к а ж е м , что с у щ е с т в у ю т ф у н к ц и и ( С о , . . . , С 4 ) (г = 0, 4) такие , что 

" 4 1 4 

F Y;Ci xi = £ > i (Co,...,C4) xi. 
i=0 i=0 

Подействуем о п е р а т о р о м (1.17) на полином четвертой степени i>4(x) = 
Со + С\Х + С 2 ж 2 + С3Ж 3 + С 4 ж 4 с п р о и з в о л ь н ы м и п о с т о я н н ы м и Ci (г = 
0, 4), C4 = 0. После в ы ч и с л е н и я необходимых ч а с т н ы х п р о и з в о д н ы х и 
п р и в е д е н и я подобных с л а г а е м ы х п о л у ч и м 

F [v 4(x)] = Ф 0 + * 1 x + * 2 x 2 + * 3 x 3 + * 4 x 4 , 



ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ 75 

где введены обозначения 

Фо = 2 С 0 С 2 - -ACl Ф ! = 6 С 0 С з - dC2, Ч>2 = 12С0С4 + ^С1С3-С2, 

Фз = 6С\С\ - С2С3, Ф 4 = 2 С 2 С 4 - -ACl 

С л е д о в а т е л ь н о , в силу о п р е д е л е н и я 1 линейное п о д п р о с т р а н с т в о W5 = 
L{1,x,x2,x3,x4} и н в а р и а н т н о относительно д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о опе
р а т о р а (1.17). Ч т о и требовалось д о к а з а т ь . • 

С л е д с т в и е м у т в е р ж д е н и я 3 и л е м м ы 1 я в л я е т с я 

У т в е р ж д е н и е 4. Уравнение нелинейной диффузии 

ut = (u~4/3u^j , (1.18) 

обладает точным решением вида 

u(x, t) = [a0(t) + a1(t)x + a2(t)x2 + a3(t)x3 + a4(t)x4] 3 / 4 , (1.19) 

где функции ai(t), (i = 0, 4) удовлетворяют системе ОДУ 

3 2 3 2 

a0 = 2a$a2 — - а ь % = баоаз — a i a 2 , a 2 = 12aoa 4 + -сцаз — a 2 , 

3 

a'3 = 6 a i a 4 — а 2 а з , a'A = 2 a 2 a 4 — - a 2 . (1-20) 

З а м е ч а н и е 1. О д н о м е р н о е у р а в н е н и е нелинейной д и ф ф у з и и (1.18) 
я в л я е т с я особенным с т о ч к и з р е н и я групповой к л а с с и ф и к а ц и и [18, 19]. 

Р а с с м о т р и м н е к о т о р ы е ч а с т н ы е с л у ч а и , при к о т о р ы х система О Д У 
(1.20) и н т е г р и р у е т с я в к в а д р а т у р а х . Т а к если a 0 ( t ) = a 1 ( t ) = a2(t) = 0, 
то п о л у ч и м известное [20] и н в а р и а н т н о е решение 

Г 4 4 1 " 3 / 4 

u(x,t)= - - С г х 3 - - {C2 + C2t)x4 , Съ 

3 3 
\ {C2 + Cit)x'l\ , С\, С2 е R , 

у р а в н е н и я (1.18). 

П р и a0(t)=a1 (t) = 0 находим с л е д у ю щ е е точное автомодельное 
решение 

и(х t) \4CW + C2x3) _ / 4 _ _ C f _ \ Л " 3 / 4 

U ^ t ] - [ 3T(t) U w ClT{t))X 

здесь T(t) = 4 C 1 1 — 3, C1 = 0 , C 2 , C3 — п р о и з в о л ь н ы е постоянные . 
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П р и м е р 2 . У р а в н е н и е (1.18) о б л а д а е т т о ч н ы м д в у х п а р а м е т р и ч е с к и м 
решением 

u(x,t) = 

где введены с л е д у ю щ и е обозначения 

Г 4 4 2 4 Л " 3 / 4 

- - C i A ( i ) - - Б ( ^ 2 - -A{ t ) x A 

l6^/C1~[l-^Д-(l + ^Д)cn(C2t,v)}, 

т ) = C23V3sn(C2t,u)dn(C2t,u)  

4 [cn(C 2 t , v) - 1] [1 - у/г - (1 + y/S) c n ( C 2 t , г/)] ' 

З д е с ь cn(C2t,v), sn (C 2 t , v) и d n ( C 2 1 , v) — соответственно э л л и п т и ч е 
ский косинус, э л л и п т и ч е с к и й синус и д е л ь т а а м п л и т у д ы Якоби ; v = 

— модуль эллиптической ф у н к ц и и [21], а C i > 0, C 2 — 
п р о и з в о л ь н ы е постоянные . 

Н е с л о ж н ы й а н а л и з показывает , что при k = 5 условие Л = —5/4 я в 
л я е т с я т о л ь к о необходимым д л я и н в а р и а н т н о с т и п о д п р о с т р а н с т в а W5 = 
£{l,x,x2,x3,x4,x5}. П р и этом, ф у н к ц и я 

u(x,t) = [a0(t) + a1 (t)x + a2(t)x2 + a3(t)x3 + a4(t)x4 + a5(t)x5] 4 / 5 , 

будет решением у р а в н е н и я (1.1) с Л = — 5/4 т о л ь к о в том случае , если 
ф у н к ц и и (ii(t), (i = 0, 5) у д о в л е т в о р я ю т системе О Д У 

/ 4 2 . 6 
a 0 = 2aoa 2 — - a b a i = баоаз — - a i a 2 , 

5 5 

/ 6 6 2 , 28 8 . 
a 2 = 12aoa4 + -a\a3 — - a 2 , a 3 = 20aoas + —a\a4 — -a2a3, (1-21) 

5 5 5 5 
/ 6 6 2 , 6 

a 4 = 12aia5 + -a2a4 — - a 3 , a 5 = 6a 2 as — -a3a4, 5 5 5 
стесненной д о п о л н и т е л ь н ы м а л г е б р а и ч е с к и м соотношением 

a 3 a 5 - \a\ = 0. (1.22) 
5 

Т а к и м образом , д л я н а х о ж д е н и я ф у н к ц и й aj(i) , (г = 0, 5) м ы п о л у ч и л и 
переопределенную систему д и ф ф е р е н ц и а л ь н о - а л г е б р а и ч е с к и х уравне¬
ний (1.21)—(1.22). Известно [22], ч т о в общем с л у ч а е переопределенные 
с и с т е м ы у р а в н е н и й не всегда р а з р е ш и м ы . О д н а к о в н е к о т о р ы х с л у ч а я х 
т а к и е с и с т е м ы д о п у с к а ю т ч а с т н ы е р е ш е н и я . Поскольку , по построе¬
нию, нас интересует с л у ч а й k = 5 ( другими словами a5(t) = 0), то 
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алгебраическое соотношение (1.22) будет выполнено , если п о л о ж и т ь 
a3(t) = a4(t) = 0. В этом с л у ч а е система (1.21)-(1.22) о б л а д а е т ч а с т н ы м 
решением в и д а 

a0(t) = a\(t)= a3(t) = a4(t) = 0. 

З а м е ч а н и е 2. В [3] п о к а з а н а с в я з ь м е ж д у р а з м е р н о с т ь ю подпростран 
ства k и п о р я д к о м д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о о п е р а т о р а n : д л я н е л и н е й н ы х 
о п е р а т о р о в F выполнено k < 2n+1 . М ы работаем с д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м 
о п е р а т о р о м (1.7), к о т о р ы й имеет р а з м е р н о с т ь n = 2, поэтому в н а ш е м 
с л у ч а е k < 5. 

П р и м е р 3. У р а в н е н и е нелинейной д и ф ф у з и и 

о б л а д а е т т о ч н ы м а в т о м о д е л ь н ы м решением 
u(x,t)= ( j t - C i ^ х2 + C2(jt-C^j хъ 

где C\, C2 > 0 — п р о и з в о л ь н ы е постоянные . 

Р е з ю м и р у я в ы ш е изложенное приходим к выводу, ч т о при k = 5 и 
Л = —5/4 и н в а р и а н т н ы м относительно о п е р а т о р а (1.7) будет подпро
с т р а н с т в о W2 = £{x2,x5}. 

У т в е р ж д е н и е 5. Линейное подпространство W2 = L{x2, xm}, m £ 
R,(m = 0, 1, 2) инвариантно относительно дифференциального опе-

m 

ратора (1.7), тогда и только тогда, когда А = m—1 

Доказательство. Необходимость . П о к а ж е м , ч т о если линейное подпро
с т р а н с т в о W 2 = L { x 2 , xm} и н в а р и а н т н о относительно о п е р а т о р а (1.7), то 

m 

Л = . И т а к , пусть подпространство W2 я в л я е т с я и н в а р и а н т н ы м , 
m—1 

о т с ю д а по о п р е д е л е н и ю 1 д о л ж н о в ы п о л н я т ь с я соотношение 
F [C2x2 + Cmxm] =4>2x2 + 4>mxm, (1.23) 

д л я л ю б ы х п о с т о я н н ы х C2, Cm =0. Р а с п и с ы в а я л е в у ю ч а с т ь р а в е н с т в а 
(1.23) д л я о п е р а т о р а (1.7) п о л у ч и м 

( 2 + 1 ) C2x2 + ( m 2 - m + ^ ) C2Cmxm + ( m 2 - m + - £ ) C2

mx2m~2. 
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Отсюда , д л я в ы п о л н и м о с т и с о о т н о ш е н и я (1.23) необходимо потребо
вать , ч т о б ы к о э ф ф и ц и е н т перед x2m-2 т о ж д е с т в е н н о р а в н я л с я нулю, 

m 

а это в о з м о ж н о т о л ь к о при Л = , т а к к а к Ст Ф 0 и т Ф 0. 
m—1 
m 

Д о с т а т о ч н о с т ь . П у с т ь Л = , в этом с л у ч а е д и ф ф е р е н ц и а л ь -
т — 1 

н ы й о п е р а т о р (1.7) имеет вид 
m — 1 2 F[v] = vvxx v%. (1.24) 

m 
П о к а ж е м , что с у щ е с т в у ю т ф у н к ц и и Ф 2 (C2,Cm), Фт (C2,Cm) т акие , 
что 

F [C\x2 + Cmxm] = Ф 2 (C2,Cm) x 2 + $ m (C2 ,Cm) xm. 

Д е й с т в у я о п е р а т о р о м (1.24) на д в у ч л е н vm(x) = C2x2 + ^ ^ ^ п о с л е 
н е с л о ж н ы х преобразований п о л у ч и м 

F [vm(x)} = ^ 1 - 2^ C 2 V + (m - 3)(m - 2)C2Cmxm. 

З д е с ь м о ж н о п о л о ж и т ь 

ф 2 = " 2 ) C l Ф т = (m - 3)(m - 2 ) C 2 C m . 

С л е д о в а т е л ь н о , в силу о п р е д е л е н и я 1 подпространство W2=L{x2, xm} 
и н в а р и а н т н о относительно д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о о п е р а т о р а (1.24). Ч т о и 
требовалось д о к а з а т ь . • 

С л е д с т в и е м у т в е р ж д е н и я 5 и л е м м ы 1 я в л я е т с я 

У т в е р ж д е н и е 6. Уравнение нелинейной диффузии (1.1) для любого 
Л £ R , (Л = 0, —1, —2) обладает точным решением вида 

Г Ла;2 

и(х, t) = [ C i _ 2 ( A + 2 ) t + С2 (С, - 2(Л + 2 ) ^ хр | , (1.25) 

] 1 / А 
о 

Л(2Л + 3) Л 
гае 7 = — —— — р = -, L\, L2 — произвольные постоянные. 

2(Л +1)2 Л +1 

З а м е ч а н и е 3 . Точное решение (1.25) впервые опубликовано в рабо
тах а в т о р о в [1, 2] и в о ш л о в известный с п р а в о ч н и к [24]. Если поло¬
ж и т ь C2 =0, то из ф о р м у л ы (1.25) п о л у ч и м известное автомодельное 
решение З е л ь д о в и ч а - Б а р е н б л а т т а [14, 15]. 

З а м е ч а н и е 4 . П р и Л 1 из ф о р м у л ы (1.25) следует результат , 
п о л у ч е н н ы й в работе [23], а именно, предельное у р а в н е н и е б ы с т р о й 
д и ф ф у з и и 

ut = (u~lux)x или ut = ( lnu) x x , (1.26) 
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о б л а д а е т т о ч н ы м а в т о м о д е л ь н ы м решением 

u(x, t)= [ C 2 C 1 — 2t) — (Ci — 2t)-1x2] - 1 . 

У р а в н е н и е (1.26) интересно тем, ч т о соответствующее ему эквива 
лентное у р а в н е н и е (1.6) на ф у н к ц и ю v(x,t) имеет с л е д у ю щ и й д и ф ф е ¬
р е н ц и а л ь н ы й о п е р а т о р 

F [v] = vvxx — vX. (1.27) 

Н и ж е м ы п о к а ж е м , что с у щ е с т в у ю т и н в а р и а н т н ы е относительно опе
р а т о р а (1.27) п о д п р о с т р а н с т в а Wk=L{f1(x), fk(x)} с элементами не 
т о л ь к о в классе степенных ф у н к ц и й fp(x)= xp, но и в классе экспонен¬
ц и а л ь н ы х ф у н к ц и й . Т а к имеет место 

У т в е р ж д е н и е 7. Линейное подпространство W3 = L{1,ex,e-x}, 
инвариантно относительно дифференциального оператора (1.27). 

Доказательство. П о к а ж е м , ч т о с у щ е с т в у ю т ф у н к ц и и Ф o ( C o , C 1 , C 2 ) , 
Ф1(C0,C1,C2), Ф2(C0,C1,C2) т акие , ч т о равенство 

F [Co + Cxex + C2e-x] =Фо + Ф1е : с + Ф 2 e - X , 

в ы п о л н я е т с я д л я л ю б ы х п о с т о я н н ы х Co, C1 , C2. Д е й с т в у я о п е р а т о р о м 
(1.27) на ф у н к ц и ю C0 + C1ex + C 2 e - x , п о л у ч и м 

F [Co + Cxex + C2e-x] =4CC + CoCxex + CoC\e-x. 

Т а к и м образом , п о л а г а я 

Фo = 4C\C\ Ф1 = CoC1, Ф2 = CoC2, 

в силу о п р е д е л е н и я 1 м ы у б е ж д а е м с я , что линейное п о д п р о с т р а н с т в о 
W3=L{1, ex, e-x} и н в а р и а н т н о относительно о п е р а т о р а (1.27). У т в е р 
ж д е н и е д о к а з а н о . • 

З а м е т и м , что и н в а р и а н т н ы м относительно о п е р а т о р а (1.27) будет 
т а к ж е п о д п р о с т р а н с т в о W3=L{1, emx, e - m x } , m £ R , m = 0. 

П р и м е р 4 . П р е д е л ь н о е у р а в н е н и е б ы с т р о й д и ф ф у з и и (1.26) о б л а д а е т 
т о ч н ы м решением 

u(x, t) = \— tg s(t) + sec s(t) ( c 3 e m x + - ^ е " т Л 1 
[ m \ 4m2C3 ) 

З д е с ь s(t)= mC2(t + C1), m = 0, C1, C2 = 0, C3 = 0 — п р о и з в о л ь н ы е 
постоянные . 

У т в е р ж д е н и е 8. Подпространства W3=L{1, sh(mx), ch(mx)} и 
W3=L{1, sin(mx), cos(mx)} инвариантны относительно дифференци¬
ального оператора (1.27). 
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Схема д о к а з а т е л ь с т в а этого у т в е р ж д е н и я а н а л о г и ч н а доказатель¬
ству у т в е р ж д е н и я 7, поэтому п р и в о д и т ь его не будем. 

П р и м е р 5. П р е д е л ь н о е у р а в н е н и е б ы с т р о й д и ф ф у з и и (1.26) о б л а д а е т 
т о ч н ы м и р е ш е н и я м и 

u(x, t) = [ao(t) + a1(t)sh(mx) + a2(t)ch(mx)]-1, 

u(x, t) = [ao(t)+ a1(t)sin(mx) + a2(t)cos(mx)]-1, 

где m G R , m ф 0, а ф у н к ц и и сц(£) (г = 0,2) удовлетворяют , соответ¬
ственно, д и н а м и ч е с к и м системам 

a'o = m2 {(02 — a1) , a \ = m2aoa1,a'2 = m2aoa2, (1.28) 

a'o = —m2 [cal + a"2) , a ' 1 = —m2aoa1,a'2 = —m2aoa2. (1.29) 

С и с т е м а О Д У (1.28) имеет общее решение вида 

\Jl + m2c\c\ 1 
a2(t) = ± 

m c i cos (&t + c2) 
где C1 = 0, C2, C3 — п р о и з в о л ь н ы е постоянные . П р и и н т е г р и р о в а н и и 
системы О Д У (1.29) ф у н к ц и я a2(t) п о л у ч а е т с я комплексной , поэтому 
общее решение О Д У (1.29) п р и в о д и т ь здесь не будем. 

3 . Т о ч н ы е р е ш е н и я у р а в н е н и я н е л и н е й н о й д и ф ф у з и и c 
и с т о ч н и к о м ( с т о к о м ) 

В этом р а з д е л е р а с с м а т р и в а е т с я одномерное у р а в н е н и е нелинейной 
д и ф ф у з и и с источником (стоком) специального в и д а 

ut = (uxux)x + a u 1 - x + f3u, (2.1) 

где а, в £ R — п р о и з в о л ь н ы е п а р а м е т р ы . В ы б о р д а н н о г о и с т о ч н и к а 
(стока) в правой части у р а в н е н и я (2.1) обусловлен тем , что заменой 
(1.5) оно сводится к нелинейному эволюционному у р а в н е н и ю vt = F[v] 
с д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м о п е р а т о р о м вида 

F[v] = vvxx + \v2

x + а\ + f3\v. (2.2) 
Л 

Э т о т о п е р а т о р о т л и ч а е т с я от (1.7) н а л и ч и е м д в у х с л а г а е м ы х а Л , вЛи 
степени не в ы ш е первой и т а к ж е я в л я е т с я к в а д р а т и ч н ы м . П о э т о м у 
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м о ж н о о ж и д а т ь , что при о п р е д е л е н н ы х у с л о в и я х линейное подпростран
ство Wk=C{xmi, хтк}, (к G N , к > 2, rm G R , г = Т Д ) будет 
и н в а р и а н т н ы м относительно о п е р а т о р а (2.2). Л е г к о п о к а з а т ь , что под
п р о с т р а н с т в о Ws=C{1, x, x2} я в л я е т с я и н в а р и а н т н ы м относительно 
о п е р а т о р а (1.29) при л ю б о м п а р а м е т р е X G R , X = 0. Д л я подпро
с т р а н с т в Wk р а з м е р н о с т и к > 3 с п р а в е д л и в ы с л е д у ю щ и е в ы с к а з ы в а н и я 

У т в е р ж д е н и е 9. Линейное подпространство W4=L{1, x, x2, x3} ин
вариантно относительно дифференциального оператора (2.2), тогда и 
только тогда, когда X = —3/2. 

У т в е р ж д е н и е 10 . Линейное подпространство W5=L{1, xx, xx , xx , 
x4} инвариантно относительно дифференциального оператора (2.2), 
тогда и только тогда, когда X = —4/3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этих у т в е р ж д е н и й а н а л о г и ч н о схемам д о к а з а т е л ь с т в 
с о о т в е т с т в у ю щ и х у т в е р ж д е н и й 1, 3. С л е д с т в и е м этих у т в е р ж д е н и й и 
л е м м ы 1 я в л я ю т с я у т в е р ж д е н и я 

У т в е р ж д е н и е 1 1 . Уравнение нелинейной диффузии с источником 
(стоком) 

ut = (u-3/2u^j + au5/2 + ffu, 

обладает точным решением 

u(x, t) = [a0(t) + a1(t)x + a2(t)x2 + a3(t) x 
3 1 - 2 / 3 

где функции сц(£), (i = 0, 3) удовлетворяют системе ОДУ 

a 0 = 2 a 0 a 2 - ^ a 2 - - ^ / ? a 0 , a\ = 6 a 0 a 3 - ^ a i a 2 - ^ / ? a b 

a'2 = 2(ца3 - ^ a 2 - ^ / ? a 2 , a'3 = - ^ / 3 a 3 . 

У т в е р ж д е н и е 12 . Уравнение нелинейной диффузии с источником 
(стоком) 

ut = ( u - 4 / 3 u ^ + au7/3 + fu, (2.3) 

имеет точное решение 

u(x, t) = [a0(t) + a1(t)x + a2(t)x2 + a3(t)x3 + a4(t) x 
41 - 3 / 4 

где функции сц(£), (i = 0, 4) определяются из системы ОДУ 

а'0 = 2а0а2 - ^-а\ — ̂ а — ^/За0, а[ = 6 a 0 a 3 - о\а2 — \jia\, 
4 3 3 3 

а'2 = 1 2 а о й 4 — а\ + ^-а\а3 — -J3a2, а' 3 = 60,10,4 — а2а3 — -J3a3, 
2 3 3 

3 4  

а 4 = 2а2й4 — -а2 — -(Зо4. 
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П р и м е р 6. У р а в н е н и е (2.3) с п а р а м е т р о м f = 0 имеет точное автомо
д е л ь н о е решение вида 

/ .\ 15x 3x а . . 

где C i — п р о и з в о л ь н а я п о с т о я н н а я . 

1-3/4 

В з а к л ю ч е н и е с ф о р м у л и р у е м у т в е р ж д е н и е , в котором построено точ
ное решение д л я у р а в н е н и я нелинейной д и ф ф у з и и с н е а в т о н о м н ы м ис
т о ч н и к о м (стоком) специального вида . 

У т в е р ж д е н и е 13. Уравнение нелинейной диффузии с источником 
(стоком) специального вида 

Щ= (uXUx)x + аи1~х + 0U+ ^ 2 f(t)g(t)x-%$, (2.4) 

обладает точным решением 

u(x,t)= f{t) + h{t)x2 +g(t)x^Tx Л , (2.5) 

где функции f (t), h(t), g(t) удовлетворяют динамической системе 

f = 2fh + Xa + Л/?/ , ti = 2 ^ 2 ^ X ) h2 + \ph, 

X 

В с п р а в е д л и в о с т и д а н н о г о у т в е р ж д е н и я м о ж н о убедиться непосред¬
ственной подстановкой ф у н к ц и и (2.5) в у р а в н е н и е (2.4). 
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