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А н н о т а ц и я . Описываются абелевы группы из некоторого класса, имеющие само-
инъективный цент кольца эндоморфизмов. 
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В м о н о г р а ф и и [1] с ф о р м у л и р о в а н а п р о б л е м а №16: « Ц е н т р ы колец 
э н д о м о р ф и з м о в к а к и х групп р е г у л я р н ы , с а м о и н ъ е к т и в н ы ? » . В этой ста¬
тье п о с т а в л е н н а я з а д а ч а р е ш а е т с я д л я абелевых групп с с а м о и н ъ е к т и в -
н ы м центром к о л ь ц а э н д о м о р ф и з м о в из некоторого к л а с с а K. Т а к ж е 
приводится п р и м е р абелевой г р у п п ы , не п р и н а д л е ж а щ е й классу K и 
имеющей с а м о и н ъ е к т и в н ы й ц е н т р к о л ь ц а э н д о м о р ф и з м о в . 

З а м е т и м , что р е д у ц и р о в а н н ы е абелевы г р у п п ы , кольцо эндоморфиз¬
мов к о т о р ы х с а м о и н ъ е к т и в н о справа , б ы л и о п и с а н ы в [2]. Произволь¬
н ы е абелевы г р у п п ы , кольцо э н д о м о р ф и з м о в к о т о р ы х с а м о и н ъ е к т и в н о 
слева (справа) , б ы л и исследованы в [3]. О п и с а н и е н е р е д у ц и р о в а н н ы х 
абелевых групп , кольцо э н д о м о р ф и з м о в к о т о р ы х с а м о и н ъ е к т и в н о спра¬
ва и п р о и з в о л ь н ы х абелевых групп , кольцо э н д о м о р ф и з м о в к о т о р ы х 
с а м о и н ъ е к т и в н о слева , б ы л о независимо получено в [4]. В [3] и [4] б ы л о 
показано , что с а м о и н ъ е к т и в н о с т ь слева к о л ь ц а э н д о м о р ф и з м о в произ¬
вольной абелевой г р у п п ы в л е ч ё т с а м о и н ъ е к т и в н о с т ь справа . 

Все г р у п п ы , р а с с м а т р и в а е м ы е здесь , я в л я ю т с я а б е л е в ы м и . П о н я т и я 
и обозначения , к о т о р ы е не поясняются , я в л я ю т с я с т а н д а р т н ы м и , их 
м о ж н о найти , н а п р и м е р , в [1], [5], [6] или [7]. 

Введем н е к о т о р ы е обозначения : E(A) — кольцо э н д о м о р ф и з м о в груп­
п ы A; C(E(A)) — ц е н т р к о л ь ц а E(A); Q — г р у п п а р а ц и о н а л ь н ы х чи­
сел; Z(p°°) — к в а з и ц и к л и ч е с к а я группа ; Z(pkp) — ц и к л и ч е с к а я груп-

* Исследование выполнено при поддержке Министерства образования и науки 
Российской Федерации, соглашение 14.B37.21.0354 «Сохранение а л г е б р а и ч е с к и х и 
топологическихинвариантов и свойств отображениями». 
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па п о р я д к а pkp ; T(A) — п е р и о д и ч е с к а я ч а с т ь г р у п п ы A; Tp(A) — p-
компонента периодической части г р у п п ы A; P(A) — множество всех 
п р о с т ы х чисел p т аких , ч т о Tp(A) = 0; hp(a) — p -высота элемента a. 

Н а п о м н и м с л е д у ю щ е е понятие . 

О п р е д е л е н и е 1. Кольцо R называется самоинъективным справа 
(слева), если модуль RR (RR) инъективен. Кольцо R, самоинъективное 
справа и слева, называется самоинъективным. 

З а м е ч а н и е 1. П о с к о л ь к у д л я любого к о м м у т а т и в н о г о к о л ь ц а R сле­
дует равенство модулей RR и RR, то, используя к р и т е р и й Б э р а [7, гл. 5, 
§5.7, т е о р е м а 5.7.1], легко п о к а з а т ь , что из с а м о и н ъ е к т и в н о с т и с п р а в а 
такого к о л ь ц а следует с а м о и н ъ е к т и в н о с т ь слева и наоборот. 

Н а м понадобятся д в а результата из [4] и [8] соответственно . 

Т е о р е м а 1. Для группы A следующие условия эквивалентны: 
1) E(A) самоинъективно слева и справа; 
2) а) для каждого простого числа p существуют целые неотрица­

тельные числа mp,np,np = 0 такие, что Tp(A) = фZ(p n p ) ; 

б) если A — нередуцированная группа, то A = фQ(§)T(A) ; 
n 

с) если A — редуцированная группа, то A является сервантной, 
вполне характеристической подгруппой в Г{ Tp(A). 

peP (A) 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть G = A ф B — нередуцированная группа, 
где A — редуцированная, а B — делимая группы. Кольцо E(G) яв¬
ляется коммутативным тогда и только тогда, когда выполняются 
следующие условия: 

1) B = Q либо B = ф Z(p^); 
peP (B) 

2) если A = 0, то A = ф Z(pkp), причём если 
peP (A) 

A = ф Z(pkp) и B = ф Z(p°°), то P(A)0 P(B) = <&. 
peP(A) peP(B) 

О п р е д е л е н и е 2 . Будем говорить, что группа A принадлежит клас­
су K, если C(E(А))С(E(A)) — существенный подмодуль модуля 
E ( A ) C (E(A)). 

С ф о р м у л и р у е м и д о к а ж е м основной результат д а н н о й р а б о т ы . 

Т е о р е м а 2 . Для группы A, принадлежащей классу K, следующие 
условия эквивалентны: 
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1) C(E(A)) — самоинъективное кольцо; 
2) а) Tp(A) = Z(pnp) для каждого p £ P(A), где np £ N; 
б) если A — нередуцированная группа, то A = Q(§)T(A); 
с) если A — редуцированная группа, то A является сервантной, 

вполне характеристической подгруппой в Yl Tp(A). 
peP(A) 

Доказательство. П у с т ь S = C(E(A)) и R = E(A). 1) = 2). П у с т ь S — 
с а м о и н ъ е к т и в н о е кольцо . Тогда из и н ъ е к т и в н о с т и м о д у л я SS следует, 
что RS = SS ф VS [7, гл. 5, §5.3, т е о р е м а 5.3.1]. П о с к о л ь к у г р у п п а 
A п р и н а д л е ж и т классу K , то SS — с у щ е с т в е н н ы й подмодуль модуля 
RS и, следовательно , RS = SS. Т а к и м образом , R — коммутативное , 
с а м о и н ъ е к т и в н о е кольцо . И з к о м м у т а т и в н о с т и к о л ь ц а R следует, что 
Tp(A) — к о ц и к л и ч е с к а я г р у п п а д л я к а ж д о г о p £ P(A) [1, гл. 3, §19, 
п р е д л о ж е н и е 19.2]. Тогда по теореме 1 из с а м о и н ъ е к т и в н о с т и к о л ь ц а R 
п о л у ч а е м условие 2) а ) . 

Если A — н е р е д у ц и р о в а н н а я группа , то из т е о р е м ы 1 и п р е д л о ж е ­
н и я 1 следует с п р а в е д л и в о с т ь у с л о в и я 2) б) . Если A — р е д у ц и р о в а н н а я 
группа , то из т е о р е м ы 1 следует условие 2) с ) . 

2) == 1). С а м о и н ъ е к т и в н о с т ь к о л ь ц а R п о л у ч а е м из т е о р е м ы 1. Е с л и 
A — н е р е д у ц и р о в а н н а я группа , то из п р е д л о ж е н и я 1 имеем коммута¬
т и в н о с т ь к о л ь ц а R. П у с т ь A — р е д у ц и р о в а н н а я группа . П о к а ж е м , что 
г р у п п а A не имеет ненулевых элементов , высота к о т о р ы х р а в н а бес¬
конечности д л я всякого p £ P(A). Д о п у с т и м противное , то есть пусть 
существует 0 = a £ A такой , что hp(a) = оо д л я к а ж д о г о p £ P(A). 
П у с т ь <a>* — с е р в а н т н а я подгруппа , п о р о ж д ё н н а я элементом a. Т а к 
к а к A я в л я е т с я сервантной подгруппой в Г] Tp(A) и q( FJ Tp(A)) = 

peP(A) peP(A) 
П Tp(A) д л я любого простого ч и с л а q £ P(A), то <a >* будет 

peP(A) 
д е л и м о й подгруппой в A, что п р о т и в о р е ч и т р е д у ц и р о в а н н о с т и г р у п п ы 
A. Т а к и м образом , г р у п п а A не имеет ненулевых элементов , высота 
к о т о р ы х р а в н а бесконечности д л я всякого p £ P (A). Тогда R — ком¬
м у т а т и в н о е кольцо [1, гл. 3, §19, т е о р е м а 19.4]. Т а к и м образом , в обоих 
с л у ч а я х R — к о м м у т а т и в н о е , с а м о и н ъ е к т и в н о е кольцо , то есть C(E(A)) 
— с а м о и н ъ е к т и в н о е кольцо . • 

П р и в е д ё м п р и м е р г р у п п ы , не п р и н а д л е ж а щ е й к л а с с у K и и м е ю щ е й 
с а м о и н ъ е к т и в н ы й центр к о л ь ц а э н д о м о р ф и з м о в . 

П р и м е р 1. Р а с с м о т р и м г р у п п у A = Z(2) ф Z(2), тогда E(A) = 
Z2 Z2 
гу гу , [6, т е о р е м а 106.1], где Z2 — кольцо классов в ы ч е т о в по 

м о д у л ю 2. О т о ж д е с т в л я я кольцо E(A) с д а н н ы м кольцом м а т р и ц , по-
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л у ч и м , что E(A)S = SS Ф TS, где 
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S = C (E (A) ) = {(о °) >{ l l ) } 

т = Г/оо\ / i ^ /01 
( 1 1 ) ( 1 О ) ( О 1 

К о л ь ц о S имеет т о л ь к о д в а идеала : 

U = I > и S = {(о!)} и S={( 
оо 
оо 

П о с к о л ь к у с л е д у ю щ и е д и а г р а м м ы 

U а S 

SS 

/ 

оо 
о 

(Ю)}-

•(1о)} 

•s- S 

SS 

/ / / 

к о м м у т а т и в н ы , то S — с а м о и н ъ е к т и в н о е кольцо [7, гл. 5, §5.7, т е о р е м а 
5.7.1], где а — т о ж д е с т в е н н о е вложение , (р, ф — нулевые г о м о м о р ф и з м ы , 
в — п р о и з в о л ь н ы й г о м о м о р ф и з м и Y = в-

Р а с с м а т р и в а е м ы й в теореме 2 класс K я в л я е т с я д о с т а т о ч н о ш и р о ­
ким , в частности , он с о д е р ж и т все абелевы г р у п п ы , и м е ю щ и е коммута ­
тивное кольцо э н д о м о р ф и з м о в . З а д а ч а о п и с а н и я абелевых групп с ком­
м у т а т и в н ы м кольцом э н д о м о р ф и з м о в я в л я е т с я с л о ж н о й и на д а н н ы й 
м о м е н т о т к р ы т о й проблемой. 
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Abstract. Abel ian groups belonging to a particular class and having self-injective 
center of the endomorphism ring are described. 
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