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Аннотация. В работе рассматривается одномерный вариант задачи о размеще-
нии мощностей (Uncapacitated Facility Location Problem) с позиций устойчивости
относительно угрозы теоретико-игровой природы, а именно миграционной угрозы
устойчивости. Доказана теорема существования разбиения на предписанное число
групп, устойчивого в указанном смысле слова, для любого одномерного расселения
участников конфликта. Для получения доказательства применена лемма Никайдо –
Гейла – Дебрэ.
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нуальная (неатомарная) игра; миграционная устойчивость (устойчивость по Нэшу);
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1. Введение

Статья посвящена анализу угроз теоретико-игровой природы, кото-
рые возникают в следующей задаче, называемой задачей о размещении
неограниченных мощностей (ЗРНМ в дальнейшем):

Имеется множество потенциальных мест открытия мощностей,
призванных удовлетворять некий специфический спрос со стороны
множества индивидов. Стоимость открытия мощности не зависит
от места. Мощности эти имеют вид чистого общественного бла-
га, т. е. любая из них способна полностью удовлетворить спрос всех
людей.

∗ Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 120600280A. Автор благо-
дарит Шломо Вебера за многолетнее сотрудничество и плодотворное обсуждение
данной работы.
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В то же время, существуют затраты прикрепления людей к мощ-
ностям, заданные в виде матрицы затрат. Требуется выбрать места
для открытия мощностей, а также приписать к ним пользователей
минимальным по суммарной стоимости образом.

Идейное наполнение матрицы затрат прикрепления людей к мощно-
стям зависит от рассматриваемого приложения ЗРНМ (которых име-
ется достаточно большое количество), и может меняться от географи-
ческих расстояний и издержек перемещения до индивидуальных пре-
ференций относительно того, в какой из мощностей спрос может быть
удовлетворён более качественно, с точки зрения данного потребителя.

Приведём примеры ЗРНМ: задача оптимального размещения сети
центров обслуживания; задача оптимальной композиции парламента
(т. е. выбора количества партий и их политических программ); задача
о формировании юрисдикций и городских округов. “Двумерная” ЗРНМ
подробно изучалась в работах классической немецкой школы простран-
ственного размещения, например, [14], [21].

Синонимом для ЗРНМ является задача формирования групп, если
для каждой открытой мощности выделить группу её пользователей. В
то же время в западной литературе по теории исследования операций
ЗРНМ известна как UFLP — Uncapacitated Facility Location Problem,
[15].

В настоящей работе ЗРНМ рассмотрена “под теоретико-игровым уг-
лом”: в любом предлагаемом решении (то есть разбиении на группы),
причём как доставляющем максимум ЗРНМ, так и любом допустимом,
могут быть недовольные — как отдельные люди, так и целые коалиции.
Анализ индивидуальных угроз устойчивости групповых структур и со-
ставляет содержание настоящей работы. Анализу коллективных угроз
в ЗРНМ посвящены, например, работы [10], [11], [12], [6], [17], [18], [19],
[16].

Смежными вопросами в теории формирования групп занимались
авторы статей [2], [3]. В них рассмотрена концепция “равновесия по
Нэшу, устойчивого к расколу”, а также получены определённые частные
результаты существования и характеризации. В работе [25] доказана
теорема существования миграционно устойчивого разбиения для слу-
чая более сложного конфликта, но в ситуации равномерного расселе-
ния на отрезке. Работа [20] также посвящена нахождению миграционно
устойчивых разбиений — при несколько иных предположениях.

Непосредственно примыкающей к настоящей статье работой являет-
ся [8], в которой тоже в рамках простейшего континуального варианта
ЗРНМ (равномерное расселение на отрезке) впервые предъявлен ряд
требований к устойчивости оптимального и иных решений — требова-
ний, носящих теоретико-игровой характер.

Их реализация в предположении о равномерном расселении матема-
тически тривиальна, и устойчивое разбиение на “страны” всегда суще-
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ствует, в каком бы смысле, кооперативном или индивидуальном, угрозы
ни понимались бы. В то же время, в работе [13] выявлены миграцион-
но устойчивые разбиения на неравные группы в случае равномерного
расселения.

Индивидуальная, или миграционная угроза устойчивости означает,
что ни один участник ни одной группы не хочет стать членом другой
группы (его суммарные издержки в его группе не выше, чем при его
попадании в любую другую). Данное понятие устойчивости является
частным случаем равновесия по Нэшу в игре, где люди выбирают себе
группы (и в равновесии каждый выберет «свою» группу).

В настоящей работе требование миграционной устойчивости анали-
зируется на основе обобщения модели А. Алесины и Э. Сполаоре. А
именно, искусственное предположение о равномерности расселения сни-
мается. Оказывается, что при сохранении одномерности мира, по-преж-
нему обеспечено существование миграционно устойчивого решения за-
дачи.

Что же касается общего результата существования коалиционно ус-
тойчивого решения для одномерного расселения, то на сегодня он уста-
новлен для монотонной плотности в [5]. В то же время, для произволь-
ного расселения на прямой известен контрпример [23]. В целом, данное
направление призвано формализовать социально-экономические про-
зрения великой статьи [24].

2. Постановка задачи: ЗРНМ

Рассмотрим неатомическую игру [1], состоящую из континуума иг-
роков общей массы 1, расселённых по отрезку [0, 1] с заданной по-
ложительной и отделённой от нуля плотностью f(·).1 В дальнейшем
всюду будем отождествлять игрока с его адресом проживания, x ∈ [0, 1].
Кумулятивная функция распределения для плотности f(·) будет обо-
значаться за F (·). Массу любого измеримого подмножества S ⊂ [0, 1]
будем обозначать за |S| =

∫
S f(x)dx. Если S — отрезок, S = [a, b], то

|S| = F (b)− F (a).
Каждый житель2 отрезка должен быть приписан к определённому

пункту удовлетворения фиксированного, неэластичного спроса. Всего
пунктов обеспечения спроса планируется открыть n > 0, фиксиро-
ванное и заданное число. Более того, рассматривается только случай
n > 1, ибо при n = 1 невозможно поставить вопрос о миграционной
устойчивости.

1 Отделённость от нуля означает существование такого ε > 0, что для любого
x ∈ [0, 1] выполнено неравенство f(x) ≥ ε.

2 Термины “игрок”, “житель”, “агент”, “потребитель” и “резидент” используются в
работе синонимично.
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Стоимость открытия любого пункта не зависит от адреса и равна g.
Стандартная постановка ЗРНМ в нашем случае будет выглядеть сле-

дующим образом (памятуя о том, что число групп разбиения задано и
равно n):

Min
{
gn+

∫ 1
0 |x−mh(x)|f(x)dx

}
,

{{m1, . . . ,mn};h : [0, 1] → {1, . . . , n}} ,
(2.1)

где при нахождении минимума перебираются все наборы из n точек
отрезка, а также все измеримые отображения h(·).

Иными словами, нужно выбрать места открытия мощностей m1, . . . ,
mn, а также способ прикрепления каждого жителя к одному из мест,
оптимальным по общей стоимости образом. Будем всегда считать в
дальнейшем, что m1 < m2 < · · · < mn (легко показать, что в оптимуме
никогда не будет совпадения двух или более мест открытия мощностей).
В качестве матрицы стоимости прикрепления потребителей к пунктам
доступа в нашем случае берётся просто матрица попарных расстояний:
cxy = |x− y|, если житель x приписан к мощности, открытой в точке y.

В любом решении задачи (2.1) имеет место два наблюдения.
Во-первых, группа игроков, прикреплённых к одному и тому же

пункту ml, является интервалом (одномерной “ячейкой Вороного” для
сетки {ml}l=1,...,n)

Sl := {x ∈ [0, 1] | |x−ml| ≤ |x−mq| ∀q = 1, . . . , n.} (2.2)

В частности, очевидно, что Sl = [al−1, al] — интервал, причём для всех
1 < l ≤ n имеем |al−1 −ml−1| = |al−1 −ml|, иными словами, середины
между пунктами открытия мощностей служат внутренними границами
групп. Положим в работе a0 = 0, an = 1.

Во-вторых, и это самое важное, каждая точка ml является медианой
своего отрезка-группы Sl = [al−1, al]:

F (ml)− F (al−1) = F (al)− F (ml) =
sl
2
, (2.3)

где sl = |Sl| = F (al)− F (al−1) =
al∫

al−1

f(x)dx.

Оба наблюдения практически очевидны, и мы не останавливаемся
здесь на их строгих доказательствах

В силу того же предположения, медианная точка любой интерваль-
ной группы единственна. Тем не менее, полезно отдельно сформули-
ровать в нашей ситуации аналог задачи Штейнера (см. [4], стр. 382):
задачу поиска медианы любой вообще интервальной коалиции3 S =

3 Коалицией называется произвольное измеримое подмножество отрезка [0, 1],
имеющее строго положительную меру. Интервальная коалиция — это коалиция,
являющаяся отрезком. Как правило, коалиции рассматривают с точностью до меры
нуль, поэтому неважно, интервал это или (полу)замкнутый отрезок.
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[a, b] ⊂ [0, 1]:

c[S] =
minm

{
g +

∫ b
a |x−m|f(x)dx

}
|S| . (2.4)

Единственное решение этой задачи — медиана коалиции S – обозна-
чается за m[S]. Именно в этой точке будет открыт пункт доступа для
жителей коалиции S, если они будут самостоятельно решать задачу по-
ставки общественного блага и постараются минимизировать суммарные
издержки прикрепления.4

Соображения, приведённые выше, означают, что ЗРНМ допускает
эквивалентную переформулировку в следующем виде:

Min {
∑n

l=1 slc[Sl]} ,
{0 = a0 < a1 < · · · < an = 1}, (2.5)

где ∀l = 1, . . . , n имеем Sl = [al−1, al], за sl обозначена масса |Sl| группы
Sl, а минимум берётся по всем наборам упорядоченных границ будущих
групп разбиения.

3. ЗРНМ: миграционная устойчивость

Теперь мы переходим от оптимизации в ЗРНМ к вопросам устой-
чивости разбиений по отношению к миграционной (теоретико-игровой)
угрозе.

Для того, чтобы сформулировать соответствующее понятие, примем
следующее предположение: если житель x принадлежит группе S, то
он несёт издержки (плата за благо) в размере

c(x, S) =
g

|S| + |x−m[S]|. (3.1)

В формулу (3.1) аддитивно входят две компоненты. Первая из них
означает, что издержки на обеспечение пунктом доступа делятся по-
ровну между всеми членами группы; вторая компонента говорит о том,
что каждый сам несёт свои издержки прикрепления к пункту. Если
нет возможности дискриминировать жителей по параметру их адре-
са проживания, то такая функциональная форма издержек является
единственно допустимой (реализуемой).

Соответственно, при смене группы меняются обе компоненты фор-
мулы.

Введём формально понятие допустимого решения рассматриваемого
конфликта в форме разбиения на группы.

4 Более того, в одномерной постановке к тому же решению приведёт и принцип
голосования большинством, см. [9].
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Определение 1. Интервальное разбиение π = {Sl}l=1,...,n отрезка
[0, 1] — это набор из n интервальных коалиций π = {S1, . . . , Sn}, пе-
ресекающихся друг с другом только по краям и в объединении дающих
целый отрезок [0, 1].

Задать разбиение — означает задать границы интервалов 0 = a0 <
a1 < · · · < an = 1: тогда Sl = [al−1, al]. Мы так и будем отождествлять:
π = {a1, . . . , al−1}.

Определение 2. Разбиение π называется миграционно устойчивым,
если для любого участника x ∈ Sk любой группы k = 1, . . . , n его пере-
мещение в любую другую группу l �= k не может повлечь снижения
издержек:

c(x, Sl) =
g

|Sl|
+ |x−ml| ≥

g

|Sk|
+ |x−mk| = c(x, Sk), (3.2)

где ml = c[Sl] и mk = c[Sk].

Отсюда немедленно следует, что участники, живущие на границе
двух групп разбиения, несут одинаковые издержки в обеих группах.5
Более того, это условие является также и достаточным для устойчиво-
сти:

Лемма 1. Разбиение π является миграционно устойчивым в том и
только том случае, когда для любого пограничного жителя x = al, l =
1, . . . , n− 1, выполнено равенство

c(x, Sl) = c(x, Sl+1). (3.3)

Доказательство. Пускай наше интервальное разбиение π удовлетворя-
ет (3.3). Это свойство имеет простую геометрическую интерпретацию:
“сквозная” функция издержек c̃(·), заданная посредством формулы

∀x ∈ [0, 1] c̃(x) = c(x, Sl), (3.4)

где l таково, что x ∈ [al−1, al], непрерывна (или что то же самое в данном
случае, корректно определена на границах между интервалами).

Так как внутри каждой группы функция c(x, Sl) является, согласно
формуле (3.1), кусочно-линейной “птичкой” с наклоном обоих склонов,
равным единице, то из нижеприведённой иллюстрации утверждение
Леммы следует очевидно-наглядным образом.

5 И поэтому неважно, куда их приписать, если таки кому-то приспичит стро-
го разбить множество участников на непересекающиеся, и поэтому незамкнутые,
группы-полуинтервалы.
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Рис. 1. Геометрическое доказательство Леммы 1.

На рисунке мы видим пример миграционно устойчивого разбиения
нашего “мира” на три группы. Кривая линия обозначает плотность
расселения жителей, а три “галочки” выражают функции издержек
жителей, соответственно, первой, второй и третьей групп. Совпадение
функций издержек на краях, очевидно, влечёт несуществование таких
жителей, которые хотели бы сменить группу: мысленное продолжение
модулеобразного графика функции издержек любой из трёх групп за
пределы её границ лежит выше двух других графиков.

4. Доказательство основной теоремы

Теорема 1. Пускай расселение игроков задаётся распределением F (·),
допускающим непрерывную и отделённую от нуля плотсноть f(·).
Тогда при любом n ≥ 2 существует интервальное разбиение π, яв-
ляющееся миграционно устойчивым.

Доказательство. В силу анализа, проведённого в предыдущих двух
разделах, нашей целью при каждом n является нахождение интерваль-
ного разбиения

N = [a0, a1)  [a1, a2)  · · ·  [an−1, an], (4.1)

удовлетворяющего свойству (3.3) при каждом l = 1, . . . , n−1, где точки
m1, . . . ,mn определяются посредством (2.4) как решения соответству-
ющих задач внутригрупповой оптимизации.

Обозначим, как и выше, за sl массу l-й группы и отметим, что между
пространством наборов ненулевых масс (s1, . . . , sn) таких, что∑n

l=1 sl = 1 и пространством граничных наборов точек

0 = a0 < a1 < · · · < an = 1
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существует взаимно-однозначное и взаимно непрерывное соответствие,
что следует напрямую из свойств непрерывности и отделённости от
нуля функции плотности, f(·).

Тем самым поиск разбиения эквивалентен поиску набора масс групп
разбиения, а само пространство всех (упорядоченных) n-разбиений есть
внутренность симплекса.

Введём ещё набор вспомогательных обозначений, подготовительных
для доказательства основной теоремы статьи. А именно, обозначим
величину издержек краевых левого и правого жителей группы l, где
l = 1, . . . , n, за clL и clR, соответственно. Формально:

clL = c(al−1, Sl); clR = c(al, Sl). (4.2)

Теперь мы сконструируем следующую вектор-функцию, Ψ, опреде-
лённую на внутренности (n − 1)-мерного симплекса Δn и отображаю-
щую эту внутренность в Rn:

Ψ(s1, . . . , sn) =
s2(c1R − c2L), s1(c2L − c1R) + s3(c2R − c3L), . . . ,

sn−2(cn−1,L − cn−2,R) + sn(cn−1,R − cnL), sn−1(cnL − cn−1,R).
(4.3)

Построенное отображение удовлетворяет всем условиям знаменитой
Леммы Никайдо – Гейла – Дебре, см. например, [22], с. 585, или [7],
с. 343. Для удобства читателя приведу здесь один из вариантов этой
Леммы, наиболее подходящий для применения к построенному выше
отображению:

Лемма Никайдо – Гейла – Дебрэ. Рассмотрим произвольное
отображение V : Int[Δn] → Rn, заданное на внутренности стан-

дартного симплекса: Int[Δn] = {(r1, . . . , rn)|∀i ri > 0;
n∑

i=1
ri = 1},

со значениями в n-мерном пространстве. Предположим, что отоб-
ражение V удовлетворяет следующим четырём требованиям:

(i) V (·) непрерывно на всём Int[Δn];
(ii) Имеет место закон Вальраса: ∀(r1, . . . , rn) ∈ Int[Δn] имеем

n∑
j=1

rjVj(r1, . . . , rn) = 0, где за Vj(r1, . . . , rn) обозначена j-я ко-

ордината вектора V (r1, . . . , rn);
(iii) Существует такая единая константа M > 0, что для любой

точки (r1, . . . , rn) ∈ Int[Δn] и любого j = 1, . . . , n имеет ме-
сто неравенство Vj(r1, . . . , rn) ≥ −M (равномерная ограничен-
ность снизу);

(iv) Неограниченность сверху при приближении к границе сим-
плекса. А именно, для любой последовательности точек
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{(rk1 , . . . , rkn)}+∞
k=1, целиком лежащей в Int[Δn], но сходящейся к

точке (r1, . . . , rn), лежащей на границе симплекса (что означа-
ет существование хотя бы одного индекса j такого, что rj = 0)
имеет место предел maxj{Vj(rk1 , . . . , rkn)} → +∞ при k → +∞.

Тогда непременно существует такая точка (r1, . . . , rn) ∈ Int[Δn],
что V (r1, . . . , rn) = 0. Или, расписывая V покоординатно, при лю-
бом j = 1, . . . , n имеем Vj(r1, . . . , rn) = 0.

Доказательство можно прочесть на страницах 586-587 цитированной
выше книги Мас-Колелла и других авторов по микроэкономике.

Проверим применимость этой леммы к нашему отображению Ψ, по-
строенному выше.

(i) Непрерывность — в силу непрерывной зависимости набора точек
границ {al}l=1,...,n−1 от набора масс {sl}l=1,...,n, а также непрерыв-
ности функций издержек (3.1), (4.2) и непрерывности медианной
точки m[[a, b]] при изменении краёв группы [a, b].6
(ii) Закон Вальраса:

n∑
l=1

slΨl(s1, . . . , sn) = 0 (4.4)

для всех наборов (s1, . . . , sn). Очевидно (прямая подстановка, все
члены сокращаются попарно).
(iii) Равномерная ограниченность снизу:

si−1(ciL − ci−1,R) + si+1(ciR − ci+1,L) ≥
≥ −si−1ci−1,R − si+1ci+1,L ≥ −1− g − 1− g = −(2 + g).

(4.5)

(iv) Если последовательность точек из внутренности симплекса,
{(sm1 , . . . , smn )}m∈N сходится при m → +∞ к точке (s1, . . . , sn), ко-
торая лежит на границе симплекса,7 то

max
k=1,...,n

Ψk(s
m
1 , . . . , s

m
n )→ +∞ (4.6)

при m→ +∞.
Последнее свойство доказывается следующим образом. В силу огра-

ниченности вторых компонент функций издержек (3.1), а также сокра-
щения si в числителе и в знаменателе выражений вида siciL и siciR,
максимум из координат вектор-функции Ψ стремится к бесконечности
тогда и только тогда, когда к бесконечности стремится

max

{
sm2
sm1

,
sm1
sm2

+
sm3
sm2

, . . . ,
smn−2

smn−1

+
smn
smn−1

,
smn−1

smn

}
. (4.7)

6 Вот здесь используется отделённость от нуля функции плотности расселения !
7 Что означает, что для некоторых, но не для всех одновременно, индексов l

выполнено sml → 0.
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Если некоторые, но не все, компоненты sml стремятся к нулю, то отноше-
ние некоторых из соседних неограниченно возрастает (упражнение по
матанализу для первого курса!). Тем самым, последнее свойство тоже
установлено.

Теперь, применяя Лемму Никайдо – Гейла – Дебрэ, мы заключаем,
что существует такой набор ненулевых масс (s1, . . . , sn), что

Ψl(s1, . . . , sn) = 0 ∀l = 1, . . . , n. (4.8)

Вспоминая определение функции Ψ, а также учитывая тот факт,
что все массы ненулевые: ∀l sl �= 0, мы немедленно получаем, что c1R =
c2L (из равенства нулю первой компоненты). Затем, двигаясь направо
по формуле для Ψ, имеем c2R = c3L, и так шаг за шагом вплоть до
cn−1,R = cnL.

5. Сравнение равновесного и оптимального решений

Интересно теперь сравнить решение исходной задачи оптимизации,
то есть ЗРНМ, с каким-нибудь из миграционно устойчивых разбиений в
той же задаче. А именно, в решении задачи оптимизации должно быть
выполнено

|al −ml| − |al −ml+1| = 0 (5.1)
для любого l = 1, . . . , n − 1, что означает оптимизацию прикрепле-
ния каждого из жителей — к ближайшему пункту доступа. Любое
отклонение от этого принципа, в силу отделённости от нуля функции
плотности расселения, влечёт строгое отклонение от оптимума.

А что же в миграционно устойчивом разбиении? В последнем имеем

c(al, Sl) = c(al, Sl+1). (5.2)

С учётом формулы (3.1) это равносильно тому, что

|al −ml| − |al −ml+1| =
g

|Sl+1|
− g

|Sl|
. (5.3)

Мы заключаем, что необходимым условием оптимальности миграци-
онно устойчивого разбиения служит равенство нулю правых частей (5.3)
при всех l = 1, . . . , n− 1. Последнее, в свою очередь, означает, что мас-
сы всех групп оптимального разбиения оказались одинаковыми: ∀l =
1, . . . , n |Sopt

l | = 1
n . Это свойство имеет (n− 1)-й порядок вырождения

в (бесконечномерном) пространстве всех расселений на отрезке [0, 1].
Как обычно, равновесность не в ладу с оптимальностью!
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A. V. Savvateev
Migration-Proof Organization of a Linear World: Existence

Theorem

Abstract. In the paper, a uni-dimensional version of the uncapacitated facility lo-
cation problem is analysed from the angle of Nash-type (i.e. migrational) stability of
group structures. A general result is proved that, under arbitrary population distribution
admitting a strictly positive density, migration-proof solution comprised of prescribed
number of groups always exists. To prove the theorem, a celebrated Nikaido-Gale-Debre
Lemma is being utilized.
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