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Аннотация. В работе рассматривается типичная задача оптимального управления
для функционала с выпуклой терминальной функцией. Достаточные условия опти-
мальности получены на основе нестандартных формул приращения функционала,
которые до сих пор использовались для построения численных методов последо-
вательного улучшения допустимых управлений. Для каждой формулы вводится
понятие сильно экстремального управления, которое доставляет максимум функции
Понтрягина относительно некоторого множества траекторий. В линейных и квад-
ратичных задачах сильно экстремальные управления являются оптимальными. В
общем случае оптимальность обеспечивается дополнительным условием вогнутости
функции Понтрягина по фазовым переменным. Приведены примеры эффективной
реализации полученных соотношений.
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1. Введение

Исследования по достаточным условиям оптимальности в рамках
формализма принципа максимума Понтрягина [2; 6] имеют давнюю
историю, но сохраняют свою актуальность (см., например, [1], [3]–[5], [7],
[10]). В этом плане безусловно выделяются выпуклые задачи, для кото-
рых принцип максимума является критерием оптимальности, что обес-
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печивает возможность их эффективного решения. Общие результаты по
оптимальности экстремальных управлений связаны с условием вогну-
тости гамильтониана (максимум по управлению функции Понтрягина)
относительно фазовых переменных, которое можно интерпретировать
в форме задачи на максимум [1; 5].

В данной работе рассматривается типичная задача оптимального
управления для функционала с выпуклой терминальной функцией. До-
статочные условия оптимальности получены на основе нестандартных
формул приращения функционала, которые до сих пор использова-
лись для построения численных методов последовательного улучше-
ния допустимых управлений [7]. Для каждой формулы вводится поня-
тие сильно экстремального управления, которое доставляет максимум
функции Понтрягина относительно некоторого множества траекторий.
В линейных и квадратичных задачах сильно экстремальные управле-
ния являются оптимальными. В общем случае оптимальность обеспечи-
вается дополнительным условием вогнутости функции Понтрягина по
фазовым переменным. Приведены примеры эффективной реализации
полученных соотношений.

2. Постановка задачи. Необходимые соотношения

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления относи-
тельно переменных t ∈ T = [t0, t1], u(t) ∈ Rm, x(t) ∈ Rn (задача
(P)):

Φ(u) = ϕ(x(t1)) +

∫
T

F (x(t), u(t), t)dt → min, u ∈ V,

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0,

V = {u(·) ∈ PC(T ) : u(t) ∈ U, t ∈ T }.
Введем первый набор предположений:

– терминальная функция ϕ(x) непрерывно дифференцируема на Rn;
– функция F (x, u, t) и вектор-функция f(x, u, t) непрерывны по со-

вокупности своих аргументов на Rn × Rm × T вместе с частными
производными Fx(x, u, t), fx(x, u, t);

– множество U ⊂ Rm компактно.
Образуем функцию Понтрягина с сопряженной переменной ψ ∈ Rn

H(ψ, x, u, t) = 〈ψ, f(x, u, t)〉 − F (x, u, t)

и введем функцию максимума

Ĥ(ψ, x, t) = max
u∈U

H(ψ, x, u, t).
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Определим сопряженную задачу

ψ̇ = −Hx(ψ, x, u, t), ψ(t1) = −ϕx(x(t1)).
Пусть u(t), t ∈ T – допустимое управление в задаче (P), x(t, u),

ψ(t, u) – соответствующие решения фазовой и сопряженной систем. Вве-
дем множество экстремальных управлений задачи (P) относительно
принципа максимума

Ext(P) = {u(·) ∈ PC(T ) : u(t) = argmax
w∈U

H(ψ(t, u), x(t, u), w, t), t ∈ T }.

Пусть X ⊂ Rn – выпуклое множество, содержащее все фазовые
траектории управляемой системы:

x(t, u) ∈ X, t ∈ T, u ∈ V.

Внесем дополнительное предположение по части функционала Φ (ус-
ловие выпуклости): функция ϕ(x) выпукла на X.

Дальнейший анализ задачи проводится на основе двух формул при-
ращения функционала Φ, которые ранее использовались для построе-
ния методов фазовой линеаризации [7].

Пусть u(·), v(·) – допустимые управления, Δx(t) = x(t, v) − x(t, u) –
соответствующее фазовое приращение. Первая формула имеет вид

ΔvΦ(u) = −
∫
T

Δv(t)H(ψ(t, u), x(t, v), u(t), t)dt + η1,

η1 = oϕ(‖Δx(t1)‖)−
∫
T

o
(1)
H (‖Δx(t)‖)dt.

(2.1)

Здесь приняты обычные обозначения для приращений

ΔvΦ(u) = Φ(v)− Φ(u), ΔvH(·, ·, u, t) = H(·, ·, v, t) −H(·, ·, u, t).
Остаточные величины oϕ, o

(1)
H имеют следующий смысл (остатки лине-

аризации):

ϕ(x(t1, u) + Δx(t1))− ϕ(x(t1, u)) = 〈ϕx(x(t1, u)),Δx(t1)〉+ oϕ(‖Δx(t1)‖),
H(ψ(t, u), x(t, u) + Δx(t), u(t), t) −H(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t) =

= 〈Hx(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t),Δx(t)〉 + o
(1)
H (‖Δx(t)‖).

Приведем вторую формулу приращения

ΔvΦ(u) = −
∫
T

Δv(t)H(ψ(t, u, v), x(t, u), u(t), t)dt + η2,

η2 = oϕ(‖Δx(t1)‖)−
∫
T

o
(2)
H (‖Δx(t)‖)dt.

(2.2)
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Здесь сопряженная вектор-функция ψ(t, u, v) является решением систе-
мы

ψ̇ = −Hx(ψ, x(t, u), v(t), t), ψ(t1) = −ϕx(x(t1, u)).
Отметим, что в правой части системы управление и состояние не со-
гласованы: v(t), x(t, u). При v = u получаем стандартный вариант:
ψ(t, u, u) = ψ(t, u).

Остаточный член o(2)H определяется соотношением

H(ψ(t, u, v), x(t, u) + Δx(t), v(t), t) −H(ψ(t, u, v), x(t, u), v(t), t) =

= 〈Hx(ψ(t, u, v), x(t, u), v(t), t),Δx(t)〉 + o
(2)
H (‖Δx(t)‖).

3. Достаточные условия оптимальности

На основании формул приращения (2.1), (2.2) докажем условия оп-
тимальности для экстремальных управлений с дополнительными свой-
ствами.

Определение 1. Управление u(·) ∈ Ext(P) назовем сильно x-экстре-
мальным, если

u(t) = argmax
w∈U

H(ψ(t, u), x(t, v), w, t) ∀t ∈ T, v ∈ V.

Таким образом, сильно x-экстремальное управление максимизирует
функцию H на соответствующей ему сопряженной траектории ψ(t, u)
и множестве фазовых траекторий x(t, v), v ∈ V .

Введем в рассмотрение функцию

H(1)(x, t) = H(ψ(t, u), x, u(t), t), x ∈ X, t ∈ T

относительно управления u ∈ V .

Теорема 1. Пусть управление u(t), t ∈ T является сильно x-экстре-
мальным и функция H(1)(x, t) ∀t ∈ T вогнута по x на X. Тогда управ-
ление u(t) является оптимальным в задаче (P).

Доказательство. Рассмотрим формулу приращения (2.1). С учетом
выпуклости функции ϕ(x) и вогнутости функции H(1)(x, t) по x ∈ X
получаем

oϕ(‖Δ(x(t1)‖) ≥ 0, o
(1)
H (‖Δx(t)‖) ≤ 0.

Следовательно, имеет место оценка приращения

ΔvΦ(u) ≥
∫
T

Δu(t)H(ψ(t, u), x(t, v), v(t), t)dt.
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Согласно определению сильно x-экстремального управления выполня-
ется неравенство

Δu(t)H(ψ(t, u), x(t, v), v(t), t)dt ≥ 0 ∀t ∈ T, v ∈ V.

Теорема доказана.

Замечание 1. На основании формулы приращения (2.1) первичным
условием знакоопределённости интеграла является поточечное неравен-
ство для частного приращения

Δv(t)H(ψ(t, u), x(t, v), u(t), t) ≤ 0, t ∈ T, v ∈ V. (3.1)

Следствием этого неравенства является принцип максимума для управ-
ления u(t)

ΔwH(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t) ≤ 0, t ∈ T, w ∈ U.

Свойство сильной x-экстремальности управления u(t) является доста-
точным условием для (3.1).

Проверка неравенства (3.1) связана с решением задачи на максимум

ΔwH(ψ(t, u), y, u(t), t) → max, w ∈ U, y ∈ X,

которая с помощью функции максимума Ĥ может быть представлена
в виде

Ĥ(ψ(t, u), y, t) −H(ψ(t, u), y, u(t), t) → max, y ∈ X.

Если вектор-функция x(t, u) является решением этой задачи, то не-
равенство (3.1) выполняется. Действительно, с учетом экстремальности
управления u(t)

Δv(t)H(ψ(t, u), x(t, v), u(t), t) ≤
≤ Ĥ(ψ(t, u), x(t, v), t) −H(ψ(t, u), x(t, v), u(t), t) ≤

≤ Ĥ(ψ(t, u), x(t, u), t) −H(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t) = 0, t ∈ T, v ∈ V.

Таким образом, экстремальное соотношение

x(t, u) = argmax
y∈X

[
Ĥ(ψ(t, u), y, t) −H(ψ(t, u), y, u(t), t)

]
, t ∈ T (3.2)

является достаточным условием выполнения неравенства (3.1), т. е.
может заменить условие сильной x-экстремальности в теореме 1.

Остается заметить, что свойство сильной x-экстремальности управ-
ления u(t) является следствием соотношения (3.2), т. е. является более
эффективным достаточным условием.
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Определение 2. Управление u(·) ∈ Ext(P) назовем сильно ψ-экстре-
мальным, если

u(t) = argmax
w∈U

H(ψ(t, u, v), x(t, u), w, t) ∀t ∈ T, v ∈ V.

Таким образом, сильно ψ-экстремальное управление максимизирует
функцию H на соответствующей ему фазовой траектории x(t, u) и
множестве сопряженных траекторий ψ(t, u, v), v ∈ V .

Введем в рассмотрение функцию

H(2)(x, t) = H(ψ(t, u, v), x, v(t), t), x ∈ X, t ∈ T,

связанную с управлениями u, v ∈ V .

Теорема 2. Пусть управление u(t), t ∈ T является сильно ψ-экстре-
мальным и ∀v ∈ V функция H(2)(x, t) вогнута по x ∈ X для каждого
t ∈ T . Тогда управление u(t) является оптимальным в задаче (P).

Доказательство. На основании формулы (2.2) аналогично предыдуще-
му получаем оценку приращения

ΔvΦ(u) ≥
∫
T

Δu(t)H(ψ(t, u, v), x(t, u), v(t), t)dt.

Согласно определению 2 выполняется условие

Δu(t)H(ψ(t, u, v), x(t, u), v(t), t)dt ≥ 0 ∀t ∈ T, v ∈ V.

Теорема доказана.

Замечание 2. Аналогично предыдущему свойство сильной ψ-экстре-
мальности является достаточным для выполнения неравенства

Δv(t)H(ψ(t, u, v), x(t, u), u(t), t) ≤ 0, t ∈ T, v ∈ V, (3.3)

которое обеспечивает неположительность интеграла в формуле (2.2).
Рассмотрим задачу

Ĥ(ξ, x(t, u), t) −H(ξ, x(t, u), u(t), t) → max, ξ ∈ Ψ(u),

где множество Ψ(u) ⊂ Rn содержит все сопряженные траектории
ψ(t, u, v), v ∈ V . Если вектор-функция ψ(t, u) = ψ(t, u, u) является
решением этой задачи, то неравенство (3.3) выполняется.

Таким образом, экстремальное соотношение

ψ(t, u) = arg max
ξ∈Ψ(u)

[
Ĥ(ξ, x(t, u), t) −H(ξ, x(t, u), u(t), t)

]
, t ∈ T

является достаточным условием для неравенства (3.3). При этом силь-
ная ψ-экстремальность управления u(t) является следствием этого ус-
ловия.
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4. Применение результатов

Пусть в задаче (P) переменные x, u разделены, т. е.

F (x, u, t) = F1(x, t) + F2(u, t), f(x, u, t) = f (1)(x, t) + f (2)(u, t).

Тогда аналогичную структуру имеет функция Понтрягина

H(ψ, x, u, t) = H1(ψ, x, t) +H2(ψ, u, t),

а сопряженная система явно не зависит от управления: ψ̇ =
−∇xH1(ψ, x, t), т. е. ψ(t, u, v) = ψ(t, u) ∀v ∈ V . Следовательно, любое
экстремальное управление определяется соотношением

u(t) = argmax
w∈U

H2(ψ(t, u), w, t), t ∈ T,

т. е. является сильно x, ψ-экстремальным.
Таким образом, в задаче (P) с разделенными переменными x, u усло-

вие вогнутости функции H1(ψ(t, u), x, t) по x ∈ X является достаточ-
ным для оптимальности экстремального управления u(t).

Пусть задача (P) является выпуклой, т. е.

F (x, u, t) = F1(x, t) + F2(u, t), f(x, u, t) = A(t)x+ b(u, t),

причем функция F1(x, t) ∀t ∈ T выпукла по x ∈ Rn. В этом случае
функция

H1(ψ, x, t) = 〈ψ,A(t)x〉 − F1(x, t)

является вогнутой по x ∈ Rn ∀ψ ∈ Rn, t ∈ T . Следовательно, принцип
максимума для выпуклой задачи есть достаточное условие оптималь-
ности.

Рассмотрим далее задачу (P) со следующими условиями:

F (x, u, t) = F1(x, t) + 〈a(u, t), x〉 + F2(u, t), f(x, u, t) = A(u, t)x + b(u, t),
(4.1)

где F1(x, t) выпукла по x ∈ Rn. В этом случае функция Понтрягина
H(ψ, x, u, t) по-прежнему является вогнутой по x ∈ Rn ∀ψ ∈ Rn, u ∈
U, t ∈ T . Следовательно, в задаче (P) с условиями (4.1) любое сильно
экстремальное управление является оптимальным.

Приведем примеры билинейных задач, в которых экстремальные уп-
равления являются сильно экстремальными.
Задача (P1).

Φ(u) =

t1∫
0

(1− u(t))x(t)dt → max,
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ẋ = αux, x(0) = c (α > 0, c > 0), u(t) ∈ [0, 1], t ∈ T = [0, t1].

Это простейший вариант задачи об оптимальном планировании инве-
стиций.

Экстремальное управление выражается следующим образом:

u(t) =

{
0, (αψ(t, u) − 1)x(t, u) < 0,

1, (αψ(t, u) − 1)x(t, u) > 0.

Далее отметим важное свойство: в задаче (P1) все фазовые траекто-
рии положительны, т. е. x(t, v) > 0 ∀v ∈ V . Следовательно, управле-
ние u(t) является сильно x-экстремальным, так как ∀v ∈ V

u(t) =

{
0, (αψ(t, u) − 1)x(t, v) < 0,

1, (αψ(t, u) − 1)x(t, v) > 0.

Таким образом, в задаче (P1) любое экстремальное управление яв-
ляется оптимальным. Это значит, что задача, по существу, является
выпуклой.
Задача (P2).

Φ(u) = 〈d, x(t1)〉 → min,

ẋ = Ax+ ub〈c, x〉, x(t0) = x0, |u(t)| ≤ 1, t ∈ T.

Отметим, что билинейная система в задаче (P2) описывает математи-
ческие модели целого ряда процессов в биологии, экономике, медицине,
энергетике и является объектом исследования в теории автоматиче-
ского управления (библиографию см. в [9]). В частности, задача (P2)
моделирует процесс лечения злокачественных опухолей (химиотерапия)
путем задержки развития раковых клеток в определенной стадии [11].

В данном случае сопряженная система имеет вид

ψ̇ = −ATψ − uc〈b, ψ〉, ψ(t1) = −d. (4.2)

Экстремальное управление определяется формулой

u(t) = sign〈b, ψ(t, u)〉〈c, x(t, u)〉, t ∈ T.

Справедливо утверждение [8].

Лемма 1. Пусть в задаче (P2) выполнены следующие условия

aij ≥ bi|cj |, i, j = 1, n, i �= j, b ≥ 0, d ≤ 0, 〈b, d〉 < 0. (4.3)

Тогда для любого решения сопряженной системы (4.2) выполняется
неравенство 〈b, ψ(t, u)〉 > 0, t ∈ T .
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Далее заметим, что сопряженная система (4.2) не зависит от x, т.
е. ψ(t, u, v) = ψ(t, u), v ∈ V . Следовательно, экстремальное управление
представляется в виде

u(t) = sign〈b, ψ(t, u, v)〉〈c, x(t, u)〉, t ∈ T, v ∈ V,

т. е. является сильно ψ-экстремальным.
Таким образом, в задаче (P2) с условиями (4.3) принцип максимума

определяется соотношением u(t) = sign〈c, x(t, u)〉 и является достаточ-
ным условием оптимальности.

Остается отметить, что с учетом полученного результата задача (P2)
решается элементарно. Оптимальное управление определяется следую-
щим образом: u∗(t) = sign〈c, x∗(t)〉, t ∈ T , где x∗(t) – решение задачи
Коши

ẋ = A(t)x+ b|〈c, x〉|, x(t0) = x0.

В данной задаче можно использовать и свойство сильной x-экстре-
мальности. Как известно, [9], при выполнении условий

aij ≥ |bi|cj , i, j = 1, n, i �= j, x0 ≥ 0, c ≥ 0, 〈c, x0〉 > 0 (4.4)

все фазовые траектории удовлетворяют неравенству 〈c, x(t, u)〉 > 0, t ∈
T . Следовательно, в задаче (P2) с условиями (4.4) принцип максимума
определяется соотношением u(t) = sign〈b, ψ(t, u)〉 и является достаточ-
ным условием оптимальности.

Замечание 3. Представленные условия оптимальности для задачи
(P) определены на множестве экстремальных управлений и включают
в себя два фактора: усиленное условие максимума функции Понтря-
гина и свойство ее вогнутости по фазовой переменной. Сильно экстре-
мальные управления связаны с определенными свойствами фазовых и
сопряженных траекторий и характеризуют устойчивость решения зада-
чи на максимум функции Понтрягина относительно этих траекторий.
Другими словами, сильно экстремальное управление не реагирует на
изменение фазовой или сопряженной траекторий в пределах некото-
рых множеств. Это свойство робастности в совокупности с условием
вогнутости функции Понтрягина и обеспечивает оптимальность экстре-
мального управления. В задачах, линейных по фазовым переменным,
условие вогнутости по xфункции Понтрягина выполняется автоматиче-
ски, и свойство сильной экстремальности характеризует «расстояние»
между принципом максимума и достаточным условием оптимальности.
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5. Квадратичная задача

Рассмотрим задачу (P) в рамках следующих условий на образующие
функции:

ϕ(x) = 〈c, x〉 + 1

2
〈x,Dx〉,

F (x, u, t) = b0(u, t) + 〈a(u, t), x〉 + 1

2
〈x,G(u, t)x〉,

f(x, u, t) = A(u, t)x+ b(u, t).

В результате получаем задачу на минимум квадратичного по x функ-
ционала Φ(u), связанного с линейной фазовой системой ẋ = f(x, u, t) на
множестве допустимых управлений V (задача (Q)). Предположение о
выпуклости функции ϕ(x) снимается.

В данном случае имеют место точные формулы для приращения
функционала, в которых фигурирует матричная функция Ψ(t, u) как
решение матричной сопряженной системы

Ψ̇ = −A(u, t)TΨ−ΨA(u, t) +G(u, t), Ψ(t1) = −D.

Для оформления результатов введем в рассмотрение вектор-функ-
цию

p(t, u, x) = ψ(t, u) + Ψ(t, u)(x− x(t, u))

относительно базового управления u ∈ V .
Первая формула приращения функционала в задаче (Q) имеет вид

[7]

ΔvΦ(u) = −
∫
T

Δv(t)H(p(t, u, x(t, v)), x(t, v), u(t), t)dt (5.1)

и порождает достаточное условие оптимальности для управления u ∈ V
в форме неравенства для частного приращения

Δv(t)H(p(t, u, x(t, v)), x(t, v), u(t), t) ≤ 0, t ∈ T, v ∈ V. (5.2)

Введем понятие сильно x-экстремального управления, которое при-
менительно к условию (5.2) определяется соотношением

u(t) = argmax
w∈U

H(p(t, u, x(t, v)), x(t, v), w, t), t ∈ T, v ∈ V. (5.3)

С учётом формулы приращения (5.1) справедливо утверждение: любое
сильно x-экстремальное управлением является оптимальным в задаче
(Q).

Приведем соответствующую иллюстрацию.
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Пример 1.

Φ(u) =
1

2

1∫
0

u(t)x2(t)dt → min,

ẋ = u, x(0) = 0, |u(t)| ≤ 1, t ∈ T = [0, 1].

В данном случае

H(ψ, x, u) = ψu− 1

2
ux2,

максимизирующее управление

u∗(ψ, x) = signHu(ψ, x),

сопряженные уравнения

ψ̇ = ux, ψ(1) = 0, Ψ̇ = u, Ψ(1) = 0.

Рассмотрим управление u(t) = −1, t ∈ T . Соответствующие траек-
тории

x(t, u) = −t, ψ(t, u) = 1

2
(t2 − 1), Ψ(t, u) = 1− t.

Данное управление является экстремальным:

Hu(ψ(t, u), x(t, u)) = −1

2
< 0.

Проверим свойство сильной экстремальности. Вспомогательная
функция имеет вид

p(t, u, x) =
1

2
(t2 − 1) + (1− t)(x+ t).

Выясним знак функции

Hu(p(t, u, x(t, v)), x(t, v)) =

=
1

2
(t2 − 1) + (1− t)(x(t, v) + t)− 1

2
x2(t, v), t ∈ T, v ∈ V.

Рассмотрим квадратичную функцию с параметром t

g(x) =
1

2
(t2 − 1) + (1− t)(x+ t)− 1

2
x2.

Решение задачи g(x) → max, x ∈ R очевидно: x∗ = 1 − t. При этом
g(x∗) = 0. Следовательно, выполняется неравенство

Hu(p(t, u, x(t, v)), x(t, v)) ≤ 0, t ∈ T, v ∈ V,
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т. е. управление u(t) = −1 является сильно x-экстремальным.
Отметим, что в данном примере функция

H(1)(x, t) = H(ψ(t, u), x, u(t), t) =
1

2
(1− t2) +

1

2
x2

является строго выпуклой по x, т. е. достаточное условие теоремы 1 не
работает.

В заключение укажем вторую формулу приращения функционала
(симметричный вариант) [7]

ΔvΦ(u) = −
∫
T

Δv(t)H(p(t, v, x(t, u)), x(t, u), u(t), t)dt.

Здесь вспомогательная вектор-функция

p(t, v, x(t, u)) = ψ(t, v) + Ψ(t, v)(x(t, u) − x(t, v))

удовлетворяет обобщенной сопряженной системе, не зависящей от тра-
ектории x(t, v)

ṗ = −Hx(p, x(t, u), v, t) −Ψ(t, v)Δv(t)f(x(t, u), u(t), t),

p(t1) = −ϕx(x(t1, u)).
Таким образом, свойство оптимальности в задаче (Q) обеспечивает
сильно p-экстремальное управление в смысле следующего условия

u(t) = argmax
w∈U

H(p(t, v, x(t, u)), x(t, u), w, t), t ∈ T, v ∈ V.

Пример 2.

Φ(u) = −1

2
x2(1) + x(1)−

1∫
0

x(t)dt → min,

ẋ = u, x(0) = 1, |u(t)| ≤ 1, t ∈ T = [0, 1].

В данном случае H(ψ, x, u) = ψu+ x, максимизирующее управление
u∗(ψ) = signψ, сопряжённые уравнения

ψ̇ = −1, ψ(1) = x(1)− 1, Ψ̇ = 0, Ψ(1) = 1 ⇒ Ψ(t) = 1.

Рассмотрим управление u(t) = 1, t ∈ T с траекториями

x(t, u) = t+ 1, ψ(t, u) = 2− t.

Оно является экстремальным: ψ(t, u) > 0.
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Проверим свойство сильной p-экстремальности:

u(t) = sign p(t, v, x(t, u)), t ∈ [0, 1], |v(t)| ≤ 1.

Соответствующее уравнение имеет вид

ṗ = −v, p(1) = x(1, u) − 1 = 1.

Следовательно,

p(t, v, x(t, u)) = 1 +

1∫
t

v(τ)dτ ≥ t, t ∈ [0, 1], |v(t)| ≤ 1.

Таким образом, условие сильной p-экстремальности выполняется:
p(t, v, x(t, u)) > 0, t ∈ (0, 1], |v(t)| ≤ 1, и управление u(t) = 1 является
оптимальным.

6. Задача управления линейной по состоянию системой

Рассмотрим задачу (P) относительно линейной по фазовому состоя-
нию системы

ẋ = A(u, t)x + b(u, t), x(t0) = x0

с общим функционалом Φ(u) и множеством допустимых управлений V .
Для управления u ∈ V с траекториями x(t, u), ψ(t, u), t ∈ T опреде-

лим матричную функцию Ψ(t, u) как решение матричной системы

Ψ̇ = −A(u(t), t)TΨ−ΨA(u(t), t)−Hxx(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t),

Ψ(t1) = −ϕxx(x(t1, u)).
Возьмём за основу формулу приращения второго порядка аппрокси-

мации [7]

ΔvΦ(u) = −
∫
T

Δv(t)H(p(t, u, x(t, v)), x(t, v), u(t), t)dt + η(u, v).

Здесь

p(t, u, x) = ψ(t, u) + Ψ(t, u)(x− x(t, u)),

η(u, v) = oϕ(‖Δx(t1)‖2)−
∫
T

oH(‖Δx(t)‖2)dt, Δx(t) = x(t, v) − x(t, u).

Остаточные величины oϕ, oH имеют следующий смысл (остатки квад-
ратичных аппроксимаций):

ϕ(x(t1, u) + Δx(t1))− ϕ(x(t1, u)) = 〈ϕx(x(t1, u)),Δx(t1)〉+
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+
1

2
〈Δx(t1), ϕxx(x(t1, u))Δx(t1)〉+ oϕ(‖Δx(t1)‖2),

H(ψ(t, u), x(t, u) + Δx(t), u(t), t) −H(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t) =

= 〈Hx[t, u],Δx(t)〉 + 1

2
〈Δx(t),Hxx[t, u]Δx(t)〉 + oH(‖Δx(t)‖2).

Сильно экстремальное управление u(t) определяется соотношением
(5.3). Достаточное условие его оптимальности описывается неравен-
ством для остаточного члена η(u, v) ≥ 0, v ∈ V , которое связано со свой-
ством терминальной функции ϕ(x) и функции Понтрягина H(ψ(t, u), x,
u(t), t) на уровне третьих производных по x.
Пример 3.

Φ(u) = x3(1) → min,

ẋ = u, x(0) = 1, |u(t)| ≤ 1, t ∈ T = [0, 1].

Рассмотрим управление u(t) = −1. Ему соответствуют траектории

x(t, u) = 1− t, ψ(t, u) = 0, Ψ(t, u) = 0, t ∈ T.

Следовательно, p(t, u, x(t, v)) = 0, т. е. управление u(t) является сильно
экстремальным. Проверим условие оптимальности. В данном случае
функция H не зависит от x, поэтому

η(u, v) = oϕ(|Δx(t1)|2) = (Δx(t1))
3.

Остаётся заметить, что

Δx(t1) = x(t1, v) − x(t1, u) ≥ 0, v ∈ V.

Таким образом, η(u, v) ≥ 0, и управление u(t) = −1 является оптималь-
ным.
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V. A. Srochko, V. G. Antonik, E. V. Aksenyushkina

Sufficient optimality conditions based on functional increment
formulas in control problems

Abstract. A typical optimal control problem with convex terminal function is consi-
dered. Sufficient optimality conditions are obtained with the help non-standard functional
increment formulas. So far, these formulas didn’t apply to construction of numerical
methods for successive improvement of auxiliary controls. A notion of strongly extremal
control is introduced for each formula. It provides the maximum for Pontryagin’s function
in regard to some set of trajectories. Strongly extremal controls are optimal ones in
linear and quadratic problems. In common case optimality of strongly extremal controls
is provided with concavity condition of Pontryagin’s function with regard phase variables.
Examples of effective realization obtained relations are given.

Keywords: optimal control problem; the maximum principle; sufficient optimality
conditions.
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