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Аннотация. В работе рассматривается задача о реализации булевых функций
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1. Введение

Э.Пост [21] получил описание семейства замкнутых (относительно
операции суперпозиции) классов функций двузначной логики и пока-
зал, что мощность этого семейства является счетной (см. также [19, 14,
7, 8, 15]). Многие результаты, имеющие место для двузначной логики,
выполняются также и для многозначных логик. Между тем имеют ме-
сто и существенные различия. Одно из таких различий состоит в том,
что множество всех замкнутых классов функций k-значной логики при
k ≥ 3 имеет континуальную мощность [20]. В связи с этим в ряде ра-
бот стали рассматриваться другие операции, являющиеся расширением
операции суперпозиции (см., например [5, 2, 11, 10, 9, 6, 12, 13]). Обзор
результатов, полученных в этом направлении, приведен в [13]. Данная
работа относится к этому направлению исследований.
В работе вводится понятие инвариантного класса — множества бу-

левых функций, содержащего все селекторные функции и замкнутого
относительно операций введения несущественных переменных и пере-
именования переменных (включая отождествление). Для заданной си-
стемы булевых функций A и заданного инвариатного класса F вводится

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 11-01-00508.
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понятие операции расширенной суперпозиции над системой A относи-
тельно класса F , отличающееся от операции суперпозиции над системой
A тем, что в качестве тривиальных формул используются не символы
переменных, а функции из F . Вводится понятие пополнения систе-
мы A относительно класса F как множества всех булевых функций,
реализуемых формулами расширенной суперпозиции над системой A
относительно класса F (обозначение [A]F ).
Как будет показано ниже, для любой системы A булевых функций и

любого инвариантного класса F выполнено равенство [A]F = [A]F , где
A = [A]. Поэтому изучение свойств семейства пополнений множеств
булевых функций относительно класса F сводится к исследованию се-
мейства пополнений замкнутых классов. Такое исследование сопряжено
с разбором большого числа случаев. В работе показывается, что изу-
чение свойств семейства пополнений замкнутых классов сводится к
изучению свойств некоторого подсемейства этого семейства.
Пусть A — замкнутый класс булевых функций. Будем называть A

разложимым, если существуют такие отличные от A замкнутые классы
B1, . . . , Bk, k ≥ 2, что A = B1∩ . . .∩Bk. Будем называть A универсально
разложимым, если существуют такие отличные от A замкнутые клас-
сы C1,. . . ,Cm, m ≥ 2, что для произвольного инвариантного класса F
выполняется соотношение [A]F = [C1]F ∩ . . . ∩ [Cm]F .
Следующая теорема, доказательству которой посвящена данная ра-

бота, дает представление о множестве универсально разложимых клас-
сов.

Теорема. Произвольный замкнутый класс булевых функций, отлич-
ный от класса1 MU , универсально разложим тогда и только тогда,
когда он разложим. КлассMU является разложимым, но не является
универсально разложимым.

В разделе 2 даются основные определения и доказываются простей-
шие свойства операции расширенной суперпозиции. В разделе 3 до-
казывается критерий выразимости функций формулами расширенной
суперпозиции. В разделе 4 доказываются вспомогательные утвержде-
ния. В разделе 5 приводится доказательство теоремы. Необходимые
определния можно найти в [16]. Обозначения для замкнутых классов
взяты согласно работам [14, 7, 15].

1 ЧерезMU здесь обозначается множество всех монотонных функций, существен-
но зависящих не более, чем от одной переменной.
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2. Определения и простейшие свойства расширенной
суперпозиции

Обозначим через P2 множество всех булевых функций. Пусть F ⊆P2.
Обозначим через F (n) множество всех функций f(x1, . . . , xn) из множе-
ства F , где n ≥ 1. Положим E = {0, 1}. Обозначим через En множество
всех наборов α̃ = (α1, . . . , αn), таких, что α1, . . . , αn ∈ E, n ≥ 1. Пусть
α̃ = (α1, . . . , αn) ∈ En, β̃ = (β1, . . . , βn) ∈ En, n ≥ 1. Набор β̃ не
превосходит набора α̃ (обозначение α̃ ≥ β̃), если для любого i, 1 ≤ i ≤ n,
выполнено неравенство αi ≥ βi. Функцию f(x1, . . . , xn) ∈ P2 будем на-
зывать селекторной, если существует такой номер i, 1 ≤ i ≤ n, что для
любого набора α̃ = (α1, . . . , αn) из En выполняется равенство f(α̃) = αi.
Будем обозначать эту функцию через xi. Будем называть функцию
f(x1, . . . , xn) ∈ P2 константой 0 (соответственно константой 1), если
она принимает значение 0 (соответственно 1) на всех наборах из En,
n ≥ 1, и обозначать через 0 (соответственно 1).
Функцию f(x1, x2, . . . , xn) будем называть двойственной к функции

f(x1, . . . , xn) (обозначение f∗(x1, . . . , xn)). Функцию f(x1, . . . , xn) будем
называть самодвойственной, если f = f∗. Пусть B ⊆ P2. Обозначим
через B∗ множество всех функций g ∈ P2, таких, что g∗ ∈ B, а через
B — множество всех функций g ∈ P2, таких, что g ∈ B.
Пусть m ≥ 2. Будем говорить, что функция f(x1, . . . , xn) удовлетво-

ряет условию < 0m > (соответственно < 1m >), если любые m наборов,
на которых f равна 0 (соответственно 1), имеют общую нулевую (со-
ответственно единичную) компоненту. Будем говорить, что функция
f(x1, . . . , xn) удовлетворяет условию < 0∞ > (соответственно < 1∞ >),
если все наборы, на которых f равна 0 (соответственно 1), имеют общую
нулевую (соответственно единичную) компоненту.
Функцию f(x1, . . . , xn) будем называть линейной, если выполняет-

ся равенство f(x1, . . . , xn) = c0 + c1x1 + . . . + cnxn, конъюнкцией, ес-
ли f(x1, . . . , xn) = c0&(c1 ∨ x1)& . . .&(cn ∨ xn), и дизъюнкцией, если
f(x1, . . . , xn) = c0 ∨ c1x1 ∨ . . . ∨ cnxn, где ci ∈ {0, 1}, i = 0, . . . , n.
Следуя работам [14, 7, 15], перечислим некоторые множества буле-

вых функций: Tc — множество всех функций, сохраняющих константу
c, где c ∈ {0, 1}; S — множество всех самодвойственных функций;
M — множество всех монотонных функций; L — множество всех ли-
нейных функций; K — множество всех конъюнкций; D — множество
всех дизъюнкций; Om — множество всех функций, удовлетворяющих
условию < 0m >, m = 2, . . . ,∞; Im — множество всех функций, удо-
влетворяющих условию < 1m >, m = 2, . . . ,∞; U — множество всех
функций, существенно зависящих не более чем от одной переменной;
C — множество всех функций, не имеющих существенных перемен-
ных. Нетрудно показать, что все перечисленные множества булевых
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функций являются замкнутыми классами относительно операций су-
перпозиции и введения несущественных переменных. Будем называеть
замкнутый класс A неконстантным, если A 
⊆ C.
Положим T01 = T0 ∩ T1. Обозначим через M1, L1, K1, D1, U1, C1,

Im1 пересечения T1 с классами M , L, K, D, U , C, Im соответственно,
через M0, L0, K0, D0, U0, C0, Om

0 пересечения T0 с классами M , L,
K, D, U , C, Om соответственно, через S01, M01, L01, K01, D01, U01

пересечения T01 с классами S, M , L, K, D, U соответственно, через
MOm, MIm, MOm

0 , MIm1 , MU пересечения M с классами Om, Im,
Om

0 , I
m
1 , U соответственно, m = 2, 3, . . . ,∞. Положим SM = S ∩ M ,

SL = S ∩ L, SU = S ∩ U .
Пусть F — множество булевых функций, содержащее все селектор-

ные функции и замкнутое относительно операций введения несуще-
ственных переменных и переименования переменных (включая отож-
дествление). Будем называть такие множества инвариантными класса-
ми. Равенство функций будем понимать с точностью до несуществен-
ных переменных, а именно, функции равны, если они имеют один и
тот же набор существенных переменных и для любого значения суще-
ственных переменных эти функции принимают одно и то же значение.
Поэтому операцию введения несущественных переменных в определе-
нии инвариантного класса можно опустить. Очевидно, что всякий за-
мкнутый класс булевых функций, отличный от классов C,C0 и C1,
является инвариантным. Необходимо подчеркнуть, что данное понятие
инвариантного класса отличается от понятия инвариантного класса,
введенного С.В.Яблонским [17, 18]. Отметим также, что инвариант-
ный класс в описанном выше смысле является инвариантным классом
в терминах, введенных в работах [4, 3].
Пусть F — инвариантный класс булевых функций, A ⊆ P2. Па-

ру таких множеств (F,A) будем называть типом булевых функций.
Определим понятие формулы над типом U = (F,A) индуктивно.
1. Выражение g(xi1 , . . . , xin), где g ∈ F ; xi1 , . . . , xin — символы пе-

ременных, n ≥ 1, является формулой над U . Такие формулы будем
называть тривиальными.
2. Пусть Φ1, . . . ,Φn — формулы над U , n ≥ 1, а f(x1, . . . , xn) ∈ A.

Выражение Φ вида f(Φ1, . . . ,Φn) является формулой над U . Будем на-
зывать Φ1, . . . ,Φn подформулами формулы Φ. Формулу Φ и все подфор-
мулы формул Φ1, . . . ,Φn будем также называть подформулами форму-
лы Φ.
Заметим, что всякая формула над типом (F,A) является формулой

над множеством F ∪A и поэтому реализует некоторую булеву функцию.
Способ реализации булевых функций нетривиальными формулами ука-
занного вида будем называть операцией расширенной суперпозиции.
Пусть (F,A) — тип булевых функций. Пополнением системы A от-

носительно F назовем множество всех булевых функций, реализуемых
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нетривиальными формулами над (F,A) (обозначение [A]F ). Отметим,
что, если F состоит только из селекторных функций, то [A]F = [A].
Будем называть тип (F,A) полным (в P2), если [A]F = P2. В работе [1]
получен критерий полноты для произвольного типа булевых функций.
Отметим следующие свойства операции расширенной суперпозиции.

Лемма 1. Для любого типа (F,A) выполнено равенство [A]F = [A]F ,
где A = [A].

Доказательство. Соотношение [A]F ⊆ [A]F очевидно. Докажем соот-
ношение [A]F ⊇ [A]F . Рассмотрим некоторую формулу Θ над типом
(F,A). Построим формулу над типом (F,A), эквивалентную форму-
ле Θ. Будем преобразовывать Θ следующим образом. Тривиальные
формулы над (F,A) являются также тривиальными формулами над
(F,A). Пусть в Θ есть подформула вида g(Φ1, . . . ,Φn), n ≥ 1, такая, что
g ∈ A, g 
∈ A и Φ1, . . . ,Φn — формулы над (F,A). Докажем, что можно
заменить эту подформулу на эквивалентную ей формулу над типом
(F,A). Пусть Ψ(x1, . . . , xn) — формула над A, реализующая функцию
g(x1, . . . , xn). Заметим, что формула g(Φ1, . . . ,Φn) эквивалентна фор-
муле Ψ(Φ1, . . . ,Φn), причем формула Ψ(Φ1, . . . ,Φn) является формулой
над типом (F,A). Таким образом, начиная от тривиальных формул,
будем заменять в формуле Θ подформулы над типом (F,A) на экви-
валентные им подформулы над типом (F,A). В конце этого процесса
получим некоторую формулу Θ′ над (F,A), эквивалентную формуле
Θ. Следовательно, любая функция из [A]F может быть реализована
формулой над типом (F,A). Значит, [A]F ⊇ [A]F .

Из леммы 1 следует, что, при исследовании пополнений систем буле-
вых функций достаточно рассматривать только пополнения замкнутых
классов. В дальнейшем при рассмотрении какого-либо типа (F,A) будем
подразумевать, что A — замкнутый класс.

Лемма 2. Пусть (F,A) — произвольный тип булевых функций, и
A = [A]. Пусть h(x1, . . . , xn) ∈ [A]F , n ≥ 1. Тогда существуют функция
g(y1, . . . , yk), k ≥ 1, принадлежащая классу A, и попарно различные
функции f1(x1, . . . , xn), . . ., fk(x1, . . . , xn) из F , такие, что

h(x1, . . . , xn) = g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn)).

Доказательство. Рассмотрим формулу Θ над типом (F,A), реализу-
ющую функцию h(x1, . . . , xn). Пусть f(xi1 , . . . , xik) — некоторая три-
виальная подформула формулы Θ, где i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}. Пусть
она реализует функцию f ′(x1, . . . , xn) из F (n) (с точностью до несуще-
ственных переменных). Обозначим через T множество всех функций,
реализуемых тривиальными подформулами формулы Θ. Пусть

T = {f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn)},
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где k ≥ 1. Сопоставим каждой функции fi ∈ T переменную yi, 1 ≤ i ≤ k.
Заменим в формуле Θ каждое вхождение тривиальной подформулы,
реализующей функцию fi, на переменную yi для всех i = 1, . . . , k.
Обозначим полученную формулу через Θ′(y1, . . . , yk). Очевидно, что
Θ′ — формула над A, реализующая некоторую функцию g(y1, . . . , yk)
из A. Подставим в g вместо каждой переменной yi соответствующую ей
функцию fi для всех i = 1, . . . , k. Получим формулу

g(f1(x1, x2, . . . , xn), . . . , fk(x1, x2, . . . , xn)).

Очевидно, что эта формула эквивалентна формуле Θ.

Лемма 3. Для произвольного типа (F,A) выполняется равенство
[A]F = ([A∗]F ∗)∗.

Доказательство. Пусть F — инвариантный класс, A— множество буле-
вых функций. Заметим, что F ∗ является инвариантным классом. Пусть
h(x1, . . . , xn) ∈ [A]F . Согласно лемме 2 функция h реализуется некото-
рой формулой над типом (F,A) вида g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn)),
k ≥ 1. Тогда формула

g∗(f∗1 (x1,. . ., xn),. . ., f
∗
k (x1, . . . , xn))=g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn)),

над (F ∗, A∗) реализует функцию, двойственную к h(x1, . . . , xn). Поэто-
му [A]F ⊆ ([A∗]F ∗)∗. Обратное включение доказывается аналогично.

Лемма 4. Пусть A и B — замкнутые классы, такие, что A = B∪ C̃,
где C̃ ∈ {C,C0, C1}, а F — инвариантный класс. Тогда выполняется
равенство [A]F = [B]F ∪ C̃.

Доказательство. Пусть h(x1, . . . , xn) ∈ [A]F , n ≥ 1. Тогда из леммы 2
следует, что существуют функция g(y1, . . . , yk) ∈ A, k ≥ 1, и функции
f1(x1, . . . , xn), . . ., fk(x1, . . . , xn) ∈ F , такие, что

h(x1, . . . , xn) = g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn)).

Тогда либо g ∈ B, либо g ∈ C̃. Если g ∈ B, то h ∈ [B]F . Если g ∈ C̃, то и
h ∈ C̃. Таким образом, [A]F ⊆ [B]F ∪ C̃. С другой стороны, [B]F ⊆ [A]F
и C̃ ⊆ [A]F , то есть [B]F ∪ C̃ ⊆ [A]F .

Лемма 5. Пусть A — замкнутый класс, F — инвариантный класс,
C̃ ∈ {C,C0, C1}. Тогда [A]F∪ ˜C = [A ∪ C̃]F∪ ˜C = [A ∪ C̃]F .

Доказательство. Заметим, что F ∪ C̃ — инвариантный класс. Очевид-
но, что любая формула над (F ∪C̃,A) эквивалентна некоторой формуле
над (F,A ∪ C̃) и наоборот. Отсюда следует утверждение леммы.
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3. Критерий выразимости функций в терминах расширенной
суперпозиции

Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, r(n) — отображение из множества R в E.
Пусть функция r(n)(x1, . . . , xn), где x1, . . . , xn — переменные, задает это
отображение. Здесь R — область определения, E — область значений
функции r(n). Функцию r(n)(x1, . . . , xn) будем называть n-местной ча-
стичной булевой функцией, определенной на множестве R. Если набор
α̃ таков, что α̃ ∈ En и α̃ 
∈ R, то будем говорить, что функция r(n) не
определена на наборе α̃.
Пусть n ≥ 1, R ⊆ En, r(x1, . . . , xn) — частичная булева функция,

определенная на множестве R. Пусть f(x1, . . . , xn) — булева функция,
такая, что для любого набора α̃ ∈ R выполнено равенство f(α̃) = r(α̃).
Будем говорить, что функция f доопределяет частичную функцию r.
Функцию f(x1, . . . , xn) будем называть доопределяющей функцией или
доопределением частичной функции r(x1, . . . , xn).
Пусть A— замкнутый класс булевых функций, n, k≥1, пусть R⊆En.

Пусть r(x1, . . . , xn) — частичная булева функция, определенная на R.
Функцию r будем называть согласованной с классом A, если существует
такое доопределение f(x1, . . . , xn) функции r, что f ∈ A. Функцию f
будем называть доопределением r в классе A.
Пусть n ≥ 1, h(x1, . . . , xn) ∈ P2, F — инвариантный класс буле-

вых функций, и F (n) = {f1, . . . , fl}, l ≥ 1. Рассмотрим множества
En={γ̃1, γ̃2, . . . , γ̃2n}, R = {δ̃1, . . . , δ̃2n}, где δ̃i = (f1(γ̃

i), . . . , fl(γ̃
i)) ∈ El,

i = 1, . . . , 2n, и частичную функцию r(x1, . . . , xl), определенную на R,
и такую, что r(δ̃i) = h(γ̃i) для всех i = 1, . . . , 2n. Назовем функцию r
декомпозицией функции h относительно класса F .
В следующей лемме формулируется критерий выразимости функций

в терминах операции расширенной суперпозиции.

Лемма 6. Пусть A — замкнутый класс булевых функций, F — ин-
вариантный класс, h(x1, . . . , xn) ∈ P2, n ≥ 1. Тогда h ∈ [A]F , если
и только если декомпозиция функции h относительно F является
согласованной с классом A.

Доказательство. Пусть h(x1, . . . , xn) ∈ [A]F , F (n) = {f1, . . . , fl}, l ≥ 1.
Пусть частичная функция r(x1, . . . , xl) является декомпозицией функ-
ции h относительно F . Из леммы 2 следует, что существует функция
g(y1, . . . , yk) ∈ A, k ≥ 1, и функции fi1 , . . . , fik ∈ F (n), такие, что форму-
ла g(fi1(x1, . . . , xn), . . . , fik(x1, . . . , xn)), реализует h. Рассмотрим булеву
функцию λ(z1, . . . , zl), такую, что для любых наборов (α1, . . . , αl) ∈ El,
(β1 . . . βk) ∈ Ek, таких, что αi1 = β1, . . . , αik = βk, имеет место ра-
венство λ(α1, . . . , αl) = g(β1, . . . , βk). Эта функция получается из g
переименованием переменных и, если k < l, введением l − k фик-
тивных переменных. Отсюда следует, что λ ∈ A. Рассмотрим формулу
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λ(f1(x1, . . . , xn), . . . , fl(x1, . . . , xn)). Она реализует функцию h и являет-
ся формулой над типом (F,A). Пусть δ̃ = (f1(γ̃), . . . , fl(γ̃)) — произволь-
ный набор из области определения функции r, где γ̃ ∈ En. Согласно
определению декомпозиции функции h относительно F выполняются
равенства λ(δ̃) = λ(f1(γ̃), . . . , fl(γ̃)) = h(γ̃) = r(δ̃). Следовательно, λ
является доопределением частичной функции r в классе A, то есть
функция r согласована с классом A.
Пусть теперь частичная функция r(x1, . . . , xn) является декомпо-

зицией функции h и согласована с классом A. Пусть g(x1, . . . , xl) —
доопределение функции r в классе A. Согласно определению деком-
позиции формула g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fl(x1, . . . , xn)) над типом (F,A)
реализует функцию h(x1, . . . , xn).

4. Вспомогательные утверждения

Следующее утверждение очевидно.

Лемма 7. Пусть A и B — замкнутые классы, C = A ∩ B, n ≥ 1.
Если частичная булева функция r согласована с классом C, то она
согласована с классами A и B.

Рассмотрим следующие критерии согласованности частичных функ-
ций с замкнутыми классами булевых функций.

Утверждение 1. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, а r(x1, . . . , xn) — частичная
функция, определенная на множестве R. Функция r является согла-
сованной с классом M тогда и только тогда, когда для любых наборов
α̃, β̃ ∈ R, таких, что α̃ ≥ β̃, выполняется неравенство r(α̃) ≥ r(β̃).

Доказательство. Пусть частичная функция r удовлетворяет условию.
Построим функцию, доопределяющую функцию r в классе M . Пусть
α̃ ∈ R, α̃ 
= (0, . . . , 0), и αj1 , . . . , αjp — все единичные компоненты набора
α̃, p ≥ 1. Сопоставим каждому ненулевому набору α̃ ∈ R функцию
gα̃(x1, . . . , xn) = xj1& . . .&xjp. Набору 0̃ = (0, . . . , 0) длины n сопоставим
функцию g

˜0 = 1. Рассмотрим функцию

h(x1, . . . , xn) =
∨

α̃∈R|r(α̃)=1

gα̃.

Очевидно, что h ∈M . На каждом наборе α̃ ∈ R, таком, что r(α̃) = 1, h
принимает единичное значение, так как gα̃(α̃) = 1. Предположим, что
на некотором наборе α̃ ∈ R, таком, что r(α̃) = 0, функция h принимает
единичное значение. Тогда найдется набор β̃ ∈ R, такой, что g˜β(α̃) = 1.
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Очевидно, что α̃ ≥ β̃. Это неравенство противоречит условию. Следова-
тельно, h является доопределением частичной функции r в классе M .
Поэтому функция r согласована с классом M .
Пусть частичная функция r согласована с классом M . Предполо-

жим, что r не удовлетворяет условию утверждения, то есть существуют
наборы α̃i и α̃j , 1 ≤ i, j ≤ k, такие, что α̃i ≥ α̃j и r(α̃i) < r(α̃j).
Тогда по определению монотонной функции любое доопределение част-
ной функции r не будет являться монотонным, откуда следует, что не
существует доопределения r в классе M . Противоречие.

Лемма 8. Пусть F — инвариантный класс, такой, что x ∈ [M ]F .
Тогда выполняется соотношение x ∈ F .

Доказательство. Пусть F (1) = {f1(x), . . . , fl(x)}, l ≥ 1. Рассмотрим
функцию h(x) = x, h ∈ [M ]F . Рассмотрим декомпозицию r(y1, . . . , yl)
функции h относительно F . Согласно лемме 6 частичная функция r со-
гласована с классом M . Рассмотрим наборы α̃ = (f1(0), f2(0), . . . , fl(0))

и β̃ = (f1(1), f2(1), . . . , fl(1)) из области определения функции r. Тогда
r(α̃) = h(0) = 1, r(β̃) = h(1) = 0. Следовательно, согласно утвер-
ждению 1 не выполняется соотношение α̃ < β̃. Поэтому существует
такое k, 1 ≤ k ≤ l, что fk(0) = 1 и fk(1) = 0, а значит fk(x) = x.

Утверждение 2. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, а r(x1, . . . , xn) — частичная
функция, определенная на множестве R. Функция r является согла-
сованной с классом S тогда и только тогда, когда для любых двух про-
тивоположных наборов α̃, β̃ ∈ R выполняется равенство r(α̃) = r(β̃).

Доказательство. Пусть частичная функция r удовлетворяет условию.
Построим доопределение функции r в классе S. Рассмотрим множество
F1 доопределяющих функций частичной функции r. Рассмотрим под-
множество F2 множества F1, содержащее все функции f(x1,. . ., xn)∈F1,
удовлетворяющие условию: если для некоторого набора α̃i ∈ R на-
бор α̃i не принадлежит R, то f(α̃i) = r(α̃i). Очевидно, что F2 
= ∅.
Рассмотрим подмножество F3 множества F2, содержащее все функции
f(x1, . . . , xn) ∈ F2, удовлетворяющие условию: для любой пары наборов
γ̃ и δ̃, таких, что γ̃ = δ̃, и ни один из них не лежит в R, выполняется
равенство f(γ̃) = f(δ̃). Заметим, что F3 
= ∅. Рассмотрим произвольную
функцию из F3. Эта функция, очевидно, будет самодвойственной и,
следовательно, искомым доопределением функции r в классе S.
Пусть частичная функция r(x1, . . . , xn) согласована с классом S.

Предположим, что она не удовлетворяет условию утверждения, то есть
существуют такие противоположные наборы α̃, β̃ ∈ R, что r(α̃) = r(β̃).
Тогда любое доопределение функции r не является самодвойственной
функцией, что противоречит согласованности r с классом S.
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Лемма 9. Пусть F — инвариантный класс, и 1 ∈ [S]F . Тогда F
содержит по крайней мере одну из функций 0, 1.

Доказательство. Пусть F (1) = {f1(x), . . . , fl(x)}, l ≥ 1. Рассмотрим
функцию h(x) = 1, h ∈ [S]F . Рассмотрим декомпозицию r(y1, . . . , yl)
функции h относительно F . Согласно лемме 6 частичная функция r
согласована с классом S. Рассмотрим наборы α̃ = (f1(0), f2(0), . . . , fl(0))

и β̃ = (f1(1), f2(1), . . . , fl(1)) из области определения функции r. То-
гда r(α̃) = h(0) = 1 и r(β̃) = h(1) = 1. Следовательно, согласно утвер-
ждению 2 наборы α̃ и β̃ не являются противоположными. Поэтому
существует такое k, 1 ≤ k ≤ l, что fk(0) = fk(1), а значит, fk(x) ∈
{0, 1}.

Утверждение 3. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, 2 ≤ m ≤ ∞, а r(x1, . . . , xn) —
частичная функция, определенная на множестве R. Функция r явля-
ется согласованной с классом Om тогда и только тогда, когда для
любого q, 1 ≤ q ≤ m, и любых q наборов α̃1, . . . , α̃q ∈ R, таких, что
r(α̃1) = . . . = r(α̃q) = 0, найдется такое j, 1 ≤ j ≤ n, что
α1
j = . . . = αq

j = 0.

Доказательство. Пусть для любого q ≤ m и любых таких q наборов
α̃1, . . . , α̃q ∈ R, что r(α̃1) = . . . = r(α̃q) = 0, найдется такое j
(1 ≤ j ≤ n), что α1

j = . . . = αq
j = 0. Построим доопределение функции

r в классе Om. Рассмотрим функцию f(x1, . . . , xn), доопределяющую
функцию r и такую, что для любого набора γ̃ 
∈ R выполняется соотно-
шение f(γ̃) = 1. Тогда f ∈ Om, и, следовательно, f является искомым
доопределением в классе Om.
Пусть функция r является согласованной с классом Om. Обозна-

чим через f(x1, . . . , xn) доопределение функции r в этом классе. Тогда
f ∈ Om. Поэтому для любого q ≤ m и любых q наборов α̃1, . . . , α̃q ∈ R,
таких, что r(α̃1) = . . . = r(α̃q) = 0, найдется такое j, 1 ≤ j ≤ n, что
α1
j = . . . = αq

j = 0.

Аналогично доказываются следующие утверждения.

Утверждение 4. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, а r(x1, . . . , xn) — частичная
функция, определенная на множестве R. Функция r является согласо-
ванной с классом T0 тогда и только тогда, когда выполняется условие:
если α̃ ∈ R и α̃i является нулевым набором, то r(α̃) = 0.

Утверждение 5. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, а r(x1, . . . , xn) — частичная
функция, определенная на множестве R. Функция r является согласо-
ванной с классом T1 тогда и только тогда, когда выполняется условие:
если α̃ ∈ R и α̃i является единичным набором, то r(α̃) = 1.
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Утверждение 6. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, а r(x1, . . . , xn) — частич-
ная функция, определенная на множестве R. Функция r является
согласованной с классом T01 тогда и только тогда, когда выполняется
условие: если α̃ ∈ R и α̃ = (c, c, . . . , c), где c ∈ {0, 1}, то r(α̃) = c

Следствие 1. Для любого инвариантного класса F выполнено равен-
ство [T01]F = [T1]F ∩ [T0]F .

Доказательство. Пусть h(x1, . . . , xn) ∈ P2, n ≥ 1. Из утверждений
4, 5, 6 следует, что условие согласованности декомпозиции функции h
относительно F с классом T01 эквивалентно одновременному выполне-
нию условий согласованности с классами T0 и T1. Применяя лемму 6,
получаем, что функция принадлежит [T01]F тогда и только тогда, когда
она принадлежит одновременно [T1]F и [T0]F .

Лемма 10. Пусть F — инвариантный класс, такой, что 1 ∈ [T0]F .
Тогда F содержит по крайней мере одну из функций 1, x.

Доказательство. Пусть F (1) = {f1(x), . . . , fl(x)}, l ≥ 1. Рассмотрим
функцию h(x) = 1, h ∈ [T0]F . Пусть r(y1, . . . , yl) — декомпозиция функ-
ции h относительно F . Согласно лемме 6 функция r согласована с клас-
сом T0. Рассмотрим набор α̃ = (f1(0), f2(0), . . . , fl(0)) из области опре-
деления функции r. Тогда r(α̃) = h(0) = 1. Следовательно, согласно
утверждению 4 набор α̃ отличен от нулевого. Поэтому существует такое
k, 1 ≤ k ≤ l, что fk(0) = 1. Следовательно, fk(x) ∈ {1, x}.

Лемма 11. Пусть F — инвариантный класс, m∈{2, 3, . . . ,∞}. Пусть
выполняется соотношение 0 ∈ [Om]F . Тогда 0 ∈ F .

Доказательство. Пусть F (1) = {f1(x), . . . , fl(x)}, l ≥ 1. Рассмотрим
функцию h(x) = 0, h ∈ [Om]F . Рассмотрим декомпозицию r(y1, . . . , yl)
функции h относительно F . Согласно лемме 6 частичная функция r со-
гласована с классом Om. Рассмотрим наборы α̃ = (f1(0), f2(0), . . . , fl(0))

и β̃ = (f1(1), f2(1), . . . , fl(1)) из области определения функции r. Тогда
r(α̃) = h(0) = 0, r(β̃) = h(1) = 0. Согласно утверждению 3 наборы
α̃ и β̃ имеют общую нулевую компоненту. Поэтому существует такое k,
1 ≤ k ≤ l, что fk(0) = fk(1) = 0.

Утверждение 7. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, а r(x1, . . . , xn) — частичная
функция, определенная на множестве R. Функция r является согла-
сованной с классом M1 тогда и только тогда, когда она является
согласованной с классами M и T1.

Доказательство. Пусть функция r(x1, . . . , xn) согласована с классами
M и T1, и выполняются соответствующие условия согласованности. По-
строим доопределение функции r в классе M1. Пусть h(x1, . . . , xn) —
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доопределение функции r в классе M . Если h(1, . . . , 1) = 1, то h явля-
ется искомым доопределением в классе T1. Пусть h(1, . . . , 1) = 0. Со-
гласно утверждению 5 единичный набор не входит в область опреде-
ления функции r. Поскольку h ∈ M , то h = 0. Рассмотрим функцию
g(x1, . . . , xn) = x1& . . .&xn. Она принимает те же значения, что и функ-
ция h, на всех наборах, кроме единичного. Поскольку единичный набор
не входит в область определения функции r, то g является ее доопре-
делением в классе M1. Следовательно, r согласована с классом M1. В
обратную сторону утверждение следует из леммы 7.

Аналогично доказывается следующее утверждение.

Утверждение 8. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, а r(x1, . . . , xn) — частичная
функция, определенная на множестве R. Функция r является согла-
сованной с классом M01 тогда и только тогда, когда она является
согласованной с классами M , T0 и T1.

Следствие 2. Для любого инвариантного класса F выполнены равен-
ства [M1]F = [M ]F ∩ [T1]F , [M01]F = [M ]F ∩ [T1]F ∩ [T0]F .

Утверждение 9. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, 2 ≤ m ≤ ∞, а r(x1, . . . , xn) —
частичная функция, определенная на множестве R. Функция r явля-
ется согласованной с классом Om

0 тогда и только тогда, когда она
является согласованной с классами Om и T0.

Доказательство. Пусть частичная функция r(x1, . . . , xn) согласована
с классами Om и T0, и выполняются соответствующие условия согласо-
ванности. Построим доопределение функции r в классе Om

0 . Рассмот-
рим множество F1 доопределяющих функций частичной функции r.
Рассмотрим подмножество F2 множества F1, содержащее все функции
f ∈ F1, такие, что f(0, . . . , 0) = 0. Из утверждения 4 следует, что, если
существует набор α̃ ∈ R, такой, что α̃ = (0, . . . , 0), то r(α̃) = 0. Следо-
вательно, F2 
= ∅. Рассмотрим подмножество F3 множества F2, содер-
жащее все функции f ∈ F2, принимающие на всех наборах, отличных
от нулевого и не принадлежащих множеству R, единичное значение.
Заметим, что существует ровно одно доопределение, удовлетворяющее
этим свойствам, то есть множество F3 состоит из одной функции. Обо-
значим эту функцию через f(x1, . . . , xn). Согласно лемме 3 любые q
наборов, где q ≤ m, на которых f принимает нулевое значение, имеют
общую нулевую компоненту. Следовательно, f ∈ Om

0 , то есть f является
искомым доопределением в классе Om

0 .
В обратную сторону утверждение следует из леммы 7.

Следствие 3. Пусть 2 ≤ m ≤ ∞. Для любого инвариантного класса
F выполнено равенство [Om

0 ]F = [Om]F ∩ [T0]F .
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Утверждение 10. Пусть R⊆En, n≥1, 2 ≤ m ≤ ∞, а r(x1, . . . , xn) —
частичная функция, определенная на множестве R. Функция r явля-
ется согласованной с классом MOm тогда и только тогда, когда она
является согласованной с классами Om и M .

Доказательство. Пусть частичная функция r является согласованной
с классами Om и M , и выполняются соответствующие условия согла-
сованности. Построим доопределение функции r в классе MOm. Рас-
смотрим множество F1 доопределяющих функций частичной функции
r. Рассмотрим множество Γ всех наборов γ̃ длины n, удовлетворяю-
щих условию: существует набор α̃ ∈ R, такой, что r(α̃) = 0 и γ̃ ≤ α̃.
Рассмотрим подмножество F2 множества F1, содержащее все функции
f ∈ F1, такие, что f(γ̃) = 0 для всех наборов γ̃ ∈ Γ. Согласно условию
согласованности с классом M для любых двух наборов α̃, β̃ ∈ R, та-
ких, что α̃ ≥ β̃, выполняется соотношение r(α̃) ≥ r(β̃). Отсюда следует,
что множество Γ не содержит набора δ̃ ∈ R, такого, что r(δ̃) = 1.
Следовательно, F2 
= ∅. Рассмотрим подмножество F3 множества F2,
содержащее все функции f ∈ F2, принимающие на всех наборах, не при-
надлежащих множеству R∪Γ, единичное значение. Заметим, что суще-
ствует ровно одно доопределение, удовлетворяющее этим свойствам, то
есть множество F3 состоит из одной функции. Обозначим эту функцию
через f(x1, . . . , xn). Докажем, что f ∈MOm.
Докажем, что f ∈ M . Пусть δ̃1 и δ̃2 — различные наборы длины n,

такие, что δ̃1 > δ̃2. Докажем, что f(δ̃1) ≥ f(δ̃2). Предположим против-
ное. Пусть f(δ̃1) = 0, f(δ̃2) = 1. Тогда в силу согласованности функции
r с классомM хотя бы один из этих наборов не принадлежит множеству
R. Возможны три различных случая.
Пусть δ̃1 ∈ R, δ̃2 
∈ R. Тогда δ̃2 
∈ Γ, поскольку f(γ̃) = 0 для любого

набора γ̃ ∈ Γ. Набор δ̃2 принадлежит множеству Γ по определению
этого множества, поскольку δ̃1 ∈ R, δ̃1 > δ̃2, f(δ̃1) = 0. Противоречие.
Пусть δ̃1 
∈ R, δ̃2 ∈ R. Тогда δ̃1 ∈ Γ, поскольку f(γ̃) = 1 для любого

набора γ̃ 
∈ R ∪ Γ. Поскольку δ̃1 ∈ Γ, то существует такое α̃ ∈ R, что
r(α̃) = 0 и δ̃1 ≤ α̃. Заметим, что α̃ ≥ δ̃1 ≥ δ̃2, f(α̃) = 0, f(δ̃2) = 1.
Поэтому согласно утверждению 1 функция r не согласована с классом
M , поскольку α̃, δ̃2 ∈ R. Противоречие.
Пусть δ̃1 
∈ R, δ̃2 
∈ R. Тогда δ̃1 ∈ Γ, поскольку f(γ̃) = 1 для любого

набора γ̃ 
∈ R ∪ Γ, а δ̃2 
∈ Γ, поскольку f(γ̃) = 0 для любого набора
γ̃ ∈ Γ. Рассмотрим набор α̃ ∈ R, такой, что r(α̃) = 0 и δ̃1 ≤ α̃. Такой
набор существует, поскольку δ1 ∈ Γ. Тогда δ2 ≤ δ1 ≤ α. Поэтому δ2 ∈ Γ.
Противоречие.
Следовательно, предположение не верно, и f ∈M .
Докажем, что f ∈ Om. Пусть δ̃1, . . . , δ̃q — различные наборы длины

n, такие, что f(δ̃1) = . . . = f(δ̃q) = 0, q ≤ m. Заметим, что δ̃i ∈ R ∪ Γ
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для любого i, 1 ≤ i ≤ q. Тогда по определению множества Γ существуют
такие наборы α̃1, . . . , α̃q ∈ R, что для любого i, 1 ≤ i ≤ q, выполняются
соотношения α̃i ≥ δ̃i и f(α̃i) = r(α̃i) = 0. Тогда согласно критерию
согласованности с классом Om наборы α̃1, . . . , α̃q имеют общую нулевую
компоненту. Поскольку α̃i ≥ δ̃i для любого i, 1 ≤ i ≤ q, то наборы
δ̃1, . . . , δ̃q также имеют общую нулевую компоненту. Следовательно, f ∈
Om.
Итак, f ∈MOm, то есть f является искомым доопределением.
В обратную сторону утверждение следует из леммы 7.

Следствие 4. Для любого инвариантного класса F выполнено равен-
ство [MOm]F = [Om]F ∩ [M ]F .

Утверждение 11. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, а r(x1, . . . , xn) — частич-
ная функция, определенная на множестве R. Функция r(x1, . . . , xn)
является согласованной с классом S01 тогда и только тогда, когда
она является согласованной с классами S и T01.

Доказательство. Пусть частичная функция r является согласованной
с классами S и T01, и выполняются соответствующие условия согласо-
ванности. Построим доопределение функции r в классе S01. Рассмот-
рим множество F1 доопределяющих функций частичной функции r.
Очевидно, что F1 
= ∅. Рассмотрим подмножество F2 множества F1,
содержащее все функции f ∈ F1, принимающие на нулевом и единич-
ном наборах нулевое и единичное значения соответственно. Заметим,
что согласно утверждению 6, если существует такой набор α̃ ∈ R, что
α̃ = (c, . . . , c) ∈ R, c ∈ {0, 1}, то r(α̃) = c. Поэтому F2 
= ∅. Рассмот-
рим подмножество F3 множества F2, содержащее все функции f ∈ F2,
удовлетворяющие условиям: если для набора γ̃ длины n, отличного от
нулевого и единичного, выполняются соотношения γ̃ ∈ R и γ̃ 
∈ R,
то f(γ̃) = f(γ̃), и, если для набора δ̃ = (δ1, . . . , δn), отличного от ну-
левого и единичного, выполняются соотношения δ̃ 
∈ R и δ̃ 
∈ R, то
f(δ̃) = δ1. Очевидно, что F3 
= ∅. Рассмотрим произвольную функцию
f(x1, . . . , xn) ∈ F3. Несложно видеть, что f ∈ S01, то есть f является
искомым доопределением в классе S01.
В обратную сторону утверждение следует из леммы 7.

Следствие 5. Для любого инвариантного класса F выполнено равен-
ство [S01]F = [S]F ∩ [T0]F ∩ [T1]F .

Утверждение 12. Пусть R ⊆ En, n ≥ 1, а r(x1, . . . , xn) — частичная
функция, определенная на множестве R. Функция r является согла-
сованной с классом SM тогда и только тогда, когда она является
согласованной с классами M , O2 и I2.
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Доказательство. Пусть частичная функция r является согласованной
с классамиM , O2 и I2, и выполняются соответствующие условия согла-
сованности. Построим доопределение функции r в классе SM . Рассмот-
рим множество F1 доопределяющих функций частичной функции r.
Очевидно, что F1 
= ∅. Пусть γ̃ — набор длины n, такой, что существует
набор α̃ ∈ R, такой, что γ̃ ≥ α̃, r(α̃) = 1. Множество всех таких наборов
обозначим через Γ1. Заметим, что Γ1 может быть пустым множеством.
Рассмотрим подмножество F2 множества F1, содержащее все функции
f ∈ F1, такие, что для любого набора γ̃ ∈ Γ1 выполняется соотноше-
ние f(γ̃) = 1. В силу согласованности функции r с классом M , для
произвольной функции f(x1, . . . , xn) ∈ F1 и для любых двух наборов
α̃, β̃ ∈ R, таких, что α̃ ≥ β̃, выполняется соотношение f(α̃) ≥ f(β̃).
Следовательно, F2 
= ∅. Пусть γ̃ — набор длины n, такой, что суще-
ствует набор α̃ ∈ R, такой, что γ̃ ≤ α̃, r(α̃) = 0. Множество всех таких
наборов обозначим через Γ0. Рассмотрим подмножество F3 множества
F2, содержащее все функции f ∈ F2, такие, что для любого набора
γ̃ ∈ Γ0 выполняется равенство f(γ̃) = 0. Аналогично доказывается, что
F3 
= ∅. Несложно видеть, что R ∈ Γ0 ∪ Γ1, Γ0 ∩ Γ1 = ∅.
Докажем, что множество Γ0 не содержит двух противоположных на-

боров. Предположим противное. Пусть существует такой набор γ̃ ∈ Γ0,
что θ̃ = γ̃ ∈ Γ0. Согласно определению множества Γ0 существуют
такие наборы α̃, β̃ ∈ R, что α̃ ≥ γ̃, β̃ ≥ θ̃, r(α̃) = r(β̃) = 0. По-
скольку наборы γ̃ и θ̃ не имеют общей нулевой компоненты, то и наборы
α̃ и β̃ не имеют общей нулевой компоненты. Следовательно, функция
r не согласована с классом O2. Противоречие. Значит, в множестве Γ0

нет двух противоположных наборов. Аналогично доказывается, что в
множестве Γ1 нет двух противоположных наборов.
Пусть Γ0 — множество всех таких наборов δ̃, что существует набор

γ̃ ∈ Γ0, такой, что δ̃ = γ̃. Аналогично определим множество Γ1. Из
доказанного ранее следует, что Γ0 ∩ Γ0 = ∅, Γ1 ∩ Γ1 = ∅. Поскольку
Γ0 ∩ Γ1 = ∅, то Γ0 ∩ Γ1 = ∅.
Рассмотрим подмножество F4 множества F3, содержащее все функ-

ции f ∈ F3, такие, что на всех наборах из Γ0 функция f принимает
единичное значение, а на всех наборах из Γ1 — нулевое значение. Из
соотношений Γ0∩Γ1 = ∅, Γ0∩Γ1 = ∅, Γ0∩Γ0 = ∅, Γ1∩Γ1 = ∅ следует,
что F4 
= ∅.
Докажем, что для любых наборов γ̃ и δ̃, таких, что γ̃ ∈ Γ1 ∪ Γ0

и δ̃ ≥ γ̃, выполняется соотношение δ̃ ∈ Γ1 ∪ Γ0. Действительно, если
γ̃ ∈ Γ1, то это утверждение выполняеся по определению множества
Γ1. Если же γ̃ ∈ Γ0, то γ̃ ∈ Γ0, δ̃ ≤ γ̃, откуда по определению класса Γ0

следует, что δ̃ ∈ Γ0, то есть δ̃ ∈ Γ0. Аналогично доказывается, что,
для любых наборов γ̃ и δ̃, таких, что γ̃ ∈ Γ0 ∪Γ1 и δ̃ ≤ γ̃, выполняется
соотношение δ̃ ∈ Γ0 ∪ Γ1.
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Рассмотрим множество Λ = En\(Γ1∪Γ0∪Γ1∪Γ0). Несложно видеть,
что для любого набора α̃ ∈ Λ выполняется соотношение α̃ ∈ Λ. Обозна-
чим, через Λ1 множество всех наборов из множества Λ, в которых более
n
2 единичных компонент либо ровно

n
2 единичных компонент и первая

компонента равна 1. Положим Λ0 = Λ\Λ1. Очевидно, что если α̃ ∈ Λ0,
то α̃ ∈ Λ1.
Рассмотрим подмножество F5 множества F4, содержащее все функ-

ции f ∈ F4, такие, что на каждом наборе из Λ1 функция f принимает
единичное значение, а на каждом наборе из Λ0 — нулевое. Очевидно,
что F5 содержит ровно одну функцию. Обозначим ее через f(x1, . . . , xn).
Докажем, что f ∈ M . Предположим противное. Тогда существуют

такие два набора γ̃0 и γ̃1, что γ̃0 > γ̃1, f(γ̃0) = 0, f(γ̃1) = 1. Согласно
доказанному ранее выполняется соотношение γ̃1 
∈ Γ1 ∪ Γ0, поскольку
иначе бы выполнялось соотношение γ̃0 ∈ Γ1∪Γ0, то есть f(γ̃0) = 1 (т. к.
f ∈ F4). Аналогично доказывается, что γ̃0 
∈ Γ0 ∪ Γ1. Отсюда следует,
что γ̃0 ∈ Λ0, γ̃1 ∈ Λ1. Но тогда либо γ̃1 содержит больше единичных
компонент, чем γ̃0, либо у γ̃1 единичная первая компонента, а у γ̃0
нулевая. Следовательно, соотношение γ̃0 > γ̃1 не верно. Противоречие.
Следовательно, f ∈M .
Докажем, что f ∈ S. Предположим противное. Тогда существуют

такие два набора γ̃0 и γ̃1, что γ̃0 = γ̃1, f(γ̃0) = f(γ̃1). Не умаляя общ-
ности, будем полагать, что f(γ̃0) = f(γ̃1) = 1. Тогда либо γ̃1 ∈ Γ1 ∪Γ0,
либо γ̃1 ∈ Λ1. Отсюда следует, что либо γ̃0 ∈ Γ0 ∪ Γ1, либо γ̃0 ∈ Λ0.
Следовательно, f(γ̃1) = 0. Противоречие. Следовательно, f ∈ S.
Таким образом, f ∈ SM , то есть f является искомым дополнением.
В обратную сторону утверждение следует из леммы 7.

Следствие 6. Для любого инвариантного класса F выполнено равен-
ство [SM ]F = [M ]F ∩ [O2]F ∩ [I2]F .

Дальнейшие утверждения об универсальной разложимости замкну-
тых классов доказываются без привлечения понятия согласованности.

Утверждение 13. Для любого инвариантного класса F выполнено
равенство [L0]F = [L]F ∩ [T0]F .

Доказательство. Соотношение [L0]F ⊆ [L]F ∩ [T0]F следует из лемм 6
и 7.
Пусть F ⊆ T0. Очевидно, что [T0]F = T0. Рассмотрим произволь-

ную функцию h(x1, . . . , xn), n ≥ 1, из [L]F ∩ [T0]F . Заметим, что
h ∈ [T0]F = T0. Поскольку h ∈ [L]F , то согласно лемме 2 суще-
ствуют такие функции f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn) ∈ F , k ≥ 1, что
h = f1 + . . . + fk + c, где c ∈ {0, 1}. Поскольку h, f1, . . . , fk ∈ T0, то
c = 0. Поэтому h ∈ [L0]F .
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Пусть F 
⊆ T0. Рассмотрим произвольную функцию h(x1, . . . , xn),
n ≥ 1, из [L]F ∩ [T0]F . Докажем соотношение h ∈ [L0]F . Предпо-
ложим противное. Пусть h 
∈ [L0]F . Из соотношения h ∈ [L]F следует,
что существуют функции f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn) ∈ F , k ≥ 1,
такие, что h(x1, . . . , xn) = f1(x1, . . . , xn) + . . . + fk(x1, . . . , xn) + 1. По-
скольку F 
⊆ T0, то существует такая функция f(x1, . . . , xn) ∈ F , что
f(0, . . . , 0) = 1. Рассмотрим функцию g(x) = f(x, . . . , x). Заметим,
что g ∈ F и g(0) = 1. Поэтому либо 1 ∈ F , либо x ∈ F .
Пусть 1 ∈ F . Тогда существует такая функция fk+1(x1, . . . , xn) ∈ F ,

что fk+1 = 1, откуда следует равенство h = f1+. . .+fk+fk+1. Поэтому
h ∈ [L0]F . Противоречие. Пусть теперь x ∈ F . Тогда существуют такие
функции fk+1(x1, . . . , xn), fk+2(x1, . . . , xn) ∈ F , что fk+1 = x1, fk+2 =
x1, откуда следует равенство h = f1 + . . . + fk + fk+1 + fk+2. Поэтому
h ∈ [L0]F . Противоречие. Следовательно, предположение неверно, и h ∈
[L0]F . Таким образом, имеет место соотношение [L]F ∩ [T0]F ⊆ [L0]F .

Утверждение 14. Для любого инвариантного класса F выполнено
равенство [SL]F = [L]F ∩ [S]F .

Доказательство. Соотношение [SL]F⊆[L]F∩[S]F следует из лемм 6 и 7.
Пусть h(x1, . . . , xn) ∈ [L]F ∩ [S]F , n ≥ 1. Докажем, что h ∈ [SL]F .

Пусть h 
∈ [SL]F . Поскольку h ∈ [L]F и h 
∈ [SL]F , то существуют такие
функции f1(x1, . . . , xn), . . . , f2k(x1, . . . , xn) ∈ F , k ≥ 0, что

h(x1, . . . , xn) = f1(x1, . . . , xn) + . . .+ f2k(x1, . . . , xn) + c, c ∈ {0, 1}.

Рассмотрим следующие два случая.
Пусть существует такая функция f(x1, . . . , xn) ∈ F , что верно равен-

ство f(0, . . . , 0) = f(1, . . . , 1). Рассмотрим функцию g(x) = f(x, . . . , x).
Заметим, что g ∈ F и g ∈ {0, 1}. Значит, существует такая функция
f2k+1(x1, . . . , xn) ∈ F , что f2k+1 = c′, где c′ ∈ {0, 1}. Следовательно,
h = f1 + . . .+ f2k + f2k+1 + (c+ c′). Поэтому h ∈ [SL]F . Противоречие.
Пусть теперь для любой функции f(x1, . . . , xn) ∈ F выполняется

равенство f(0, . . . , 0) = f(1, . . . , 1). Тогда

h(0, . . . , 0) = f1(0, . . . , 0) + . . . + f2k(0, . . . , 0) + c =

= (f1(1, . . . , 1) + 1) + . . .+ (f2k(1, . . . , 1) + 1) + c =

= f1(1, . . . , 1) + . . .+ f2k(1, . . . , 1) + c = h(1, . . . , 1).

Таким образом, h(0, . . . , 0) = h(1, . . . , 1). Из соотношения h ∈ [S]F и
леммы 2 следует, что существуют такая функция g(x1, . . . , xm) ∈ S,
m ≥ 1, и такие функции r1(x1, . . . , xn), . . . , rm(x1, . . . , xn) ∈ F , что h =
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g(r1, . . . , rm). Имеют место следующие равенства:

h(0, . . . , 0) = g(r1(0, . . . , 0), . . . , rm(0, . . . , 0)) =

= g(r1(1, . . . , 1), . . . , rm(1, . . . , 1)) =

= g(r1(1, . . . , 1), . . . , rm(1, . . . , 1)) = h(1, . . . , 1),

что противоречит доказанному ранее равенству.
В обоих случаях получено противоречие предположению о том, что

h 
∈ [SL]F . Следовательно, предположение не верно, и выполняется со-
отношение h ∈ [SL]F .

Утверждение 15. Для любого инвариантного класса F выполнено
равенство [L01]F = [L0]F ∩ [L1]F ∩ [S]F .

Доказательство. Соотношение [L01]F ⊆ [L0]F ∩ [L1]F ∩ [S]F следует
из лемм 6 и 7.
Пусть h(x1, . . . , xn) ∈ [L0]F ∩ [L1]F ∩ [S]F , n ≥ 1. Докажем, что име-

ет место соотношение h ∈ [L01]F . Пусть h 
∈ [L01]F . Тогда из соотно-
шений h ∈ [L0]F и h 
∈ [L01]F следует существование таких функций
f1(x1, . . . , xn), . . . , f2k(x1, . . . , xn) ∈ F , k ≥ 0, что

h(x1, . . . , xn) = f1(x1, . . . , xn) + . . .+ f2k(x1, . . . , xn).

Из соотношений h ∈ [L1]F , h 
∈ [L01]F и леммы 2 следует существование
таких функций f ′1(x1, . . . , xn), . . . , f ′2m(x1, . . . , xn) ∈ F , m ≥ 0, что

h(x1, . . . , xn) = f ′1(x1, . . . , xn) + . . .+ f ′2m(x1, . . . , xn) + 1.

Рассмотрим следующие два случая.
Пусть существует такая функция f(x1, . . . , xn) ∈ F , что верно равен-

ство f(0, . . . , 0) = f(1, . . . , 1). Рассмотрим функцию g(x) = f(x, . . . , x).
Заметим, что g ∈ F и g ∈ {0, 1}. Значит, F содержит либо функцию
f2k+1(x1, . . . , xn), такую, что f2k+1 = 0, либо функцию f ′2m+1(x1, . . . , xn),
такую, что f ′2m+1 = 1. Поэтому либо h = f1 + . . . + f2k + f2k+1, либо
h = f ′1 + . . . + f ′2m + f ′2m+1. Следовательно, h ∈ [L01]F . Противоречие.
Пусть теперь для любой функции f(x1, . . . , xn) ∈ F выполняется

равенство f(0, . . . , 0) = f(1, . . . , 1). Тогда

h(0, . . . , 0) = f1(0, . . . , 0) + . . .+ f2k(0, . . . , 0) =

= (f1(1, . . . , 1) + 1) + . . . + (f2k(1, . . . , 1) + 1) =

= f1(1, . . . , 1) + . . .+ f2k(1, . . . , 1) = h(1, . . . , 1).

Таким образом, h(0, . . . , 0) = h(1, . . . , 1). Из соотношения h ∈ [S]F сле-
дует, что существуют такая функция g(x1, . . . , xm) ∈ S, m ≥ 1, и такие
функции r1(x1, . . . , xn), . . . , rm(x1, . . . , xn) ∈ F , что h = g(r1, . . . , rm).
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Тогда

h(0, . . . , 0) = g(r1(0, . . . , 0), . . . , rm(0, . . . , 0)) =

= g(r1(1, . . . , 1), . . . , rm(1, . . . , 1)) =

= g(r1(1, . . . , 1), . . . , rm(1, . . . , 1)) = h(1, . . . , 1),

что противоречит доказанному ранее равенству.
В обоих случаях получено противоречие предположению о том, что

h 
∈ [L01]F . Следовательно, предположение не верно, и выполняется со-
отношение h ∈ [L01]F .

Утверждение 16. Для любого инвариантного класса F выполнены
равенства [D0]F = [T0]F ∩ [D]F .

Доказательство. Соотношение [D0]F ⊆ [T0]F ∩ [D]F следует из лемм
6 и 7.
Докажем соотношение [T0]F ∩ [D]F ⊆ [D0]F . Пусть 1 ∈ F . Тогда

согласно лемме 5 выполняются равенства [D0]F = [D0 ∪ C1]F = [D]F ,
откуда следует требуемое соотношение.
Пусть 1 
∈ F . Предположим, что [T0]F ∩ [D]F 
⊆ [D0]F . Следова-

тельно, [D0]F 
= [D]F . Из леммы 4 следует равенство [D]F = [D0]F ∪C1.
Поскольку [D0]F 
= [D]F , то C1 
⊆ [D0]F . Значит, C1 ⊆ [T0]F . Отсю-
да и из соотношения 1 
∈ F согласно лемме 10 следует, что x ∈ F .
Несложно видеть, что x∨x = 1 ∈ [D0]F . Противоречие. Следовательно,
[T0]F ∩ [D]F ⊆ [D0]F .

Аналогично доказывается следующее утверждение.

Утверждение 17. Для любого инвариантного класса F выполнено
равенство [MOm

0 ]F = [T0]F ∩ [MOm]F .

Утверждение 18. Для любого инвариантного класса F выполнено
равенство [SU ]F = [S]F ∩ [U ]F .

Доказательство. Соотношение [SU ]F ⊆ [S]F ∩ [U ]F следует из лемм
6 и 7.
Докажем соотношение [S]F ∩ [U ]F ⊆ [SU ]F . Пусть C̃ ∈ {C0, C1}

и C̃ ⊆ F . Заметим, что в этом случае согласно лемме 5 выполняет-
ся равенство [SU ]F = [SU ∪ C̃]F . Значит, [SU ]F = [U ]F , откуда следует
требуемое соотношение.
Пусть 1 
∈ F , 0 
∈ F . Предположим, что [S]F ∩ [U ]F 
⊆ [SU ]F . Тогда

[SU ]F 
= [U ]F . Из леммы 4 следует равенство [U ]F = [SU ]F ∪ C.
Поскольку [S]F ∩ [U ]F 
⊆ [SU ]F , то либо 0 
∈ [SU ]F и 0 ∈ [S]F ∩ [U ]F ,
либо 1 
∈ [SU ]F и 1 ∈ [S]F ∩ [U ]F . Не умаляя общности будем считать,
что 1 
∈ [SU ]F и 1 ∈ [S]F ∩ [U ]F . Значит, 1 ∈ [S]F . Отсюда согласно
лемме 9 следует, что 0 ∈ F или 1 ∈ F . Противоречие. Следовательно,
[S]F ∩ [U ]F ⊆ [SU ]F .
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Утверждение 19. Пусть A и B — замкнутые классы, такие, что
A 
= B, A = B ∩ Om, B = A ∪ C0, m ∈ {2, . . . ,∞}. Тогда для любого
инвариантного класса F выполнено равенство [A]F = [B]F ∩ [Om]F .

Доказательство. Соотношение [A]F ⊆ [Om]F ∩ [B]F следует из лемм
6 и 7.
Докажем соотношение [Om]F ∩ [B]F ⊆ [A]F . Пусть 0 ∈ F . Тогда

согласно лемме 5 выполняются равенства [A]F = [A ∪ C0]F = [B]F ,
откуда следует требуемое соотношение.
Пусть 0 
∈ F . Предположим, что [Om]F ∩ [B]F 
⊆ [A]F . Следова-

тельно, [A]F 
= [B]F . Из леммы 4 следует равенство [B]F = [A]F ∪ C0.
Поскольку [A]F 
= [B]F , то 0 
∈ [A]F . Значит, 0 ∈ [Om]F . Отсюда со-
гласно лемме 11 следует, что 0 ∈ F . Противоречие. Следовательно,
[Om]F ∩ [B]F ⊆ [A]F .

Следствие 7. Для любого инвариантного класса F выполнены равен-
ства

[D1]F = [D]F ∩ [O2]F , [D01]F = [D0]F ∩ [O2]F ,

[U1]F = [MU ]F ∩ [O2]F , [U01]F = [U0]F ∩ [O2]F ,

[C1]F = [C]F ∩ [O2]F .

Доказательство. Заметим, что имеют место соотношения D1=D∩O2,
D = D1 ∪ C0. Из утверждения 19 следует, что [D1]F = [D]F ∩ [O2]F .
Остальные равенства доказываются аналогично.

5. Доказательство критерия универсальной разложимости

В приведенных выше утверждениях критерий универсальной разло-
жимости доказан для большинства случаев. Опираясь на эти утвержде-
ния докажем теперь сформулированную в разделе 1 теорему.
Пусть A — универсально разложимый замкнутый класс булевых

функций. Тогда существуют такие отличные от A замкнутые классы
C1,. . . ,Cm, m ≥ 2, что для произвольного инвариантного класса F
выполняется соотношение [A]F = [C1]F ∩ . . . ∩ [Cm]F . Из этого со-
отношения следует равенство A = C1 ∩ . . . ∩ Cm, откуда следует, что
любой универсально разложимый класс является разложимым.
Докажем, что любой разложимый класс является универсально раз-

ложимый. Пусть A — разложимый замкнутый класс. Нетрудно пока-
зать (см., например, [21, 19, 15]), что множество разложимых замкну-
тых классов булевых функций, отличных от классаMU , исчерпывается
следующим списком:
1) M1, M01, T01;
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2) MOm, Om
0 , MOm

0 , m = 2, 3, . . . ,∞;
3) S01, SM ;
4) L0, L01, SL;
5) D1, D0, D01, U1, U01, C1, SU ;
6) M0, MIm, Im1 , MIm1 , K1, K0, K01, L1, U0, C0, m = 2, 3, . . . ,∞.
Пусть A — один из классов первой группы. Если A = T01, то утвер-

ждение теоремы следует из следствия 1; если A =M1 или A =M01, то
из следствия 2.
Пусть A — один из классов второй группы. Если A = Om

0 , то утвер-
ждение теоремы следует из следствия 3; если A = MOm, то из след-
ствия 4; если A =MOm

0 , то из утверждения 17 (2 ≤ m ≤ ∞).
Пусть A — один из классов третьей группы. Если A = S01, то утвер-

ждение теоремы следует из следствия 5; если A = SM , то из следствия
6.
Пусть A — один из классов четвертой группы. Если A = L0, то

утверждение теоремы следует из утверждения 13; если A = SL, то из
утверждения 14; если A = L01, то из утверждения 15.
Пусть A — один из классов пятой группы. Если A = D0, то утвер-

ждение теоремы следует из утверждения 16; если A = SU , то из утвер-
ждения 18; если A ∈ {D1,D01, U1, U01, C1}, то из следствия 7.
Пусть A — один из классов шестой группы. Тогда утверждение тео-

ремы следует из доказанных ранее случаев и принципа двойственности.
Докажем теперь, что класс MU не является универсально разло-

жимым. Пусть F — множество всех булевых функций, получаемых из
функций 0, 1, x, x + 1, x → y, x + y, x&y, x&y операциями введения
несущественных переменных и переименования переменных (включая
отождествление). Очевидно, что F является инвариантным классом.
Пусть h(x, y) = x+y+1. Заметим, что [MU ]F = F . Поэтому h 
∈ [MU ]F .
Докажем, что для любого замкнутого класса A, такого, что MU ⊂ A,
имеет место соотношение h ∈ [A]F . Докажем это утверждение для
классов U , K и D. Заметим, что имеют место соотношения

h(x, y) = (x+ y) + 1 = (x→ y)&(y → x) = (x&y) ∨ (x&y).

Поэтому h ∈ [U ]F , h ∈ [K]F , h ∈ [D]F . Заметим, что для любого
замкнутого класса A, такого, что MU ⊂ A, выполняется одно из со-
отношений [U ]F ⊆ [A]F , [K]F ⊆ [A]F , [D]F ⊆ [A]F . Поэтому h ∈ [A]F .
Таким образом, не существует таких отличных отMU замкнутых клас-
сов C1,. . . ,Cm, m ≥ 2, что для произвольного инвариантного класса F
выполняется соотношение [MU ]F = [C1]F ∩ . . .∩ [Cm]F . Следовательно,
класс MU не является универсально разложимым. Теорема доказана.
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Criteria of decomposability of the Post’s clones

Abstract. Problem of realization of Boolean functions using the formulas of special
kind is considered in this paper. Notion of completion of the systems of Boolean functions
is introduced. Criteria of decomposability of the completions to the intersection of simpler
completions is obtained.
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