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Аннотация. Рассматривается проблема сравнения булевых базисов. В данном
случае базисы сравниваются по сложности представлений булевых функций тер-
мами (формулами). На множестве всех базисов вводится определенным образом
частичный порядок, относительно которого получается структура классов эквива-
лентности базисов. Известно, что критерием эквивалентности двух базисов является
взаимная бесповторная выразимость функций одного базиса через функции другого,
а добавление к базису слабоповторной в нем функции позволяет не только расши-
рить его, увеличивая возможности по реализации булевых функций термами, но и
делает расширение минимальным, позволяя исследовать базисы по сложности пред-
ставлений булевых функций термами. Таким образом, задача описания структуры
классов эквивалентности базисов свелась к нахождению слабоповторных функций
в конкретных базисах.

Базис {∨, ·,−, 0, 1} является наибольшим элементом при этом частичном по-
рядке, а класс эквивалентности этого базиса образует нулевой ярус структуры.
Усилиями нескольких авторов были получены описание базисов первого яруса и
частичное описание базисов второго. В этой статье дано описание слабоповторных
булевых функций в одной базисе в терминах обобщенной однотипности, которое
завершает описание базисов второго яруса.
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Введение

Настоящая работа посвящена проблеме сравнения базисов по слож-
ности представлений булевых функций термами. Вначале дадим необ-
ходимые для понимания определения, все неопределяемые понятия мо-
жно найти, например, в [6].
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Под базисом понимаем конечную полную систему булевых функций.
Булева функция называется бесповторной в базисе B, если ее мож-
но представить в этом базисе термом, в котором каждая переменная
встречается не более одного раза. В противном случае, она называется
повторной в B. Булева функция называется слабоповторной в бази-
се B, если ее любая остаточная подфункция является бесповторной,
а сама она повторнa в базисе B. Под сложностью L(Φ) терма Φ по-
нимаем число всех вхождений переменных в Φ. Сложностью LB(f)
булевой функции f в базисе B называется наименьшее значение L(Φ)
при условии, что терм Φ в базисе B представляет функцию f .
При сравнении базисов по сложности представлений булевых функ-

ций термами на множестве всех базисов вводится частичный порядок:
B1 ≤ B2, если существует число c такое, что LB1(f) ≤ cLB2(f) для
любой булевой функции f , говорят B1 предшествует B2. Если B1 ≤ B2

и B2 ≤ B1, то базисы B1 и B2 называются эквивалентными. Если
B1 ≤ B2 и B2 �≤ B1, то пишем B1 < B2 и говорим, что B1 строго пред-
шествует B2. Также говорим, что B1 непосредственно предшествует
B2, если B1 < B2 и не существует базиса B такого, что B1 < B < B2.
Таким образом, множество базисов разбито на классы эквивалентно-

сти. В [9] доказано, что в каждом классе базисов можно указать канони-
ческий вид класса, причем если базис B непосредственно предшествует
базису B′, то канонический вид B содержит на одну функцию больше,
чем канонический вид B′, а эта функция является слабоповторной в
базисе каноническом для B′.
О. Б. Лупановым замечено (результат сформулирован в [8]), что ба-

зис B0 = {∨, ·,−, 0, 1} является наибольшим элементом при введенном
порядке, то есть класс базисов, эквивалентных базису B0, самый «пло-
хой» по сложности реализаций булевых функций термами. Эти базисы
назовем базисами нулевого яруса. Отметим, что базис B0 канонический
для своего класса. Базисами k-го яруса (k > 0) называются все базисы,
непосредственно предшествующие всем базисам (k − 1)-го яруса.
Функции f и g называются однотипными, если выполняется ра-

венство f(x1, . . . , xn) = g(xσ1
i1
, . . . , xσn

in
), где (i1, ..., in) – некоторая пе-

рестановка чисел от 1 до n. Функции f и g называются обобщенно
однотипными, если f однотипна с g или ḡ. Очевидно, что на множе-
стве булевых функций отношение обобщенной однотипности является
отношением эквивалентности.
В работе [7] получено описание всех обобщенных типов функций,

слабоповторных в базисе B0, а как следствие, канонических базисов
первого яруса. Часть базисов второго яруса удалось описать в [1; 5; 10;
12; 13]. В данной работе приводится полное описание слабоповторных
булевых функций в каноническом базисе еще одного класса эквивалент-
ности базисов первого яруса, тем самым завершено описание базисов
второго яруса. Отметим, что этот результат был анонсирован в [11].
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1. Вспомогальные результаты

Булевы функции от 0, 1 и 2 переменных называются соответствен-
но константными, унарными и бинарными. Бинарные функции, за
исключением линейных функций x ⊕ y и x ⊕ y ⊕ 1, называются эле-
ментарными.
Функция f(ω̃) называется разделимой, если возможно разбиение мно-

жества переменных ω̃ на такие непересекающиеся множества ũ и ṽ,
что ũ �= ∅, |ṽ| > 1 и найдутся функции g(ũ, z) и h(ṽ) такие, что
f(ũ, ṽ) = g(ũ, h(ṽ)). При этом множество переменных ṽ будем назы-
вать выделимым, а множество ũ – основным. В противном случае f
называется неразделимой.
Связь слабоповторных и неразделимых функций устанавливает сле-

дующая теорема, полученная Н.А. Перязевым [4].

Теорема 1. Булева функция f является неразделимой тогда и только
тогда, когда она либо существенная элементарная, либо существует
базис, в котором она слабоповторна.

Для определения того, является ли некоторое множество перемен-
ных выделимым или основным в f , используются следующие критерии.

Теорема 2. [3] 1) Множество переменных ṽ функции f(ũ, ṽ) явля-
ется выделимым тогда и только тогда, когда среди остаточных под-
функций функции f по ṽ найдется не более 2 различных.

2) Множество переменных ũ функции f(ũ, ṽ) является основным
тогда и только тогда, когда каждая остаточная подфункция функции
f по ũ равна либо константе, либо некоторой функции t(ṽ), либо t̄(ṽ).

Множество переменных ṽ функций f1(ũ, ṽ) и f2(ũ, ṽ) будем называть
совместно выделимым, если имеются функции g1(ũ, z), g2(ũ, z), h(ṽ)
такие, что f1(ũ, ṽ) = g1(ũ, h(ṽ)) и f2(ũ, ṽ) = g2(ũ, h(ṽ)).
Множество переменных ũ функций f1(ũ, ṽ) и f2(ũ, ṽ) будем называть

совместно основным, если имеются функции g(ũ, z), h1(ṽ), h2(ṽ) такие,
что f1(ũ, ṽ) = g(ũ, h1(ṽ)) и f2(ũ, ṽ) = g(ũ, h2(ṽ)).

Теорема 3. [2] 1) Множество переменных ṽ функции f(ũ, ṽ) являет-
ся выделимым тогда и только тогда, когда имеется переменная y ∈ ũ
такая, что ṽ совместно выделимо в f0y и f1y .

2) Множество переменных ũ функции f(ũ, ṽ) является основным
тогда и только тогда, когда имеется переменная y ∈ ṽ такая, что ũ
является совместно основным в f0y и f1y .

Базис B∗ будем называть приведенным для B, если каждая неразде-
лимая и бесповторная в B функция содержится в B∗. Для нахождения
приведенного базиса B∗ необходимо проделать следующие шаги:
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1) для каждой функции f ∈ B надо добавить к B все ее остаточные
подфункции, получим B′;
2) для каждой функции f ∈ B′ добавим к B′ все функции обобщенно

однотипные с f , получим B′′;
3) исключим из B′′ все разделимые функции, получим B∗.
Обозначим через B−

g наибольший из базисов B′′′ ⊂ B∗ такой, что
неразделимая функция g ∈ B не реализуется бесповторно в B′′′. Оче-
видно, что при введенном порядке базис B−

g непосредственно пред-
шествует базису B. Функция g является слабоповторной в B−

g , так
как для каждой остаточной функции g′ = gτ̃ũ функция g не является
бесповторной в B−

g ∪{g′}. Поэтому g′ должна быть бесповторной в B−
g .

Все слабоповторные функции над B0 описывает следующая

Теорема 4. [7] Система булевых функций

x1(x2 ∨ x3) ∨ x3x4,
x1(x2 ∨ x3x4) ∨ x5(x3 ∨ x2x4),
x1(x2 ∨ ... ∨ xn) ∨ x2 · ... · xn, n ≥ 3,
x1(x2 ∨ x3 · ... · xn) ∨ x2 · x̄3 · ... · x̄n, n ≥ 3,
x1 · ... · xn ∨ x̄1 · ... · x̄n, n ≥ 2,

является полной системой представителей классов эквивалентности
по отношению обобщенной однотипности для булевых функций, сла-
боповторных в базисе B0.

Будем использовать следующий критерий бесповторности в B0, по-
лученный Б. А. Субботовской [8].

Теорема 5. Функция f является бесповторной в базисе B0 тогда
и только тогда, когда для всех g, где g = f , либо g – остаточная
подфункция функции f , выполняется следующее свойство: для любой
существенной переменной y функции g, среди остаточных функций
g0y и g1y ровно одна имеет фиктивные переменные, которые являются
существенными в g.

А. В. Кузнецовым [3] доказано, что представление булевой функции
в виде бесповторной суперпозиции неразделимых функций является в
некотором смысле единственным, т. е. при фиксации определенного по-
рядка переменных, например по возрастанию индексов, при беcскобоч-
ной записи для ассоциативных функций, когда отрицание встречается
только над переменными, получаем канонический вид для представле-
ния функции в виде бесповторной суперпозиции неразделимых булевых
функций.
Представление функции бесповторным термом в B0 будем называть

нормальным, если отрицание встречается только над переменными. Из
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результата Кузнецова нормальное представление функции единствен-
но с точностью до коммутативности и ассоциативности конъюнкции
и дизъюнкции. Кроме того, если переменная y входит в нормальное
представление f в степени τ , то в нормальное представление любой
остаточной подфункции функции f переменная y входит в степени τ .
Если ũ = {u1, . . . , uk}, то (&ũ) = u1 · ... · uk и (∨ũ) = u1 ∨ ... ∨ uk.
Для функций, слабоповторных в небинарных базисах, К.Д. Кири-

ченко [1; 2] были получены следующие результаты.

Теорема 6. Для любой функции f , слабоповторной в B и неслабопо-
вторной в B−

g такой, что rang f > rang B∗ + 2 и rang g = rang B∗ =
n, найдется обобщенно однотипная с ней функция h, которая может
быть задана одним из следующих термов:
1) h(ũ1, . . . , ũk, x1, . . . , xn−k) = p((∨ũ1) ∨ ... ∨ (∨ũk), (&ũ1), . . . , (&ũk),
x1, . . . , xn−k), где p(1, y1, . . . , yn) = g(yi1 , . . . , yin);
2) h(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+n) =

= t(x1, . . . , xk, g(xk+1, . . . , xk+n), s(xk+1, . . . , xk+n)),
где функция t(x1, . . . , xk, z1, z2) такая, что для любого i ≤ k переменная
z1 фиктивна в остаточной функции t0xi

, а z2 – в остаточной t1xi
.

Лемма 1. Пусть функция g слабоповторна в B0 и для любой пе-
ременной y и константы τ остаточная функция gτy является суще-
ственной. Если некоторая функция f повторна в B0 и бесповторна в
B0∪{g}, и обе остаточные подфункции функции f по некоторой пере-
менной бесповторны в B0, то эти остаточные подфункции являются
существенными.

Лемма 2. Пусть f(x1, . . . , xn) бесповторна в B0, fσxi
= t(x1, . . . , xi−1,

xi+1, . . . , xn) существенна и xj1 , . . . , xjk – все фиктивные переменные
функции f σ̄xi

. Тогда найдется набор констант τ1, . . . , τk такой, что
f(x1, . . . , xn) = xσi t(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∨ x̄σi tτ1,...,τkxj1

,...,xjk
(x1, . . . , xi−1,

xi+1, . . . , xn).

Через Sg
B обозначим множество булевых функций, слабоповторных

в B, но неслабоповторных в B−
g .

Лемма 3. Пусть функция f ∈ Sg
B и f представляется в виде 2)

теоремы 6, тогда rang f ≤ 2rang B∗.

В работе [10] доказаны следующие утверждения.

Лемма 4. Пусть функция g слабоповторна в B0. Тогда если некото-
рая функция f повторна в B0 и бесповторна в B0∪{g}, и обе остаточ-
ные подфункции функции f по некоторой переменной y бесповторны
в B0, то эти остаточные подфункции являются одновременно либо
существенными, либо несущественными, причем фиктивные перемен-
ные у них различны.

Известия Иркутского государственного университета.
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Для функций, повторных в B0, но бесповторных в B0 ∪ {g}, где g
равна x1(x2 ∨ x3) ∨ x3x4 или x1(x2 ∨ x3x4) ∨ x5(x3 ∨ x2x4), нормальным
представлением будем называть терм, в который каждая переменная
входит не более одного раза и отрицание встречается только над пе-
ременными. Это определение корректно, так как легко проверить, что
всегда можно избавиться от отрицания над функцией g.

Лемма 5. У всякой функции f , бесповторной в B0∪{g}, где функция
g = x1(x2 ∨ x3) ∨ x3x4 или g = x1(x2 ∨ x3x4) ∨ x5(x3 ∨ x2x4), степени
переменных в нормальном представлении остаточных функций f0y и
f1y равны.

Лемма 6. Пусть функция g слабоповторна в базисе B0, функция f –
существенная бесповторная в B0 ∪ {g}, и для некоторой переменной
y и константы τ остаточная функция f τy существенна и повторна
в B0. Тогда если остаточная функция f τ̄y бесповторна в B0, то она
несущественна.

Лемма 7. Пусть функция g(x1, . . . , xn) слабоповторна в базисе B0 и
B = B0 ∪ {g}. Если остаточная функция f τy = g(h1, . . . , hn), где hi бес-
повторна в B0 для любого i, а остаточная функция f τ̄y =g(h1, ..., hj−1,
σ, hj+1, ..., hn), где σ — некоторая константа, то f бесповторна в B.

Лемма 8. Пусть функция g(x1, . . . , xn) слабоповторна в базисе B0 и
не является обобщенно однотипной с функцией z1 ⊕ z2, и B = B0 ∪
{g}. Если f — существенная функция ранга n + 1 и для некоторой
переменной y остаточная функция f τy обобщенно однотипна с g, то
f бесповторна в B тогда и только тогда, когда либо остаточная
функция f τ̄y является константой, либо существуют переменная z
и константа σ такие, что f τ̄y = f τy

σ
z .

2. Описание слабоповторных функций

В этом разделе получено полное описание слабоповторных булевых
функций в одном базисе.

Лемма 9. Для булевой функции g(x1, . . . , x4) = x1(x2∨x3)∨x3x4 и ба-
зиса B = B0∪{g} функция f слабоповторна в B и неслабоповторна в B0

тогда и только тогда, когда f обобщенно однотипна с одной из следу-
ющих функций: 1) x̄1g(x2, . . . , x5)∨x1g(x3, x2, x5, x4), 2) x̄1g(x2, . . . , x5)∨
x1x3x5(x2 ∨ x4), 3) x̄1g(x2, . . . , x5)∨ x1(x2x3 ∨ x4x5), 4) x̄1g(x2, . . . , x5)∨
x1x3(x2 ∨ x4x5), 5) x̄1x2g(x3, . . . , x6) ∨ x1g(x2x3, x4, x5, x6).
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Доказательство. Достаточность. Непосредственной проверкой легко
убедиться в том, что все остаточные подфункции указанных функций
являются бесповторными в B. Функции 1 – 4 типа повторны в B по
лемме 8. Функция 5 типа повторна в B в силу следующих соображе-
ний: если функция ранга 7 бесповторна в B и по некоторой переменной
имеет остаточную подфункцию x2g(x3, . . . , x6), то другая остаточная
подфункция по этой переменной несущественна, что легко проверяется.
Необходимость. Функция g обладает следующими очевидными свой-

ствами: 1) g(x1, x2, x3, x4)=g(x3, x4, x1, x2), 2) ḡ(x1, x2, x3, x4)=g(x̄1, x̄4,
x̄3, x̄2). Это означает, что всегда можем избавиться от отрицания над g,
а обобщенная однотипность совпадает с однотипностью.
Выпишем все остаточные подфункции функции g(x1, . . . , x4) по од-

ной переменной: g0x1
= x3x4; g1x1

= x2 ∨ x3; g0x2
= x3(x1 ∨ x4); g1x2

=
x1 ∨ x3x4; g0x3

= x1x2; g1x3
= x1 ∨ x4; g0x4

= x1(x2 ∨ x3); g1x4
= x1x2 ∨ x3.

Из вида остаточных подфункций функции g следует, что нормальное
представление остаточных подфункций функции, обобщенно однотип-
ной с g, записывается термами определенных видов. К примеру, если
нулевая остаточная подфункция по некоторой переменной представима
термом Φ1(Φ2 ∨ Φ3), то единичная – термом Ψ1 ∨ Ψ2Ψ3. Если известно
нормальное бесповторное в B0 представление одной остаточной под-
функции по любой переменной, можно построить ровно две различные
функции, однотипные с g, которые имеют такую остаточную подфунк-
цию. Например, пусть f однотипна с g и f τy = x1(x2∨x3). Стоит задача
расстановки переменных. В силу свойства 1 функции g фиксируем пере-
менную y на второй позиции. Из вида остаточных подфункций функции
g переменная x1 на третьей позиции. Так как x2 и x3 симметричны в
остаточной функции f τy , получаем два варианта для f : g(x2, yτ̄ , x1, x3)
и g(x3, yτ̄ , x1, x2).
Очевидно, что для любой f , слабоповторной в B и неслабоповтор-

ной в B0, имеем rang f > 4, так как она должна иметь остаточную
подфункцию бесповторную в B, но повторную в B0. Поочередно будем
искать слабоповторные функции ранга 5, ранга 6 и ранга большего 6.
Найдем слабоповторные функции ранга 5. Имеется существенная

переменная y такая, что f τy = gσ(xσ1
1 , . . . , x

σ4
4 ). Тогда для функции

h(y, x1, . . . , x4) = fσ(yτ̄ , xσ1
1 , . . . , x

σ4
4 ) выполняется h0y = g(x1, . . . , x4).

Для любых xk и σ в h0yσxk
все переменные входят без отрицаний,

поэтому в силу леммы 5 все переменные входят в h1y без отрицаний.
Для остаточной функции h1y нужно рассмотреть три случая:

a) h1y = g(xi1 , . . . , xi4); b) h1y бесповторна в B0 и не имеет фиктивных
переменных; c) h1y бесповторна в B0 и имеет фиктивные переменные.
a) h1y = g(xi1 , . . . , xi4). Тогда h = ȳg(x1, . . . , x4) ∨ yg(xi1 , xi2 , xi3 , xi4).

Учитывая свойство 1 функции g, нужно проверить 11 функций такого
вида. Непосредственной проверкой легко убедиться, что только функ-
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ция h = ȳg(x1, . . . , x4) ∨ yg(x2, x1, x4, x3) является слабоповторной в B.
Это функция первого типа леммы.
Отметим, что в дальнейшем проверка функций на слабоповторность

в B будет сводиться к нахождению остаточных подфункций, слабопо-
вторных в B0 и необобщенно однотипных с g, т. е. повторных в B. Так
как это означает, что сами функции неслабоповторны в B.
b) Пусть h = ȳg(x1, . . . , x5) ∨ yt(x1, . . . , x5), где функция t – суще-

ственная бесповторная в B0. Выпишем следующие остаточные функ-
ции: h0x2

= ȳx3(x1 ∨ x4) ∨ yt0x2
, h1x2

= ȳ(x1 ∨ x3x4) ∨ yt1x2
, h0x4

= ȳx1(x2 ∨
x3) ∨ yt0x4

, h1x4
= ȳ(x1x2 ∨ x3) ∨ yt1x4

.
Функция t бесповторна в B0, по теореме 5 для любой переменной xi,

либо tτxi
= tτ̄xi

, то есть xi фиктивна в t, либо если tτxi
�= tτ̄xi

, то одна и
только одна из этих остаточных функций существенна.
Так как в t нет фиктивных переменных, то только одна из остаточ-

ных функций t0x2
и t1x2

существенна, аналогичная ситуация с t0x4
и t1x4

.
Из предположения, что каждая из остаточных функций может быть
существенна, рассмотрим все эти случаи и выясним, какой вид при этом
они могут иметь.
Пусть остаточная t0x2

существенна. Остаточная h0x2
может быть, либо

бесповторной в B0, либо однотипной с g. Если h0x2
бесповторна в B0, то

по теореме 5 t0x2
= x3(x1∨x4). Если h0x2

однотипна с g, то t0x2
= x1∨x3x4,

либо x4 ∨ x1x3.
Пусть остаточная t1x2

существенна. Если h1x2
бесповторна в B0, то

t1x2
= x1 ∨ x3x4. Если h1x2

однотипна к g, то t1x2
= x3(x1 ∨ x4), либо

x4(x1 ∨ x3).
Пусть остаточная t0x4

существенна. Если h0x4
бесповторна в B0, то по

теореме 5 t0x4
= x1(x2 ∨ x3). Если h0x4

однотипна с g, то t0x4
= x1x2 ∨ x3,

либо x1x3 ∨ x2.
Пусть остаточная t1x4

существенна. Если h1x4
бесповторна в B0, то

t1x4
= x1x2 ∨ x3. Если h1x4

однотипна с g, то t1x4
= x1(x2 ∨ x3), либо

x2(x1 ∨ x3).
Известно, что функция t существенная бесповторная в B0 от четырех

переменных, и переменные входят в нормальное представление t без
отрицаний.
Учитывая, что нормальное представление функции, бесповторной в

B0, очень схоже с нормальным представлением существенной остаточ-
ной функции по любой существенной переменной, можно легко постро-
ить вид самой функции. К примеру, возьмем остаточную подфункцию
t0x2

= x3(x1 ∨ x4). Очевидно, что t может быть равна одной из следую-
щих функций: x2 ∨ x3(x1 ∨ x4), (x1 ∨ x4)(x2 ∨ x3), x3(x1 ∨ x2 ∨ x4). Так
как известен вид существенной остаточной функции по x4, остаются
функции (x1 ∨ x4)(x2 ∨ x3) и x2 ∨ x3(x1 ∨ x4).
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После рассмотрения всех случаев имеются 6 возможных функций
для t: x2x4(x1 ∨ x3), x1x2 ∨ x3x4, x2(x1 ∨ x3x4), x2 ∨ x4 ∨ x1x3, (x1 ∨
x4)(x2 ∨ x3) и x2 ∨ x3(x1 ∨ x4).
Имеем следующие возможные слабоповторные функции h1 = ȳg(x1,

. . . , x4) ∨ yx2x4(x1 ∨ x3), h2 = ȳg(x1, . . . , x4) ∨ y(x1x2 ∨ x3x4), h3 =
ȳg(x1, . . . , x4)∨yx2(x1∨x3x4), h4 = ȳg(x1, . . . , x4)∨y(x2∨x4∨x1x3), h5=
ȳg(x1, . . . , x4)∨y(x1∨x4)(x2∨x3), h6= ȳg(x1, . . . , x4)∨y(x2∨x3(x1∨x4)).
Легко заметить, что h̄1(y, x̄1, x̄4, x̄3, x̄2) = h4(y, x1, x2, x3, x4), h̄2(y, x̄1,

x̄4, x̄3, x̄2) = h5(y, x1, x2, x3, x4) и h̄6(y, x̄3, x̄2, x̄1, x̄4)= h3(y, x1, x2, x3, x4),
а h1, h2, h3 – функции второго, третьего и четвертого типа леммы.
c) Пусть h = ȳg(x1, . . . , x5) ∨ yt(x1, . . . , x5), где функция t – несуще-

ственная бесповторная в B0. Этот случай рассматривается аналогично
случаю b) и слабоповторных функций в B не дает.
На этом нахождение слабоповторных функций ранга 5 закончено.

Будем искать слабоповторные функции ранга 6. Пусть f слабопо-
вторная в B и не слабоповторная в B0, тогда найдется переменная
y и константа τ такие, что либо f τy = (xσk

k · gσ(xσi1
i1
, . . . , x

σi4
i4

))δ, либо
f τy = g(x

σi1
i1
, . . . , (x

σj

j ·xσk
k )δ, . . . , x

σi4
i4

). Следовательно, существует h обоб-
щенно однотипная c f такая, что либо a) h0y = x1g(x2, . . . , x5), либо b)
h0y = g(x1x2, x3, x4, x5), либо c) h0y = g(x3, x1x2, x4, x5).
Обозначим через t(x1, . . . , x5) остаточную h1y. Любая остаточная фун-

кция (h0y)
τi
xi
не содержит отрицаний, тогда нормальное представление

остаточной tτixi
также не содержит отрицаний. В силу леммы 5 в нор-

мальном представлении t отсутствуют переменные с отрицаниями.
Пусть t повторна в B0. Тогда она может быть представлена в одном

из следующих видов:
1) p(z1, g(z2, . . . , z5)), где p — конъюнкция или дизъюнкция;
2) g(z1, . . . , zi−1, s(zk, zl), zi+1, . . . , z4), где s — конъюнкция или дизъ-

юнкция;
3) g(z1, . . . , z4).
Подробно рассмотрим случай a) для h0y, случаи b) и c) рассматри-

ваются аналогично и новых слабоповторных функций B не дают.
a) Пусть h0y = x1g(x2, . . . , x5).
1) t имеет вид p(z1, g(z2, . . . , z5)), где p – конъюнкция или дизъ-

юнкция. Далее рассмотрим подслучаи: а) t = x1g(xi1 , . . . , xi4), б) t =
x1 ∨ g(xi1 , . . . , xi4), в) t = xjg(xi1 , . . . , xi4), где xj �= x1, г) t = xj ∨
g(xi1 , . . . , xi4), где xj �= x1.
а) h = ȳx1g(x2, . . . , x5)∨ yx1g(xi1 , . . . , xi4). Значит h0x1

= 0, то есть по
теореме 2 функция h разделима, поэтому не является слабоповторной.
б) h = ȳx1g(x2, . . . , x5) ∨ y(x1 ∨ g(xi1 , . . . , xi4)). Переменные x3 и x5

должны находиться в h1y на позициях переменных, остаточные от ко-
торых существенны, иначе получим следующую ситуацию: пусть для
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определенности остаточные по переменной x3 фиктивны, тогда (h0y)
σ
x3

существенна и представляется термом вида x1 · Φ, а (h1y)
σ
x3
имеет одну

фиктивную переменную и представляется термом вида x1 ∨ Ψ. Но так
как hσx3

бесповторна в B0, нетрудно заметить противоречие с леммой 2.
Итак, h = ȳx1g(x2, . . . , x5) ∨ y(x1 ∨ g(xi1 , x3, xi3 , x5)). Имеем 2 воз-

можные функции h1 = ȳx1g(x2, . . . , x5) ∨ y(x1 ∨ g(x2, x3, x4, x5)), h2 =
ȳx1g(x2, . . . , x5) ∨ y(x1 ∨ g(x4, x3, x2, x5)). Но по теореме 3 функция h1
разделима, а остаточная h21x2

0
x3

0
x5

= ȳx1x4 ∨ y(x1 ∨ x4) повторна в B.
в) h = ȳx1g(x2, . . . , x5) ∨ yxjg(xi1 , . . . , xi4), где xj �= x1. Рассмот-

рим остаточную h1xj
= yg(xi1 , . . . , xi4) ∨ ȳx1g1xj

(x2, . . . , x5). По лемме 6
x1g

1
xj
(x2, . . . , x5) несущественна, поэтому xj равна x2 или x4.

Теперь рассмотрим h1x1
= ȳg(x2, . . . , x5)∨yxjg1x1

(xi1 , . . . , xi4). По лем-
ме 6 xjg1x1

(xi1 , . . . , xi4) несущественна, поэтому x1 находится в g(xi1 , . . . ,
xi4) на позиции переменной, остаточные по которой фиктивны. Для
определенности, из свойства 1 функции g, зафиксируем ее на третьей
позиции. Также из леммы 8 следует, что xjg1x1

(xi1 , . . . , xi4) является
остаточной от g(x2, . . . , x5). Отсюда, имеем следующие возможные фун-
кции
h1 = ȳg(x2, . . . , x5) ∨ yx2g(x3, x5, x1, x4),
h2 = ȳg(x2, . . . , x5) ∨ yx2g(x4, x5, x1, x3),
h3 = ȳg(x2, . . . , x5) ∨ yx4g(x2, x3, x1, x5),
h4 = ȳg(x2, . . . , x5) ∨ yx4g(x5, x3, x1, x2).
Но h11x3

1
x4

1
x5

= ȳx1 ∨ yx2, h21x3

1
x4

1
x5

= ȳx1 ∨ yx2, h31x2

1
x3

= ȳx1 ∨ yx4,
h4

1
x2

1
x3

1
x5

= ȳx1 ∨ yx4 повторны в B.
г) h = ȳx1g(x2, . . . , x5) ∨ y(xj ∨ g(xi1 , . . . , xi4)), где xj �= x1.
Рассмотрим остаточную h0xj

= yg(xi1 , . . . , xi4)∨ȳx1g0xj
(x2, . . . , x5). Эта

остаточная повторна в B по лемме 8, так как x1g0xj
(x2, . . . , x5) не может

быть остаточной функции g(xi1 , . . . , xi4).
2) t имеет вид g(z1, . . . , zi−1, s(zk, zl), zi+1, . . . , z4), где s— конъюнкция

или дизъюнкция.
Пусть s — конъюнкция. Вначале рассмотрим случай, когда функ-

ция h = ȳx1g(x2, . . . , x5) ∨ yg1(x1xi2 , xi3 , xi4 , xi5), где g1 получается из g
перестановкой переменных.
Рассмотрим остаточную h1x1

= ȳg(x2, . . . , x5) ∨ yg1(xi2 , xi3 , xi4 , xi5).
Она бесповторна в B, поэтому g(x2, . . . , x5) равна g1(xi2 , xi3 , xi4 , xi5). От-
сюда, имеем 2 возможные функции h1=ȳx1g(x2, . . . , x5)∨yg(x1x2, x3, x4,
x5), h2 = ȳx1g(x2, . . . , x5)∨yg(x1x4, x5, x2, x3). Заметим, что h1(y, x1, x2,
x3, x4, x5) = h2(y, x1, x4, x5, x2, x3). А h1 – функция пятого типа леммы.
Теперь рассмотрим случай, когда h = ȳx1g(x2, . . . , x5)∨yg1(x1, xi2xi3 ,

xi4 , xi5). Множество {xi2 , xi3} совпадает с {x2, x4}, иначе нетрудно за-
метить противоречие с леммой 6. Далее рассмотрим остаточные h1x2

=
yg1(x1, x4, x3, x5) ∨ ȳx1(x3 ∨ x4) и h1x4

= yg1(x1, x2, x3, x5) ∨ ȳx1(x2 ∨
x5). Остаточная h1x2

бесповторна в B, поэтому из леммы 8 следует,
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что g1(x1, x4, x3, x5) равна g(x1, x3, x4, x5) или g(x1, x4, x3, x5), но тогда
g1(x1, x2, x3, x5) равна g(x1, x3, x2, x5) или g(x1, x2, x3, x5). А это невоз-
можно, так как по лемме 8 остаточная h1x4

будет повторна в B.
Пусть s – дизъюнкция. Тогда h = ȳx1g(x2, . . . , x5)∨ yg1(xi1 ∨xi2 , xi3 ,

xi4 , xi5). Одна из переменных xi1 или xi2 неравна x1, для определенно-
сти пусть xi2 , тогда рассмотрим остаточную h0xi2

. Из вида остаточных
функции g легко заметить, что (h0xi2

)0y не может быть остаточной от
функции (h0xi2

)1y, что противоречит лемме 8.
3) t имеет вид g(z1, . . . , z4). Тогда h = ȳx1g(x2, . . . , x5)∨yg(xi1 , xi2 , xi3 ,

xi4). Отметим, что g(xi1 , xi2 , xi3 , xi4) неравна g(x2, . . . , x5), иначе h раз-
делима по теореме 3. Отсюда следует, что x1 существенна в g(xi1 , xi2 ,
xi3 , xi4). Обозначим фиктивную переменную через xk. Рассмотрев оста-
точную h0xk

, из вида остаточных функции g заключаем, что она повтор-
на в B, так как нетрудно заметить противоречие с леммой 8.
Пусть t бесповторна в B0. Перебором всевозможных вариантов нет-

рудно показать, что слабоповторных функций в B не существует.
На этом нахождение слабоповторных функций ранга 6 закончено.

Теперь будем искать слабоповторные функции ранга большего, чем
6. По теореме 6 любая слабоповторная функция однотипна с функцией
h одного из двух видов:
I) h(ũ1, . . . , ũk, x1, . . . , xn−k)=p((∨ũ1)∨...∨(∨ũk), (&ũ1), . . . , (&ũk), x1,

. . . , xn−k), где p(1, y1, . . . , yn) = g(yi1 , . . . , yin);
II) h(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+n) = t(x1, . . . , xk, g(xk+1, . . . , xk+n),

s(xk+1, . . . , xk+n)), где t(x1, . . . , xk, z1, z2) такая, что для любого i ≤ k
переменная z1 фиктивна в остаточной t0xi

, а z2 – в остаточной t1xi
.

Рассмотрим каждый из этих вариантов.
I) h(ũ1, . . . , ũk, x1, . . . , xn−k)=p((∨ũ1)∨...∨(∨ũk), (&ũ1), . . . , (&ũk), x1,

. . . , xn−k), где p(1, y1, . . . , yn) = g(yi1 , . . . , yin).
Подробно разберем случай k = 1, для k = 2, 3, 4 доказывается анало-

гично. Среди переменных ũ выделим переменную y и сделаем разложе-
ние по этой переменной, получим h(ũ, x1, x2, x3) = yp(1,&ũ, x1, x2, x3)∨
ȳp(∨ũ, 0, x1, x2, x3).
Выпишем остаточную h0y=p(∨ũ, 0, x1, x2, x3) = (∨ũ)p(0, 0, x1, x2, x3)∨

(∨ũ)p(1, 0, x1, x2, x3) = (∨ũ)p(1, 0, x1, x2, x3) ∨ (∨ũ)t(x1, x2, x3).
Из свойства 1 функции g достаточно рассмотреть два случая:
1) h1y=p(1,&ũ, x1, x2, x3)=g(&ũ, x1, x2, x3), то есть p(1, 0, x1, x2, x3) =

x2x3;
2) h1y=p(1,&ũ, x1, x2, x3)=g(x1,&ũ, x2, x3), то есть p(1, 0, x1, x2, x3) =

x2(x1 ∨ x3).
Рассмотрим первый случай, второй доказывается аналогично.
Пусть h0y = p(∨ũ, 0, x1, x2, x3) = (∨ũ)x2x3 ∨ (∨ũ)t(x1, x2, x3). Из пе-

ременных ũ выберем переменную z, тогда ũ = ũ∗ ∪ z. Учитывая, что
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остаточная (h0y)
0̃
ũ∗ = zx2x3 ∨ z̄t(x1, x2, x3) должна быть бесповторна в

B, для функции t возможны следующие варианты: а) константа, б) x2,
в) x3, г) x2x3, д) x1x2x3, е) x1 ∨ x2x3, ж) (x1 ∨ x2)x3, з) x2(x1 ∨ x3), к)
x1 ∨ x2, л) x1 ∨ x3. Последовательно рассмотрим все варианты.
а) если t = 1, то h0y = p(∨ũ, 0, x1, x2, x3) = x2x3 ∨ (∨ũ). Остаточные

от h1x1
по y содержат переменные ũ в разных степенях. Противоречие

лемме 5. Если t = 0, то h = ȳg(&ũ, x1, x2, x3) ∨ y(∨ũ)x2x3. Остаточная
h1x2

= ȳ(x3 ∨ (&ũ)) ∨ y(∨ũ)x3 = x3(ȳ ∨ (∨ũ)) ∨ ȳ(&ũ) повторна в B.
б) t = x2. Тогда h0y = x2(x3 ∨ (∨ũ)). Oстаточные от h1x1

по y содержат
переменные ũ в разных степенях, что невозможно по лемме 5.
в) t = x3. Аналогично б).
г) t = x2x3. Тогда функция h бесповторна в B по лемме 7.
д) t = x1x2x3. Тогда h0y = x2x3((∨ũ) ∨ x1). Получаем функцию h =

yg(&ũ, x1, . . . , x4)∨ ȳx2x3((∨ũ)∨ x1). Остаточная h0x1

1
x2

= ȳ((&ũ)∨ x3)∨
yx3(ũ)) повторна в B.
е) t = x1 ∨ x2x3. Тогда h0y = x2x3 ∨ x1(∨ũ). Остаточные от h1x1

по y
содержат переменные ũ в разных степенях. Противоречие лемме 5.
ж) t = (x1 ∨ x2)x3. Тогда h0y = x3(x2 ∨ x1(∨ũ)). Остаточные от h1x1

по
y содержат переменные ũ в разных степенях. Противоречие лемме 5.
з) t = x2(x1 ∨ x3). Аналогично ж).
к) t = x1 ∨ x2. Тогда h0y = g((∨ũ), x1, x2, x3). Функция h разделима

по теореме 3.
л) t = x1 ∨ x3. Тогда h0y = g((∨ũ), x1, x3, x2). Остаточные от h1x1

по y
содержат переменные ũ в разных степенях. Противоречие лемме 5.
II) h(y, x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+4) = t(y, x1, . . . , xk, g(xk+1, . . . , xk+4),

s(xk+1, . . . , xk+4)).
Выполнив разложение по переменной y, получаем h = ȳt1(x1, . . . , xk,

g(xk+1, . . . , xk+4))∨ yt2(x1, . . . , xk, s(xk+1, . . . , xk+4)), где t1(x1, . . . , xk, z)
такая, что для всех i в остаточных t1xi

фиктивна z, а t2(x1, . . . , xk, z)
такая, что для всех i в остаточных t0xi

фиктивна z.
Очевидно, что нормальное представление s не содержит отрицаний,

и функции t1 и t2 различны, иначе h не является слабоповторной по
теореме 3. По лемме 3 функции t1 и t2 могут быть либо однотипными
с g, либо бесповторными в B0.
Пусть одна из функций t1 и t2 однотипна к g, а другая бесповторна

в B0. Тогда рассмотрев остаточную hα̃ω̃, где ω̃ и α̃ такие, что g
α̃
ω̃ и s

α̃
ω̃

существенны, а такие ω̃ и α̃ всегда найдутся, получим противоречие с
леммой 6.
Пусть t1 и t2 однотипны к g. Рассмотрим остаточную hα̃ω̃. Тогда оста-

точная (hα̃ω̃)
0
y = t1(x1, . . . , xk, g

α̃
ω̃), а (hα̃ω̃)

1
y = t2(x1, . . . , xk, s

α̃
ω̃), отсюда

либо hα̃ω̃ повторна в B, либо t1 = t2, что невозможно, иначе h разделима
по теореме 3.
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Итак, функции t1 и t2 бесповторны в B0. Возможны два варианта
для функции s, когда она бесповторна в B0 и однотипна к g.
Пусть функция s бесповторна в B0 и существенна. Тогда рассмотрим

остаточную hσxk+1
= ȳt1(x1, . . . , xk, g

σ
xk+1

) ∨ yt2(x1, . . . , xk, s
σ
xk+1

), где σ
такая, что sσxk+1

существенна. Так как gσxk+1
имеет одну фиктивную

переменную, то hσxk+1
бесповторна в B0. Обозначим фиктивную пере-

менную функции gσxk+1
через xi. Рассмотрим остаточную hσxk+1

τ
xi
, при-

чем τ такая, что sσxk+1

τ
xi
существенна. Имеем, что (hσxk+1

τ
xi
)0y и (hσxk+1

τ
xi
)1y

существенны, бесповторны в B0 и различны, то есть по лемме 4 hσxk+1

τ
xi

повторна в B0, что невозможно, так как hσxk+1
бесповторна в B0.

Пусть функция s бесповторна в B0 и несущественна. Все переменные
не могут быть фиктивны, иначе h бесповторна в B.
Рассмотрим случай, когда у функции s фиктивна только одна пере-

менная. Из свойства 1 функции g достаточно рассмотреть случаи, когда
фиктивны xk+1 и xk+2.
Пусть в s фиктивна xk+1. Рассмотрим функцию h0xk+1

= ȳt1(x1, . . . ,

xk, xk+3xk+4)∨yt2(x1, . . . , xk, s(xk+2, xk+3, xk+4)). Очевидно, что она бес-
повторна в B0. Затем рассмотрим следующую остаточную h0xk+1

σ
xk+2

=

ȳt1(x1, . . . , xk, xk+3xk+4) ∨ yt2(x1, . . . , xk, sσxk+2
(xk+3, xk+4)), где sσxk+2

су-
щественна. По лемме 4 h0xk+1

σ
xk+2

повторна в B0, что невозможно, так
как h0xk+1

бесповторна в B0.
Пусть в sфиктивна xk+2. Рассмотрим остаточную hτxk+4

= ȳt1(x1, . . . ,

xk, g
τ
xk+4

)∨ yt2(x1, . . . , xk, sτxk+4
), где τ такая, что sτxk+4

имеет одну фик-
тивную переменную xk+2. Заметим, что gτxk+4

существенна. Очевидно,
что hτxk+4

бесповторна в B0. Но остаточная hτxk+4

δ
xk+2

, где δ такая, что
gτxk+4

δ
xk+2

существенна, повторна в B0, противоречие.
Рассмотрим случай, когда у функции s фиктивны только две пере-

менные. Докажем, что среди этих фиктивных переменных не может
быть xk+2 и xk+4. От противного.
Пусть фиктивна xk+2. Рассмотрим остаточную h0xk+2

= ȳt1(x1, . . . ,

xk, g
0
xk+2

) ∨ yt2(x1, . . . , xk, s
0
xk+2

). Она бесповторна в B0, так как g0xk+2

существенна, а s0xk+2
имеет одну фиктивную переменную, которую обо-

значим ее через xj . По лемме 4 остаточная h0xk+2

τ
xj
, где τ такая, что

g0xk+2

τ
xj
существенна, повторна в B0, что невозможно.

Случай, когда фиктивна xk+4 доказывается аналогично.
Итак, фиктивными переменными s являются xk+1 и xk+3. Рассмот-

рим остаточную hσxk+2
, где σ такая, что в sσxk+2

фиктивными так и
остались только xk+1 и xk+3. Очевидно, что hσxk+2

бесповторна в B0. По
теореме 5 найдутся τ и δ такие, что gσxk+2

τ
xk+1

δ
xk+3

существенна. Отсюда,
по лемме 4 hσxk+2

τ
xk+1

δ
xk+3

повторна в B0, что невозможно.
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Рассмотрим случай, когда у функции s фиктивны только три пе-
ременные. Из свойства 1 функции g достаточно рассмотреть, когда
существенны только xk+3 и xk+4.
Пусть в s существенна только xk+1. Остаточная h0xk+1

= ȳt1(x1, . . . , xk,

xk+3xk+4)∨yt2(x1, . . . , xk, xk+3) бесповторна в B0. Но h0xk+1

1
xk+4

по лемме
4 повторна в B0, противоречие.
Случай, когда в s существенна только xk+4, рассматривается анало-

гично.
Пусть s однотипна с g. Тогда h = ȳt1(x1, . . . , xk, g(xk+1, . . . , xk+4)) ∨

yt2(x1, . . . , xk, g(xik+1
, . . . , xik+4

)). Докажем, что ни одна из xik+2
и xik+4

неравна xk+1 или xk+3. От противного.
Пусть для определенности xik+2

равна xk+1. Рассмотрим остаточ-
ную h0xk+1

. Остаточная (h0xk+1
)0y имеет одну фиктивную переменную,

обозначим ее xj, а (h0xk+1
)1y существенна, то есть h0xk+1

бесповторна в
B0. Но h0xk+1

τ
xj
, где τ такая, что h0xk+1

τ
xj
существенна, повторна в B0,

противоречие с бесповторностью h0xk+1
.

Отсюда следует, что h= ȳt1(x1, . . . , xk, g(xk+1, . . . , xk+4))∨yt2(x1, . . . ,
xk, g(xk+1, xk+4, xk+3, xk+2)). Остаточная h0xk+2

1
xk+1

= ȳt1(x1, . . . , xk, xk+3)

∨yt2(x1, . . . , xk, xk+4∨xk+3) бесповторна в B0, но h0xk+2

1
xk+1

0
xk+4

повторна
в B0 по лемме 4, противоречие. Лемма 9 доказана.

Теорема 7. Система булевых функций

x1(x2 ∨ x3x4) ∨ x5(x3 ∨ x2x4),
x1(x2 ∨ ... ∨ xn) ∨ x2 · ... · xn, n ≥ 3,
x1(x2 ∨ x3 · ... · xn) ∨ x2 · x̄3 · ... · x̄n, n ≥ 3,
x1 · ... · xn ∨ x̄1 · ... · x̄n, n ≥ 2,
x̄1g(x2, . . . , x5) ∨ x1g(x3, x2, x5, x4),
x̄1g(x2, . . . , x5) ∨ x1x3x5(x2 ∨ x4),
x̄1g(x2, . . . , x5) ∨ x1(x2x3 ∨ x4x5),
x̄1g(x2, . . . , x5) ∨ x1x3(x2 ∨ x4x5),
x̄1x2g(x3, . . . , x6) ∨ x1g(x2x3, x4, x5, x6),

является полной системой представителей классов эквивалентности
по отношению обобщенной однотипности для булевых функций, сла-
боповторных в B0 ∪ {g}, где g(x1, . . . , x4) = x1(x2 ∨ x3) ∨ x3x4).
Доказательство. Следует из теоремы 4 и леммы 9.
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I. K. Sharankhaev
On Some Series of Bases for the Set of Boolean Functions

Abstract. In this paper the problem of comparison of Boolean bases is considered.
In our case the bases are compared on the complexity of Boolean functions representation
by terms (formulas). The partial order is introduced on the set of all Boolean functions
bases with respect to which a system of equivalence classes is obtained.It is known that
the criterion for the equivalence for two bases is a reciprocal repetition-free expressiveness
of functions of the one basis by the functions of the other, and the augmentation of a
basis with a function weakly repetition-containing in it allows us not only to expand
it, but makes this expansion minimal, making it possible to investigate the bases using
the complexity of Boolean function representations with terms.Thus, the problem of
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describing the equivalence classes of bases can be reduced to finding weakly repetition-
containing functions in specific bases.

The basis {∨, ·,−, 0, 1} is the largest element in this partial order and its equivalence
class forms the null level of the structure. The description of bases of the first level
and, partially, of the second level has been obtained by several authors. This article
describes the weakly repetition-containing Boolean functions in the same basis, in terms
of uniformity, which completes the characterization of bases of the second level.

Keywords: Boolean function, term, repetition-free function, weakly repetition-conta-
ining function, base.
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