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Аннотация. Рассматривается задача построения множества достижимости им-
пульсной управляемой системы с траекториями ограниченной вариации и управле-
ниями типа векторной меры. Особенность управляемой системы состоит в том, что
граница ее множества достижимости оказывается составленной из участков, соот-
ветствующих наиболее или наименее эффективному расходованию ресурса импульс-
ного управления. Предложен способ построения границы множества достижимости
при помощи принципа максимума для некоторой задачи оптимального управления с
целевым функционалом, характеризующим ресурс импульсного управления. Резуль-
таты проиллюстрированы на числовом примере. Для этого примера найдены сильно
монотонные функции типа Ляпунова. Система неравенств для этих функций задает
множество достижимости импульсной управляемой системы, а точки, в которых
активно хотя бы одно неравенство, — его границу. Разработан алгоритм численного
построения множества достижимости, основанный на формировании специально-
го конечного множества управлений релейного типа и рассмотрении их выпуклых
комбинаций. Алгоритм реализован в среде Scientific Python.

Ключевые слова: импульсная управляемая система, траектории ограниченной ва-
риации, множество достижимости, монотонные функции типа Ляпунова, численные
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1. Постановка задачи и ее обсуждение

Будет рассматриваться импульсная управляемая система с двумер-
ным неотрицательным импульсным управлением. Опишем вначале мно-
жество импульсных управлений. Пусть T = [0, t1] — заданный отрезок
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времени, μ — ограниченная борелевская мера на T , удовлетворяющая
условию

μ(E) ∈ R2
+ ∀E ∈ BT ,

где R2
+ = {v ∈ R2 | v ≥ 0}, BT — множество всех борелевских подмно-

жеств отрезка T . Пусть μc — непрерывная составляющая в разложении
Лебега меры μ, Sd(μ) =

{
s ∈ T | μ({s}) �= 0

}
. Сопоставим мере μ

набор измеримых функций γ(μ) =
{
ωs(·)

}
s∈Sd(μ)

, компоненты которого
ωs(·) =

(
ω1s(·), ω2s(·)

)
определены на соответствующих отрезках [0, ds],

где ds := μ({s}), и удовлетворяют условиям:
а) ω1s(τ) ≥ 0, ω2s(τ) ≥ 0, ω1s(τ) + ω1s(τ) = 1, τ ∈ [0, ds],

б)
∫ ds

0
ωs(τ)dτ = μ({s}).

Пару
(
μ, γ(μ)

)
будем называть импульсным управлением и обозначать

символом π(μ).
Введем понятие ресурса импульсного управления. Для векторной

меры μ полную вариацию обозначим через |μ| и зададим правилом

|μ|(E) = |μ1|(E) + |μ2|(E) ∀E ∈ BT ,

где μ1, μ2 — компоненты μ, причем в силу неотрицательности |μi| = μi,
i = 1, 2. Тогда ресурсом управления π(μ) назовем величину |μ|(T ), а
ограничением на ресурс импульсного управления — неравенство

|μ|(T ) ≤M, (1.1)

где M ≥ 0 — заданное действительное число. Множество импульс-
ных управлений, удовлетворяющих ограничению (1.1), будем обозна-
чать W(T ).
Рассмотрим импульсную управляемую систему

dx(t) = f(t, x)dt+G
(
t, x(t)

)
π(μ), x(0) = x0, (1.2)

π(μ) ∈ W(T ). (1.3)

Здесь T = [0, t1] — заданный отрезок времени, x(·) — непрерывная
справа на (0, t1] функция ограниченной вариации, x(t) ∈ R2. Реше-
ния системы (1.2), соответствующие управлению π(μ), понимаются как
решения интегрального уравнения с мерой

x(t) = x0+

∫ t

0
f
(
t, x(t)

)
dt+

∫ t

0
G
(
t, x(t)

)
μc(dt)+

∑
s≤t,

s∈Sd(μ)

(
zs(ds)−x(s−)

)
,

t ∈ (0, t1],
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где для каждого s ∈ Sd(μ) функция zs(·) — решение дифференциаль-
ного уравнения

dzs(τ)

dτ
= G

(
s, zs(τ)

)
ωs(τ), zs(0) = x(s−).

В работе будет рассматриваться частный случай системы (1.2), (1.3) с
неотрицательными функциями f , G и начальным значением x0 > 0,
причем предполагается, что f не зависит от x и является функцией из
L∞(T,R2), а G задана правилом:

G(x) =

(
ax2 + b 0

0 cx1 + d

)
.

Пусть R(t1, V ) — множество достижимости системы (1.2), (1.3) в
момент времени t1, соответствующее заданному ресурсу управления

|μ|(T ) = V. (1.4)

Тогда

R(t1, V ) =
{
x1 | x1 = x(t1+), x(·) — траектория (1.2)–(1.4)}.

Множество достижимости системы (1.2), (1.3) при t = t1, V ∈ [0,M ]
будем обозначать символом RM (t1). Оно задается равенством:

RM (t1) =
{
(x, V ) | x ∈ R(t1, V ), V ∈ [0,M ]

}
=

⋃
V ∈[0,M ]

R(t1, V )× {V }.

Основная цель работы состоит в описании множеств достижимости
R(t1, V ) иRM (t1). В § 2 мы покажем, что точки на границе множеств со-
ответствуют управлениям c чисто импульсной структурой (т. е. μc = 0)
и могут быть описаны путем применения принципа максимума к неко-
торым задачам оптимального управления в системе (1.2), (1.3) при
целевом функционале J

(
π(μ)

)
= |μ|(T ). Способ построения сильно мо-

нотонных функций типа Ляпунова, неравенства для которых задают
точную оценку множества достижимости, проиллюстрирован на чис-
ловом примере в § 3. Полученное в работе точное описание множества
достижимости было использовано для построения коллекции тестовых
примеров [1; 2]. Такие примеры использованы для тестирования алго-
ритма численного построения множества достижимости, реализованно-
го в среде Scientific Python. Его обсуждению посвящен § 4.
В заключение этого раздела прокомментируем кратко постановку

импульсной управляемой системы.
Рассмотрим обычную управляемую систему

ẋ(t) = f
(
t, x(t)

)
+G

(
t, x(t)

)
v(t), x(0) = x0,

V̇ (t) = ||v(t)||, V (0) = 0,
(1.5)



6 Д. В. АПАНОВИЧ, В. А. ВОРОНОВ, О. Н. САМСОНЮК

v(t) ≥ 0 п.в. на T, V (t1) ≤M (1.6)

с измеримыми по Лебегу существенно ограниченными управлениями
v(·) и абсолютно непрерывными траекториями x(·), V (·). Множество
скоростей системы (1.5), (1.6) не ограничено и, следовательно, последо-
вательности траекторий могут поточечно сходиться к разрывным функ-
циям. Импульсная система (1.2), (1.3) является в определенном смыс-
ле расширением (1.5), (1.6). А именно, для каждой траектории x(·) и
соответствующей функции V (·), заданной правилом

V (t) = |μ|([0, t]),
найдется последовательность траекторий

{(
xk(·), Vk(·)

)}
системы (1.5),

(1.6), такая, что имеет место сходимость(
xk(t), Vk(t)

)→ (
x(t), V (t)

) ∀ t ∈ T. (1.7)

С другой стороны, если последовательность траекторий системы (1.5),
(1.6)

{
xk(·), Vk(·)

}
обладает свойством (1.7) при некоторых непрерыв-

ных справа на (0, t1] функциях
(
x(·), V (·)) (или даже ослабленным свой-

ством — сходимостью в точках непрерывности и на концах отрезка
T), то найдется управление π(μ), для которого x(·) — соответствующее
решение, а V (t) = |μ|([0, t]).
Замечание 1. Описание импульсного управления, приведенное в этом
разделе, применимо только для неотрицательной меры μ. В общем слу-
чае концепция решения импульсной системы и способ нахождения ап-
проксимирующей последовательности

{
xk(·), Vk(·)

}
по заданному им-

пульсному управлению рассмотрены в [6; 7]. Отметим также, что при-
нятое в данной работе понятие решения импульсной системы близ-
ко примыкает к понятию обобщенного решения, введенному в [5], а
также V -решения из [4] (рассматриваемому без ограничений на образ
управляющей векторной меры).

Замечание 2. Представленные в работе результаты распространяют-
ся на более общий случай n-мерной неотрицательной меры μ и x(t) ∈
Rn
+, если f(t, x) = A(t) +B(t)x, а матрица при управлении имеет вид:

G(t, x) =

⎛⎜⎜⎝
〈g1(t), x〉 + d1(t) 0 . . . 0

0 〈g2(t), x〉+ d2(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 〈gn(t), x〉 + dn(t)

⎞⎟⎟⎠ ,

где A(t), B(t) — неотрицательные непрерывные вектор- и матричная
функции, а gi(t) =

(
gi1(t), gi2(t), . . . , gin(t)

)
, di(t), i = 1, n, — неот-

рицательные дифференцируемые функции.
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2. Характеристика граничных точек множества
достижимости через решения задач оптимального

управления

Пусть V ∈ [0,M ]. Рассмотрим две задачи оптимального управления
системой (1.2), (1.3). Для краткости, импульсное управление формаль-
но представим состоящим из двух компонент π(μ) =

(
π(μ1), π(μ2)

)
.

Задача (A):
J(π(μ)) = |μ|(T ) → min; (2.1)

dx1(t) = f1(t) +
(
ax2 + b

)
π(μ1), x1(0) = x10,

dx2(t) = f2(t) +
(
cx1 + d

)
π(μ2), x2(0) = x20,

(2.2)

(
π(μ1), π(μ2)

) ∈ W(T ), (2.3)

x1(t1+) = x̄1, x2(t1+) = x̄2. (2.4)

Задача (B):
J(π(μ)) = |μ|(T ) → max; (2.5)

dx1(t) = f1(t) +
(
ax2 + b

)
π(μ1), x1(0) = x10,

dx2(t) = f2(t) +
(
cx1 + d

)
π(μ2), x2(0) = x20,

(2.6)

(
π(μ1), π(μ2)

) ∈ W(T ), (2.7)

x1(t1+) = x̄1, x2(t1+) = x̄2. (2.8)

Обозначим через ΓV
1 множество точек (x̄1, x̄2), таких, что существует

процесс σ =
(
x(·), π(μ)) с ресурсом управления V , доставляющий экс-

тремум в задаче (A). Аналогичное множество для задачи (B) обозначим
через ΓV

2 . Введем также множества

ΓV
3 =

{
(x1, x2) | x̃1 + (ax20 + b)V ≤ x1 ≤ x̃1 + (ax̃2 + b)V, x2 = x̃2

}
,

ΓV
4 =

{
(x1, x2) | x1 = x̃1, x̃2 + (cx10 + d)V ≤ x2 ≤ x̃2 + (cx̃1 + d)V

}
,

где x̃1 := x10 +

∫ t1

0
f1(t)dt, x̃2 := x20 +

∫ t1

0
f2(t)dt.

Справедливо утверждение

Предложение 1. Пусть ΓV — граница R(t1, V ). Тогда

ΓV = ΓV
1 ∪ ΓV

2 ∪ ΓV
3 ∪ ΓV

4 .

Укажем основные этапы конструктивного доказательства предло-
жения 1. На первом этапе при помощи принципа максимума для им-
пульсных процессов (см. [3; 5]) находим множества ΓV

1 и ΓV
2 . На вто-

ром этапе доказываем, что объединение множеств ΓV
j , j = 1, 4, задает
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границу R(t1, V ). Для этого, используя структуру ΓV
j , j = 1, 4, стро-

им функции ϕj(t, x1, x2, V ), j = 1, 4, и показываем, что они являются
сильно убывающими функциями типа Ляпунова [6; 9], причем система
неравенств

ϕj(t1, x1, x2, V ) ≤ 0, j = 1, 4, (2.9)

задает точную оценку R(t1, V ), а точки (x1, x2), для которых хотя бы
одно из неравенств в (2.9) активно, — границу R(t1, V ).
Проиллюстрируем построение сильно монотонных функций типа

Ляпунова на числовом примере.

3. Пример описания множества достижимости через систему
неравенств для функций типа Ляпунова

Рассмотрим импульсную управляемую систему (D), являющуюся
расширением обычной управляемой системы (S):

ẋ1 = 1 + x2v1, x1(0) = x10,

ẋ2 = 1 + x1v2, x2(0) = x20 = x10 > 0,
(3.1)

v1(t) ≥ 0, v2(t) ≥ 0. (3.2)

Тогда траектории импульсной системы (D), соответствующие импульс-
ным управлениям с ресурсом V , являются поточечными пределами
траекторий (S), соответствующих управлениям {v1k(·), v2k(·)}, таким,
что имеет место сходимость∫ t1

0

(
v1k(t) + v2k(t)

)
dt → V, k → ∞.

Опишем множество достижимости R(t1, V ) и его границу ΓV .
Из задач (A) и (B), конкретизированных для данного примера, сле-

дует, что ΓV
1 и ΓV

2 имеют вид:

ΓV
1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(x1, x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 ≥ x̃1, x2 ≥ x̃2,

x2 =
x1
x̃1
x̃2 +

(
V − 2 ln

x1
x̃1

)
x1, если x2 > x1,

x1 =
x2
x̃2
x̃1 +

(
V − 2 ln

x2
x̃2

)
x2, если x2 ≤ x1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
;

ΓV
2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(x1, x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 ≥ x̃1, x2 ≥ x̃2,

x1 = x̃1 + (x2 − t1)

(
V − x2 − x̃2

x10

)
, если x2 > x1,

x2 = x̃2 + (x1 − t1)

(
V − x1 − x̃1

x20

)
, если x2 ≤ x1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.
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Здесь x̃1 = x10 + t1, x̃2 = x20 + t1. Точки из ΓV
1 и ΓV

2 достигаются при
помощи чисто импульсного управления (с нулевой непрерывной состав-
ляющей). А именно, для ΓV

1 соответствующие импульсные управления
π(μ) =

(
μ1, μ2, {ω1s(·), ω2s(·)}s∈Sd(μ)

)
имеют вид:

− при x2 > x1

μ1 =
y

2
δ(t− t1), μ2 =

(
V − y

2

)
δ(t− t1) ⇒ Sd(μ) = {t1},

ω1(τ) =

{
1/2, τ ∈ [0, y],
0, τ ∈ (y, V ],

ω2(τ) =

{
1/2, τ ∈ [0, y],
1, τ ∈ (y, V ],

y ∈ [0, V ];

− при x2 ≤ x1

μ1 =
(
V − y

2

)
δ(t− t1), μ2 =

y

2
δ(t− t1) ⇒ Sd(μ) = {t1},

ω1(τ) =

{
1/2, τ ∈ [0, y],
1, τ ∈ (y, V ],

ω2(τ) =

{
1/2, τ ∈ [0, y],
0, τ ∈ (y, V ],

y ∈ [0, V ].

Точки ΓV
2 достигаются при следующих управлениях:

− при x2 > x1

μ1 = (V − y)δ(t), μ2 = yδ(t) ⇒ Sd(μ) = {0},

ω1(τ) =

{
0, τ ∈ [0, y],
1, τ ∈ (y, V ],

ω2(τ) =

{
1, τ ∈ [0, y],
0, τ ∈ (y, V ],

y ∈
[
V +

√
V 2 + 4

2
− 1, V

]
;

− при x2 ≤ x1

μ1 = yδ(t), μ2 = (V − y)δ(t) ⇒ Sd(μ) = {0},

ω1(τ) =

{
1, τ ∈ [0, y],
0, τ ∈ (y, V ],

ω2(τ) =

{
0, τ ∈ [0, y],
1, τ ∈ (y, V ],

y ∈
[
V +

√
V 2 + 4

2
− 1, V

]
.

Множества ΓV
3 и ΓV

4 задаются как в разделе 2:

ΓV
3 =

{
(x1, x2) | x̃1 + x20V ≤ x1 ≤ x̃1 + x̃2V, x2 = x̃2

}
,

ΓV
4 =

{
(x1, x2) | x1 = x̃1, x̃2 + x10V ≤ x2 ≤ x̃2 + x̃1V

}
.

Точки ΓV
3 , Γ

V
4 также могут быть достигнуты чисто импульсными управ-

лениями с компонентами:
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а) для ΓV
3

μ1 = V δ(t− s), μ2 = 0, Sd(μ) = {s},
ω1(τ) = 1, ω2(τ) = 0, τ ∈ [0, V ], s ∈ [0, t1];

б) для ΓV
4

μ1 = 0, μ2 = V δ(t− s), Sd(μ) = {s},
ω1(τ) = 0, ω2(τ) = 1, τ ∈ [0, V ], s ∈ [0, t1].

Форма кривых, задающих ΓV
j , j = 1, 4, позволяет сформировать

гипотезу относительно функций типа Ляпунова, сильно монотонных
относительно импульсной системы. Определим функции:

ϕ1(t, x1, x2, V ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x2
x1

− V + 2 ln(x1)− x20 + t

x10 + t
− 2 ln(x10 + t),

x2 > x1,

x1
x2

− V + 2 ln(x2)− x10 + t

x20 + t
− 2 ln(x20 + t),

x2 ≤ x1;

ϕ2(t, x1, x2, V ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

V − x1 − x10 − t

x2 − t
− x2 − x20 − t

x10
,

x2 > x1,

V − x1 − x10 − t

x20
− x2 − x20 − t

x1 − t
,

x2 ≤ x1;

ϕ3(t, x1, x2, V ) = −x1 + x10 + t;

ϕ4(t, x1, x2, V ) = −x2 + x20 + t.

Покажем, что ϕj , j = 1, 4, сильно убывают относительно импульсной
системы.
Начнем с функций ϕ3 и ϕ4. Легко видеть, что эти функции сильно

убывают, так как их суперпозиция с любым решением рассматриваемой
импульсной системы является невозрастающей функцией аргумента t.
Это позволяет получить очевидную оценку

R(t, V ) ⊂ {(x1, x2) | x1 ≥ x10 + t, x2 ≥ x20 + t
}
. (3.3)

Рассмотрим теперь ϕ1 и ϕ2. Из (3.3) следует, что сильную монотон-
ность достаточно установить при x1 ≥ x̃1, x2 ≥ x̃2. На этом множестве
ϕ1, ϕ2 являются гладкими при x1 �= x2 и липшицевыми в окрестности
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точек, для которых x1 = x2. Это позволяет использовать инфинитези-
мальный критерий сильной монотонности в форме дифференциальных
неравенств, которые должны выполняться при x1 �= x2.
Напомним [6; 9] (см. также [8; 10]), что инфинитезимальный крите-

рий сильного убывания для ϕ(t, x1, x2, V ) состоит в выполнении диф-
ференциальных неравенств (для краткости опускаем аргументы):

h0[ϕ] := ϕt + ϕx1 · 1 + ϕx2 · 1 ≤ 0

∀ (t, x1, x2, V ) ∈ (0, t1)× {(x1, x2) | x1 �= x2} × [0,+∞);
(3.4)

h1[ϕ] := ϕV + max
v1,v2≥0,
v1+v2=1

(
ϕx1x2v1 + ϕx2x1v2

) ≤ 0

∀ (t, x1, x2, V ) ∈ [0, t1]× {(x1, x2) | x1 �= x2} × (0,+∞).
(3.5)

Проверим выполнение критерия монотонности для ϕj , j = 1, 2.
Для ϕ1 при x2 > x1 ≥ x10 + t имеем

h0[ϕ1] = − 2

x10 + t
+
x20 − x10
(x10 + t)2

+
2

x1
− x2 − x1

x21
≤ 0,

h1[ϕ1] = −1 + max
v1,v2≥0,
v1+v2=1

(
−x2 − 2x1

x21
x2v1 + v2

)
=

= max
v1∈[0,1]

−(x2 − x1)
2

x21
v1 = 0.

Аналогично проверяется выполнение дифференциальных неравенств
при x1 > x2 ≥ x20 + t.
Для ϕ2 при x2 > x1 ≥ x10 + t имеем

h0[ϕ2] = 0,

h1[ϕ2] = 1 + max
v1,v2≥0,
v1+v2=1

(
− 1

x2 − t
x2v1 +

x1 − x10 − t

(x2 − t)2
x1v2 − 1

x10
x1v2

)
≤

≤ 1 + max
v1,v2≥0,
v1+v2=1

(
− 1

x2 − t
x2v1 +

x1 − x10 − t

(x1 − t)2
x1v2 − 1

x10
x1v2

)
.

Чтобы установить h1[ϕ2] ≤ 0, достаточно доказать справедливость не-
равенства

1 +
x1 − x10 − t

(x1 − t)2
x1 − 1

x10
x1 ≤ 0 ∀x1 ∈ [x10 + t,+∞), ∀ t ≥ 0. (3.6)

Рассмотрим функцию аргумента x1:

g(x1) :=
(x1 − t)2

x1
− (x1 − t)2

x10
+ x1 − x10 − t,
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где t ≥ 0 — параметр. При каждом t функция g(x1) строго убывает
на промежутке [x10 + t,+∞), причем g(x10 + t) ≤ 0. Очевидно, что из
g(x1) ≤ 0 следует неравенство (3.6).
Аналогично проверяется выполнение дифференциальных нера-

венств h0[ϕ2] ≤ 0, h1[ϕ2] ≤ 0 при x1 > x2 ≥ x20 + t. Следовательно,
ϕ2 удовлетворяет (3.4), (3.5).
Таким образом, доказано, что ϕj , j = 1, 4, сильно убывают отно-

сительно импульсной системы, соответствующей (3.1), (3.2), и, следо-
вательно, задают внешнюю аппроксимацию множества достижимости
R(t1, V ) [9]. Пусть V ≥ 0 — заданное число. Обозначим через Q множе-
ство точек (x1, x2), удовлетворяющих системе неравенств:{

ϕ1(t1, x1, x2, V ) ≤ 0, ϕ2(t1, x1, x2, V ) ≤ 0,

ϕ3(t1, x1, x2, V ) ≤ 0, ϕ4(t1, x1, x2, V ) ≤ 0.
(3.7)

Поскольку ϕj(0, x10, x20, 0) = 0, j = 1, 4, то свойство сильного убывания
гарантирует включение

R(t1, V ) ⊆ Q.

С другой стороны, граница Q совпадает с ΓV = ΓV
1 ∪ΓV

2 ∪ΓV
3 ∪ΓV

4 и, как
было показано, достижима при помощи чисто импульсных управлений.
Это означает, что ΓV задает границу R(t1, V ), причем из односвязности
множества R(t1, V ) (в чем нетрудно убедиться) следует равенство

R(t1, V ) = Q.

Таким образом, Q является точной оценкой R(t1, V ).
Что касается множества достижимости RM (t1), то оно состоит из

точек (x1, x2, V ), удовлетворяющих (3.7) при V ∈ [0,M ].

4. Численное построение множества достижимости

Для численного построения множества достижимости нелинейной
импульсной управляемой системы с неотрицательной векторной мерой
(импульсным управлением) был разработан и программно реализован
алгоритм [1; 2].
Алгоритм основан на формировании специального конечного мно-

жества управлений релейного типа для вспомогательной управляемой
системе с абсолютно непрерывными траекториями и рассмотрении их
выпуклых комбинаций. При этом допускается последовательное нара-
щивание числа опорных управлений. Выпуклые комбинации включают
k опорных управлений, а их коэффициенты принадлежат некоторой
равномерной сетке. Как показали численные эксперименты, случай-
ный выбор управлений с большим числом переключений не приводит к

Известия Иркутского государственного университета.
2016. Т. 15. Серия «Математика». С. 3–16



МНОЖЕСТВО ДОСТИЖИМОСТИ БИЛИНЕЙНОЙ ИМПУЛЬСНОЙ СИСТЕМЫ13

равномерному распределению терминальных точек траекторий по мно-
жеству достижимости, и даже при измельчении разбиения временного
интервала не всегда удается получить достаточно точную аппрокси-
мацию множества достижимости. Поэтому в общем случае требуется
последовательное увеличение параметров k и s (s — число переключе-
ний управления), в сочетании с измельчениями сетки на симплексе и
разбиения, которому принадлежат моменты переключений.
Алгоритм реализован в среде Scientific Python. Результаты, пред-

ставленные в §§ 1–3, были использованы для построения тестовых при-
меров. Проведенные численные эксперименты показали эффективность
алгоритма и его программной реализации для тестовых примеров, в том
числе с неодносвязными множествами достижимости.
Приведенные ниже примеры относятся к классу задач, для которых

данный алгоритм позволяет построить сколь угодно точную аппрокси-
мацию множества достижимости уже при s = 2 и переборе попарных
линейных комбинаций.
Пример 1. Рассматривается управляемая система, для импульс-

ного расширения которой множество достижимости было найдено в
§ 3:

ẋ1 = 1 + x2v1, x1(0) = 1,
ẋ2 = 1 + x1v2, x2(0) = 1,

v1(t) ≥ 0, v2(t) ≥ 0.

На рис. 1 приведена внутренняя аппроксимация множества достижи-
мости соответствующей импульсной системы при t1 = 1 и V = 2.

Рис. 1. Множество достижимости в примере 1.

Пример 2. Интегральные кривые следующей системы при нуле-
вом управлении представляют собой окружности с центром в начале
координат, причем модуль фазовой скорости всюду равен 1. Как и в
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примере 1, управления неотрицательны.

ẋ1 = x2/‖x‖ − x1v1, x1(0) = 2;
ẋ2 = −x1/‖x‖ − x2v2, x2(0) = 0.

Здесь ‖ · ‖ — евклидова норма. Аппроксимация множества достижимо-
сти при t1 = 13, V = 1 приведена на рис 2.

Рис. 2. Множество достижимости в примере 2.
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Construction of the Reachable Set for a Two-Dimensional Bi-
linear Impulsive Control System

Abstract. This paper deals with a problem of construction of the reachable set for
an impulsive control system with trajectories of bounded variation and impulsive controls
(regular vector measures). The considered control system has a bilinear structure relative
to the control variable. A method for constructing of the boundary of the reachable set
is proposed. This method is based on using of special impulsive optimal control problems
and Lyapunov type functions. These functions are strongly monotone relative to the
impulsive control system. Presented results are illustrated by a numerical example. An
algorithm of numerical approximation of reachable sets for nonlinear impulsive control
systems is discussed. This algorithm is realized in the Scientific Python environment.

Keywords: measure-driven impulsive control system, trajectories of bounded varia-
tion, reachable set, monotone of Lyapunov type functions, numerical methods.
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