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Аннотация: Рассматривается смешанная задача для нелинейного модифицирован-
ного уравнения Кортевега – де Фриза (мКдФ) отрицательного порядка со специаль-
ным свободным членом. Показано, что смешанная задача для нелинейного уравне-
ния мКдФ отрицательного порядка со специальным свободным членом может быть
проинтегрирована методом обратной спектральной задачи. Определена эволюция
спектральных данных оператора Дирака с периодическим потенциалом, связанным
с решением уравнения мКдФ отрицательного порядка со специальным свободным
членом. Полученные результаты позволяют применить метод обратной задачи для
решения смешанной задачи для нелинейного уравнения мКдФ отрицательного по-
рядка со специальным свободным членом. Доказана разрешимость задачи Коши
для бесконечной системы дифференциальных уравнений Дубровина – Трубовица в
классе трижды непрерывно дифференцируемых периодических функций. Показано,
что построенное решение с помощью системы уравнений Дубровина – Трубовица
и формулы следов удовлетворяет смешанной задаче для нелинейного уравнения
мКдФ отрицательного порядка со специальным свободным членом.
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1. Введение

Модифицированное уравнение Кортевега – де Фриза (мКдФ) являет-
ся одним из характерных представителей класса полностью интегрируе-
мых нелинейных уравнений в частных производных, обладающих суще-
ственной прикладной значимостью. Полная интегрируемость данного
уравнения методом обратной задачи рассеяния в классе быстроубыва-
ющих функций была впервые установлена М. Вадати (см. [26]). Иссле-
дованию уравнения мКдФ в классе конечнозонных функций посвящен
ряд работ, в частности [1; 4].

В работе [16] методом обратной задачи рассеяния выполнено инте-
грирование уравнения мКдФ с самосогласованным источником в классе
периодических функций. Отметим, что данное уравнение в классе быст-
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роубывающих функций ранее исследовано в работе [10]. Кроме того,
различные постановки нелинейных уравнений КдФ с самосогласован-
ными источниками в периодическом случае были подробно рассмотре-
ны в исследованиях [12].

Уравнение КдФ и уравнение КдФ отрицательного порядка со специ-
ально заданным свободным членом в классе периодических функций
были исследованы в работах [13; 15]. Уравнение КдФ отрицательно-
го порядка с самосогласованным источником в классе периодических
функций изучено в работе [24], а в работе [20] изучена отрицательно-
четная иерархия мКдФ и ее солитонные решения. Смешанные положи-
тельные и отрицательные иерархии исследованы в работах [19;22].

Иерархии уравнения мКдФ отрицательного порядка с помощью ре-
куррентных методов исследованы в работе [23].

В работе [21] изучены бризерные решения следующего уравнения
мКдФ отрицательного порядка(︂

𝑞𝑥𝑡
𝑞

)︂
𝑥

+(2𝑞2)𝑡= 0

или
𝜌𝑥𝑥 = 𝑞2, 𝑞𝑥𝑡 + 2𝑞𝜌𝑥𝑡 + 𝛼𝑞 = 0.

Нетрудно видеть, что заменой 𝑞 на 𝑖𝑞 и преобразованием 𝜇 = 𝜌𝑥 +
𝛼
2 𝑡 уравнение мКдФ отрицательного порядка примет следующий более
простой вид: {︂

𝑞𝑥𝑡 = −2𝑞𝜇𝑡
𝜇𝑥 = −𝑞2 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R.

Уравнение мКдФ отрицательного порядка с самосогласованным ис-
точником в классе периодических функций изучено в работах [5; 7],
тогда как нелинейное уравнение Шредингера отрицательного порядка
в том же классе рассматриваются как для случаев без источника, так
и с источником в работах [6; 14;25].

В данной работе метод обратной спектральной задачи применяется
к интегрированию уравнения мКдФ отрицательного порядка со специ-
альным свободным членом в классе периодических функций.

Рассмотрим следующую смешанную задачу для нелинейного моди-
фицированного уравнения Кортевега – де Фриза отрицательного по-
рядка со специальным свободным членом:{︂

𝑞𝑥𝑡(𝑥, 𝑡) = −2𝑞(𝑥, 𝑡)𝜇𝑡(𝑥, 𝑡)
𝜇𝑥(𝑥, 𝑡) = −𝑞2(𝑥, 𝑡) + 𝜔(𝑡)

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R (1.1)

𝑞(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑞0(𝑥), 𝜇(𝑥, 𝑡)|𝑥=0 = 𝜇0(𝑡), [𝑞𝑡(𝑥, 𝑡)− 𝜇𝑡(𝑥, 𝑡)]|𝑥=0 = 𝛽(𝑡),
(1.2)
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где 𝑞0(𝑥) ∈ 𝐶3(R), 𝜔(𝑡), 𝜇0(𝑡) ∈ 𝐶1[0, ∞) и 𝛽(𝑡) ∈ 𝐶[0, ∞) заданные
действительные функции, 𝑞0(𝑥) имеет период 𝜋, а 𝜔(𝑡) и 𝛽(𝑡) ограни-
чена. Требуется найти действительные периодические по переменной 𝑥
функции 𝑞(𝑥, 𝑡) и 𝜇(𝑥, 𝑡), причем

𝑞(𝑥+ 𝜋, 𝑡) ≡ 𝑞(𝑥, 𝑡) , 𝜇𝑡(𝑥+ 𝜋, 𝑡) ≡ 𝜇𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ R,

и удовлетворяющие условиям гладкости:

𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2(R× (0,∞)) ∩ 𝐶(R× [0,∞))
𝜇(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1(R× [0,∞)).

(1.3)

Система уравнений Дирака допускает представление в следующем опе-
раторном виде:

𝐿(𝑡)𝑦 ≡ 𝐽
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+Ω(𝑥, 𝑡)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ R, (1.4)

где

𝐽 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
, Ω(𝑥, 𝑡) =

(︂
0 𝑞(𝑥, 𝑡)

𝑞(𝑥, 𝑡) 0

)︂
, 𝑦 =

(︂
𝑦1(𝑥, 𝑡)
𝑦2(𝑥, 𝑡)

)︂
.

Цель работы — дать процедуру построения решения (𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜇(𝑥, 𝑡))
задачи (1.1)–(1.3) в рамках метода обратной спектральной задачи для
уравнения Дирака (1.4).

2. Необходимые сведения о прямой и обратной спектральной
задаче для оператора Дирака с периодическим

коэффициентом

В этом пункте для полноты изложения приведем некоторые основ-
ные сведения, касающиеся обратной спектральной задачи для операто-
ра Дирака с периодическим коэффициентом (см. [2; 3; 9; 11;17;18]).

Рассмотрим систему уравнений Дирака на всей прямой:

𝐿𝑦 ≡
(︂

0 1
−1 0

)︂(︂
𝑦′1
𝑦′2

)︂
+

(︂
0 𝑞(𝑥)

𝑞(𝑥) 0

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
= 𝜆

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
, 𝑥 ∈ R,

(2.1)
где 𝑞(𝑥) — действительная непрерывная функция из класса 𝐶1(R),
имеющая период 𝜋, а 𝜆 — комплексный параметр. Обозначим через
𝑐(𝑥, 𝜆) = (𝑐1(𝑥, 𝜆), 𝑐2(𝑥, 𝜆))

𝑇 и 𝑠(𝑥, 𝜆) = (𝑠1(𝑥, 𝜆), 𝑠2(𝑥, 𝜆))
𝑇 решения

уравнения (2.1), удовлетворяющие начальным условиям 𝑐(0, 𝜆)=(1, 0)𝑇

и 𝑠(0, 𝜆) = (0, 1)𝑇 .
Функция Δ(𝜆) = 𝑐1(𝜋, 𝜆)+ 𝑠2(𝜋, 𝜆) называется функцией Ляпунова,

или дискриминантом Хилла для оператора Дирака (2.1).
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Через 𝜆𝑛 𝑛 ∈ Z мы обозначим собственные значения, пронумерован-
ные в порядке возрастания, либо периодической (𝑦1(0) = 𝑦1(𝜋), 𝑦2(0) =
𝑦2(𝜋)), либо антипериодической (𝑦1(0) = −𝑦1(𝜋), 𝑦2(0) = −𝑦2(𝜋)) зада-
чи для уравнения Дирака (2.1).

Спектр оператора (2.1) состоит из следующего множества:

𝐸 = {𝜆 ∈ R : −2 ≤ Δ(𝜆) ≤ 2 } = R∖

{︃ ∞⋃︁
𝑛=−∞

(𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛)

}︃
.

Интервалы (𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛), 𝑛 ∈ Z называются лакунами.
Корни уравнения 𝑠1(𝜋, 𝜆) = 0 обозначим через 𝜉𝑛, 𝑛 ∈ Z. Чис-

ла 𝜉𝑛, 𝑛 ∈ Z совпадают с собственными значениями задачи Дирихле
(𝑦1(0) = 0, 𝑦1(𝜋) = 0) для системы (2.1) и выполняются соотноше-
ния 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], 𝑛 ∈ Z. Числа 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], 𝑛 ∈ Z и знаки
𝜎𝑛 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 {𝑠2(𝜋, 𝜉𝑛)− 𝑐1(𝜋, 𝜉𝑛)}, 𝑛 ∈ Z называются спектральными па-
раметрами задачи (2.1). Спектральные параметры 𝜉𝑛, 𝜎𝑛, 𝑛 ∈ Z и
границы спектра 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ Z называются спектральными данными задачи
(2.1).

Нахождение спектральных данных задачи (2.1) называется прямой
задачей, а восстановление коэффициента 𝑞(𝑥) по спектральным данным
называется обратной задачей.

Если в задаче (2.1) вместо 𝑞(𝑥) рассмотреть 𝑞(𝑥 + 𝜏), то спектр
полученной задачи не зависит от параметра 𝜏 : 𝜆𝑛(𝜏) ≡ 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ Z, а спек-
тральные параметры зависят от параметра 𝜏 : 𝜉𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏), 𝑛 ∈ Z. Эти
спектральные параметры удовлетворяют аналогу системы уравнений
Дубровина – Трубовица:

𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

= 2(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏)ℎ𝑛(𝜉)𝜉𝑛, 𝑛 ∈ Z,

где

ℎ𝑛(𝜉) =
√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛) ·

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷
∞∏︁

𝑘 = −∞,
𝑘 ̸= 𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
.

Знак 𝜎𝑛(𝜏) меняется на противоположный при каждом столкновении
𝜉𝑛(𝜏) с границами своей лакуны [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛].

Система уравнений Дубровина – Трубовица, а также формула следов

𝑞(𝜏) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏)ℎ𝑛(𝜉(𝜏))

дают метод решения обратной спектральной задачи.
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Лемма 1. Если вектор-функция (𝑦1, 𝑦2)
𝑇 является решением систе-

мы (2.1), то выполняются следующие тождества:

2𝑦2𝑦1 =
1

2𝜆
[𝑦22 − 𝑦21]

′ +
1

𝜆
𝑞(𝑦21 + 𝑦22), (2.2)

1

2
[𝑦22 + 𝑦21]

′ = 𝑞(𝑦21 − 𝑦22). (2.3)

3. Эволюция спектральных параметров

Основной результат настоящей работы заключается в следующей
теореме.

Теорема 1. Пусть (𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜇(𝑥, 𝑡)) является решением задачи (1.1)–
(1.3). Тогда границы 𝜆𝑛(𝑡) , 𝑛 ∈ Z спектра следующего оператора

𝐿(𝑡)𝑦 ≡
(︂

0 1
−1 0

)︂(︂
𝑦′1
𝑦′2

)︂
+

(︂
0 𝑞(𝑥, 𝑡)

𝑞(𝑥, 𝑡) 0

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
= 𝜆

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
, 𝑥 ∈ R

(3.1)
удовлетворяют уравнениям

2𝜆𝑛𝜆̇𝑛 = 𝜔̇(𝑡), 𝑛 ∈ Z, (3.2)

а спектральные параметры 𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ Z∖{0} удовлетворяют
аналогу системы уравнений Дубровина – Трубовица:

𝜉𝑛 =
1

𝜉𝑛
(−1)𝑛𝜎𝑛(𝑡)ℎ𝑛(𝜉) {𝑞𝑡(0, 𝑡)− 𝜇𝑡(0, 𝑡)}+

1

2𝜉𝑛
𝜔̇(𝑡), 𝑛 ∈ Z∖{0}. (3.3)

Знаки 𝜎𝑛(𝑡) = ±1 меняются при каждом столкновении точки 𝜉𝑛(𝑡) с
границами своей лакуны [𝜆2𝑛−1(𝑡), 𝜆2𝑛(𝑡)]. Кроме того, выполняются
следующие начальные условия:

𝜉𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛, 𝜎𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0𝑛 , 𝑛 ∈ Z∖{0}, (3.4)

где 𝜉0𝑛, 𝜎0𝑛, 𝑛 ∈ Z∖{0} — спектральные параметры оператора Дирака
с коэффициентом 𝑞0(𝑥).

Доказательство. Обозначим через 𝜉𝑛(𝑡) , 𝑛 ∈ Z собственные значения
задачи Дирихле (𝑦1(0) = 0, 𝑦1(𝜋) = 0) для уравнения (1.4). Пусть
𝑦𝑛(𝑥, 𝑡) = (𝑦𝑛,1(𝑥, 𝑡), 𝑦𝑛,2(𝑥, 𝑡))

𝑇 , 𝑛 ∈ Z — ортонормированные собствен-
ные вектор-функции задачи Дирихле (𝑦1(0) = 0, 𝑦1(𝜋) = 0) для уравне-
ния (1.4), соответствующие собственным значениям 𝜉𝑛(𝑡) , 𝑛 ∈ Z. Не
ограничивая общность, можно считать собственные вектор-функции
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𝑦𝑛(𝑥, 𝑡) , 𝑛 ∈ Z действительнозначными. Дифференцируя по 𝑡 равен-
ство 𝜉𝑛(𝑡) = (𝐿(𝑡)𝑦𝑛, 𝑦𝑛) и пользуясь симметричностью оператора 𝐿(𝑡),
имеем

𝜉𝑛(𝑡) = (Ω̇(𝑥, 𝑡)𝑦𝑛 + 𝐿(𝑡)𝑦̇𝑛, 𝑦𝑛) + (𝐿(𝑡)𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛) =

= (Ω̇(𝑥, 𝑡)𝑦𝑛, 𝑦𝑛) + (𝑦̇𝑛, 𝐿(𝑡)𝑦𝑛) + (𝐿(𝑡)𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛) =

= (Ω̇(𝑥, 𝑡)𝑦𝑛, 𝑦𝑛) + 𝜉𝑛(𝑡)((𝑦𝑛, 𝑦𝑛))̇ = (Ω̇(𝑥, 𝑡)𝑦𝑛, 𝑦𝑛). (3.5)

Используя явный вид скалярного произведения:

(𝑦, 𝑧) =

∫︁ 𝜋

0
[𝑦1(𝑥)𝑧1(𝑥) + 𝑦2(𝑥)𝑧2(𝑥)] 𝑑𝑥, 𝑦 =

(︂
𝑦1(𝑥)
𝑦2(𝑥)

)︂
, 𝑧 =

(︂
𝑧1(𝑥)
𝑧2(𝑥)

)︂
,

равенство (3.5) перепишем в виде

𝜉𝑛(𝑡) = 2

∫︁ 𝜋

0
𝑦𝑛,1𝑦𝑛,2 𝑞𝑡𝑑𝑥. (3.6)

Используя формулу (2.2) получим следующее равенство

𝜉𝑛 =
1

2𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2−𝑦2𝑛,1)′𝑞𝑡𝑑𝑥+

1

𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2+𝑦

2
𝑛,1)𝑞𝑞𝑡𝑑𝑥, 𝑛 ∈ Z∖{0}. (3.7)

Равенство (3.7) можно переписать в виде

𝜉𝑛 =
1

2𝜉𝑛
[𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)− 𝑦2𝑛,2(0, 𝑡)]𝑞𝑡(0, 𝑡)−

1

2𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2 − 𝑦2𝑛,1)𝑞𝑥𝑡𝑑𝑥+

+
1

𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2 + 𝑦2𝑛,1)𝑞𝑞𝑡𝑑𝑥.

Из системы уравнений (1.1) имеем

𝑞𝑞𝑡 = −𝜇𝑥𝑡
2

+
𝜔̇(𝑡)

2
, 𝑞𝑥𝑡 = −2𝑞𝜇𝑡. (3.8)

Следовательно,

𝜉𝑛 =
1

2𝜉𝑛
[𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)− 𝑦2𝑛,2(0, 𝑡)]𝑞𝑡(0, 𝑡) +

1

𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2 − 𝑦2𝑛,1)𝑞𝜇𝑡𝑑𝑥−

− 1

2𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2 + 𝑦2𝑛,1)𝜇𝑥𝑡𝑑𝑥+

1

2𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2 + 𝑦2𝑛,1)𝜔̇(𝑡)𝑑𝑥. (3.9)

Теперь рассмотрим второй интеграл в равенстве (3.9):

𝐼1 = − 1

2𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2 + 𝑦2𝑛,1)𝜇𝑥𝑡𝑑𝑥 =

= − 1

2𝜉𝑛
[𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)− 𝑦2𝑛,2(0, 𝑡)]𝜇𝑡(0, 𝑡) +

1

2𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2 + 𝑦2𝑛,1)

′𝜇𝑡𝑑𝑥. (3.10)
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На основании (2.3) равенство (3.10) примет вид

𝐼1 = − 1

2𝜉𝑛
[𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)− 𝑦2𝑛,2(0, 𝑡)]𝜇𝑡(0, 𝑡)−

1

𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2 − 𝑦2𝑛,1)𝑞𝜇𝑡𝑑𝑥. (3.11)

Следовательно, в равенстве (3.9) интегрируем последний интеграл

𝐼2 =
1

2𝜉𝑛

∫︁ 𝜋

0
(𝑦2𝑛,2 + 𝑦2𝑛,1)𝜔̇(𝑡)𝑑𝑥 =

1

2𝜉𝑛
𝜔̇(𝑡). (3.12)

Из (3.9), (3.11) и (3.12) выводим, что

𝜉𝑛(𝑡) =
1

2𝜉𝑛
[𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)−𝑦2𝑛,2(0, 𝑡)] {𝑞𝑡(0, 𝑡)− 𝜇𝑡(0, 𝑡)}+

1

2𝜉𝑛
𝜔̇(𝑡), 𝑛 ∈ Z∖{0}.

(3.13)
Используя (3.13) и равенство [16]

𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)− 𝑦2𝑛,2(0, 𝑡) = 2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝑡)ℎ𝑛(𝜉),

получим уравнение (3.3).
Известно, что границы 𝜆𝑛(𝑡) , 𝑛 ∈ Z спектра оператора (3.1) сов-

падают либо с собственными значениями периодической задачи, либо
антипериодической задачи для уравнения Дирака(3.1). Обозначив че-
рез 𝑣𝑛(𝑥, 𝑡) нормированную собственную функцию, соответствующую
собственному значению 𝜆𝑛(𝑡) , периодической или антипериодической
задачи для уравнения Дирака (3.1), действуя вышеприведенным обра-
зом, выводим равенства (3.2). Для вывода формулы (3.2) в равенстве
(3.13) введем обозначение 𝜉𝑛(𝑡) = 𝜆𝑛(𝑡). Используя периодические усло-
вия 𝑦1(0, 𝑡) = 𝑦1(𝜋, 𝑡), 𝑦2(0, 𝑡) = 𝑦2(𝜋, 𝑡) (или антипериодические
условия 𝑦1(0, 𝑡) = −𝑦1(𝜋, 𝑡), 𝑦2(0, 𝑡) = −𝑦2(𝜋, 𝑡)), получим 𝜆̇𝑛(𝑡) =
1

2𝜆𝑛
𝜔̇(𝑡), 𝑛 ∈ Z ∖ {0}. Следовательно, имеем (3.2) 2𝜆𝑛𝜆̇𝑛(𝑡) = 𝜔̇(𝑡),

𝑛 ∈ Z ∖ {0}.

Следствие 1. Если мы вместо 𝑞(𝑥, 𝑡) рассмотрим 𝑞(𝑥 + 𝜏, 𝑡), то
собственные значения периодической и антипериодической задачи не
зависят от параметров 𝜏, 𝑡, а собственные значения 𝜉𝑛 задачи Ди-
рихле и знаки 𝜎𝑛 зависят от 𝜏, 𝑡: 𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛 = 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) = ±1,
𝑛 ∈ Z. В этом случае система (3.3) примет вид

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

=
1

𝜉𝑛
(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉) {𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)− 𝜇𝑡(𝜏, 𝑡)}+

1

2𝜉𝑛
𝜔̇(𝑡), 𝑛 ∈ Z∖{0}.

(3.14)
Используя формулу следов

𝑞(𝜏, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉) (3.15)
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и равенство 𝜇𝑥 = −𝑞2 + 𝜔(𝑡), получим, что

𝑞𝑡(𝜏, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)
𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝑡
, (3.16)

𝜇(𝜏, 𝑡) = 𝜇0(𝑡)−
∫︁ 𝜏

0
𝑞2(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠+ 𝜔(𝑡)𝜏, (3.17)

𝜇𝑡(𝜏, 𝑡) = 𝜇′0(𝑡)− 2

∫︁ 𝜏

0
𝑞(𝑠, 𝑡)𝑞𝑡(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠+ 𝜔̇(𝑡)𝜏.

Следствие 2. Эта теорема дает метод решения задачи (1.1)–(1.3).
Действительно, обозначим через 𝜆𝑛(𝑡), 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡), 𝑛 ∈ Z, спек-
тральные данные задачи(︂

0 1
−1 0

)︂(︂
𝑦′1
𝑦′2

)︂
+

(︂
0 𝑞(𝑥+ 𝜏, 𝑡)

𝑞(𝑥+ 𝜏, 𝑡) 0

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
= 𝜆

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
, 𝑥 ∈ R.

Найдем спектральные данные 𝜆𝑛, 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎0𝑛(𝜏) , 𝑛 ∈ Z, для уравнения(︂
0 1
−1 0

)︂(︂
𝑦′1
𝑦′2

)︂
+

(︂
0 𝑞0(𝑥+ 𝜏)

𝑞0(𝑥+ 𝜏) 0

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
= 𝜆

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
, 𝑥 ∈ R.

Решая уравнения (3.2) с начальными условиями 𝜆𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜆𝑛(0),
𝑛 ∈ Z, находим

𝜆2𝑛(𝑡) = 𝜆2𝑛(0) +

∫︁ 𝑡

0
𝜔̇(𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 ∈ Z. (3.18)

Далее, решаем задачу Коши

𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0𝑛(𝜏) , 𝑛 ∈ Z (3.19)

для системы уравнений Дубровина – Трубовица (3.14). По формуле
следов (3.15) находим решение 𝑞(𝑥, 𝑡) задачи (1.1)–(1.3), а затем с по-
мощью формулы (3.17) определяем 𝜇(𝑥, 𝑡).

Замечание 1. Из равенств (3.18) видно, что спектр оператора Дирака
(3.1) двигается по оси, сохраняя начальную структуру, т. е. длины лакун
не меняются.

Замечание 2. Покажем, что пара функций (𝑞(𝑥, 𝑡),𝜇(𝑥, 𝑡)), постро-
енная с помощью системы уравнений Дубровина – Трубовица (3.14),
(3.19) и формулы следа (3.15), а также формулы (3.17), удовлетворя-
ет систему уравнений (1.1). При этом мы также будем использовать
вторую формулу следов

𝑞2(𝜏, 𝑡) + 𝑞𝜏 (𝜏, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞

(︃
𝜆22𝑘−1(𝑡) + 𝜆22𝑘(𝑡)

2
− 𝜉2𝑘(𝜏, 𝑡)

)︃
. (3.20)
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Дифференцируя формулу (3.20) по 𝑡, имеем

2𝑞𝑞𝑡(𝜏, 𝑡) + 𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞

(︁
𝜆2𝑘−1(𝑡)𝜆̇2𝑘−1(𝑡) + 𝜆2𝑘(𝑡)𝜆̇2𝑘(𝑡)−

−2𝜉𝑘(𝜏, 𝑡)
𝜕𝜉𝑘(𝜏, 𝑡)

𝜕𝑡
.

)︂ (3.21)

Далее, учитывая систему уравнений Дубровина (3.14) и 2𝜆𝑛𝜆̇𝑛 =
𝜔̇(𝑡), из (3.21) получим

2𝑞𝑞𝑡(𝜏, 𝑡) + 𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡)=
∞∑︁

𝑘=−∞

(︂
𝜔̇(𝑡)− 2𝜉𝑘(𝜏, 𝑡)(

(−1)𝑛

𝜉𝑛
𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉) {𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)−

−𝜇𝑡(𝜏, 𝑡)}+
𝜔̇(𝑡)

2𝜉𝑛
)

)︂
,

2𝑞𝑞𝑡(𝜏, 𝑡) + 𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞
(𝜔̇(𝑡)− 2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉) {𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)−

−𝜇𝑡(𝜏, 𝑡)} − 𝜔̇(𝑡))).

(3.22)

2𝑞𝑞𝑡(𝜏, 𝑡) + 𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡) = −2

∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉) {𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)− 𝜇𝑡(𝜏, 𝑡)} .

(3.23)
Тогда из (3.15) выводим равенство

2𝑞𝑞𝑡(𝜏, 𝑡) + 𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡) = 2𝑞 (𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)− 𝜇𝑡(𝜏, 𝑡)) ,

𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡) = −2𝑞𝜇𝑡(𝜏, 𝑡).

Дифференцируя формулу (3.17) по 𝜏 , находим 𝜇𝜏 (𝜏, 𝑡) = −𝑞2(𝜏, 𝑡)+𝜔(𝑡).

Перепишем систему Дубровина – Трубовица в следующем виде:

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

=2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)
√︀

(𝜉𝑛−𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)·𝑓𝑛(𝜉)𝑔𝑛(𝜉)+
𝜔̇(𝑡)

2𝜉𝑛
, 𝑛 ∈ Z∖{0},

(3.24)
𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0𝑛(𝜏) , 𝑛 ∈ Z∖{0}, (3.25)

где

𝑓𝑛(𝜉) =

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷
∞∏︁

𝑘 = −∞,
𝑘 ̸= 𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑛 − 𝜉𝑘)2
,
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𝑔𝑛(𝜉) =
𝛽(𝑡)

2𝜉𝑛
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥

0
𝑞(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏

}︂
.

Заметим, что если в формуле (23) работы [8] положить 𝑎(𝑡) = 0, 𝐶(𝑡) =
0, 𝑏(𝑡) = 2𝛽(𝑡), то система уравнений Дубровина – Трубовица (22) из
работы [8] аналогична нашей системе (3.24). В этом случае оценки (27)
из [8] примут вид |𝑔𝑛(𝜉)| ≤ 𝐶4

|𝑛| ,
⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝜉)
𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒
≤ 𝐶5

𝛾𝑚
𝑛 , где 𝛾𝑛 ≡ 𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1.

Поэтому в случае 𝑞0(𝑥) ∈ 𝐶3(R), как и в работе [8], нетрудно доказы-
вается разрешимость задачи (3.24)-(3.25), т. е. решение задачи Коши
(3.24)–(3.25) для всех 𝑡 > 0 существует и единственно.
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